
Fels®bb Matematika (2013-14) 2. gyakorlat

1. Az a és b értékekt®l függ®en hány megoldása van az alábbi
egyenletrendszernek? Adjuk meg a megoldásokat paraméteres
alakban!

2x+ y + z = 4

x+ 2y − z = −1
x− y + 2z = a

x+ by + z = 3

Megoldás. Az egyenletrendszer kib®vített mártixát kell
Gauss-eliminálnunk:

2 1 1 4
1 2 −1 −1
1 −1 2 a
1 b 1 3

⇒

1 2 −1 −1
2 1 1 4
1 −1 2 a
1 b 1 3

⇒

1 2 −1 −1
0 −3 3 6
0 −3 3 a+ 1
0 b− 2 2 4

⇒

1 2 −1 −1
0 1 −1 −2
0 0 0 a− 5
0 b− 2 2 4

⇒

1 2 −1 −1
0 1 −1 −2
0 0 0 a− 5
0 b 0 0

 ha b 6=0⇒


1 2 −1 −1
0 1 0 0
0 0 −1 −2
0 0 0 a− 5


Tehát, ha a 6= 5, akkor nincs megoldás, ha a = 5 és b =
0, akkor ∞ sok megoldás van ((x, y, z) = (3 − t,−2 + t, t)),
egyébként, azaz ha a = 5 és b 6= 0, akkor egyetlen ((x, y, z) =
(1, 0, 2)).

2. Mennyi a (2, 3, 0,−1), (1, 2,−1, 0), (2, 4,−2, 0), (1, 0, 3,−2)
vektorrendszer rangja? Adjunk meg maximális méret¶ line-
árisan független részrendszert, és állítsuk el® a többit ezek
lineáris kombinációjaként. Másként fogalmazva: válasszunk
bázist e négy vektor által kifeszített altérben e vektorok kö-
zül, és írjuk fel a többi vektor e bázisra vonatkozó koordinátás
alakját.
Határozzuk meg a fenti vektorok által kifeszített altér me-

r®leges kiegészít® alterének egy bázisát.

Megoldás. A négy vektor mátrixán végezzünk elemi sorm¶-
veleteket:

[v1|v2|v3|v4]⇒


2 1 2 1
3 2 4 0
0 −1 −2 3
−1 0 0 −2

⇒

1 0 0 2
0 1 2 −3
0 2 4 −6
0 1 2 −3

⇒

1 0 0 2
0 1 2 −3
0 0 0 0
0 0 0 0


Tehát a (2, 3, 0,−1) és (1, 2,−1, 0) bázist alkotnak, és a v3 =
2v2, v4 = 2v1 − 3v2, a koordinátás alakok: (0, 2), (2,−3).
A mer®leges kiegészít® altér egy bázisa a (2,−1, 0, 1) és a

(−3, 2, 1, 0) vektorokból áll.

3. Írjuk fel a B = {(1, 1, 1), (1, 2, 3), (1, 1, 2)} bázisról a C =
{(7, 3, 3), (8, 1, 2), (4, 4, 3)} bázisra való áttérés mátrixát, és
határozzuk meg a (v)B = (3, 2, 1) vektor C bázisbeli alakját!

Megoldás. 1. megoldás: A megadott vektorokból fölírhatók
a két bázisból a standard bázisba való áttérés mátrixai:

AE←B =

1 1 1
1 2 1
1 3 2

 AE←C =

7 8 4
3 1 4
3 2 3


amib®l AC←B = AC←EAE←B = A−1E←CAE←B, amib®l egy
invertálás és egy mátrixszorzás után megkapható az áttérés
mátrixa:

AC←B =

 7 47 35
−4 −27 −20
−4 −28 −21


2. megoldás: Az áttérés mátrixának oszlopai a B bázis

vektorainak C bázisban kifejezett alakjai. Ez egy szimultán
egyenletrendszerb®l kapható meg: 7 8 4 1 1 1

3 1 4 1 2 1
3 2 3 1 3 2

⇒
 1 0 0 7 47 35

0 1 0 −4 −27 −20
0 0 1 −4 −28 −21


Innen [v]C = AC←B[v]B elvégzésével kapjuk, hogy (v)C =

(150,−86,−89).

4. Mutassuk meg, hogy a konzisztens valós Ax = b egyenlet-
rendszernek pontosan egy sortérbe es® megoldása van, és az
a legkisebb abszolút érték¶ (azaz legrövidebb) megoldás.

Megoldás. Csak egy sortérbe es® megoldás van: Ax1 = b,
Ax2 = b  A(x1 − x2) = 0  x1 = x2.
Van megoldás a sortérben: x = xS + xN  Ax = b,

A(xS + xN ) = AxS = b.
Ez a legkisebb abszolút érték¶: |x|2 = |xS |2+|xN |2 ≥ |xS |2

 |x| ≥ |xS |

5. Határozzuk meg az alábbi egyenletrendszerek sortérbe es®
egyetlen megoldását, és ezt felhasználva összes megoldását!
a) x+ y + z = 3

2x+ y − z = 2

3x+ 2y = 5
b) x+ 4y + 8z + 12w = 15
c) x+ y + z + w = 3

x+ y − z − w = 1

Megoldás. a) Az egyenletrendszer redukált lépcs®s alakja:[
1 0 −2 −1
0 1 3 4

]
,

ahonnan a nullteret kifeszít® vektor (2,−3, 1). A rá való
mer®legességet leíró egyenletet az egyenletrendszerhez írva
a megoldás z0 = 1, ahonnan x0 = 1 és y0 = 1. Az általános
megoldás (x, y, z) = (1, 1, 1) + t(2,−3, 1)

b) Nulltér: (12, 0, 0,−1), (0, 3, 0,−1), (0, 0, 3,−2). A sortérbe
es® megoldás az x0 = 1/15(1, 4, 8, 12) vektor, az összes
megoldás x0+ t(12, 0, 0,−1)+u(0, 3, 0,−1)+v(0, 0, 3,−2).

c) Redukált lépcs®s alak:[
1 1 0 0 2
0 0 1 1 1

]
Nulltér: (1,−1, 0, 0), 0, 0, 1,−1). Sortérbe es® megoldás:
(1, 1, 1/2, 1/2).



6. Legyenek V,W ⊆ Rn alterek. Bizonyítsuk be, hogy ekkor

dim〈V ∪W 〉 = dim(V ) + dim(W )− dim(V ∩W ).

Megoldás. Válasszunk bázist a metszethez, ezt egészítsük ki
V és W bázisává. Bizonyítsuk be, hogy a megadott vektorok
összesége a generátum bázisát adja.

7. Sherman �Morrison-formula Tegyük fel, hogy az A ∈
Rn×n mátrix invertálható, és u,v ∈ Rn két olyan vektor, hogy
1 + vTA−1u 6= 0. Ekkor A+ uvT invertálható, és(

A+ uvT
)−1

= A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u
.

Megoldás. Jegyzet 5.34. tétel.

8. Tegyük fel, hogy A ∈ R5×5 és detA = 3. Határozzuk meg
a 2A−1, (2A)−1 és A2ATA−1 mátrixok determinánsát!

Megoldás. |2A−1| = 25|A−1| = 25 1
|A| =

25

3

|(2A)−1| = 1
|2A| =

1
25|A| =

1
253

|A2ATA−1| = |A2||AT ||A−1| = |A|2|A||A|−1 = |A|2 = 9

9. Melyek igazak az alábbi állítások közül? (Az A itt mindig
négyzetes mátrixot jelöl.)
(a) Ha egy determináns értéke 0, akkor van két azonos sora.
(b) Ha egy determináns értéke nem 0, akkor oszlopvektoriai

lineárisan függetlenek.
(c) Ha az Ax = 0 egyenletrendszernek van nemtriviális meg-

oldása, akkor |A| 6= 0.
(d) |A| 6= 0 pontosan akkor igaz, ha az Ax = b egyenletrend-

szer nem oldható meg.
(e) |A| = 0 pontosan akkor igaz, ha az Ax = b egyenletrend-

szer egyértelm¶en megoldható.

10. Mutassuk meg, hogy ha A és D invertálható mátrixok,
akkor a következ® ún. blokkdiagonális mátrixok invertálhatók,
és [

A O

O D

]−1
=

[
A−1 O

O D−1

]
,

illetve [
A B

O D

]−1
=

[
A−1 −A−1BD−1
O D−1

]
.

ahol B tetsz®leges, de megfelel® típusú mátrix. Hasonlóan,
ha A és D négyzetes mátrixok, akkor[

A B

C D

]−1
=

[
X −XBD−1

−D−1CX D−1 +D−1CXBD−1

]
,

ahol X = (A − BD−1C)−1, és feltételezzük, hogy minden
felírt mátrixinverz létezik. Ezt felhasználva számítsuk ki az
alábbi mátrix inverzét:

2 3 1 1 1
1 2 1 1 1
1 1 1 0 0
1 1 0 1 0
1 1 0 0 1


Megoldás. A képletek egyszer¶ behelyettesítéssel ellen®riz-
het®k. Az inverz:

−1 0 1 1 1
2 −1 −1 −1 −1
−1 1 1 0 0
−1 1 0 1 0
−1 1 0 0 1



11. Legyen A egy 10 × 10-es valós mátrix. Jelölje ri az A
i

rangját. Lehet-e az (r1, r2, . . .) sorozat egyenl® az alábbiak-
kal? (a) (5, 6, . . .), (b) (9, 8, 7, . . . , 4, 4 . . .), (c) (10, 9, 8, . . .),
(d) (8, 5, . . .).

Megoldás. Az A rangja megegyezik az A : x 7→ Ax leképe-
zés képterének dimenziójával, az Ai rangja az Ai−1 képtere
A általi képének dimenziójával.
(a) Az A leképezés az R10 teret egy 5-dimenziós részébe képzi,

így ez az altér saját magába képz®dik, tehát nem lehet 5-
nél több dimenziós: ez a sorozat nem lehetséges.

(b) Ha A a tér bázisán az alábbi módon hat, a rangok a meg-
kívánt sorozatot adják: e6 7→ e5 7→ e4 7→ e3 7→ e2 7→
e1 7→ 0, és e7, e8, e9, e10 helyben maradnak. E leképezés
mátrixa és annak hatványai is könnyen felírhatók.

(c) HaA rangja 10, akkor determinánsa nem 0, így hatványa-
ié sem, vagyis 10-zel csak a 10, 10, . . . sorozat kezd®dik.

(d) HaA rangja 8, akkor magterének dimenziója 2, így egy 8-
dimenziós tér képe legalább 6. E sorozat nem lehetséges.

12. Igazoljuk, hogy minden r-rangú mátrix el®áll r darab 1-
rangú összegeként.

Megoldás. Útmutatás: mutassuk meg, hogy minden 1-rangú
mátrix el®áll diadikus szorzatként, majd pl. használjuk a bá-
zisfelbontást.

13. Tegyük fel, hogy az n × n-es A mátrixra A2 = O. Mu-
tassuk meg, hogy rangja legföljebb n/2.

Megoldás. Mutassuk meg, hogyO(A) ⊆ N (A) (az oszloptér
része a nulltérnek), és használjuk a dimenziótételt.

14. Mutassuk meg, hogy ha A ∈ Rm×n-es, akkor r(ATA) =
r(A).

Megoldás. Elég megmutatni, hogy ATA és A nulltere meg-
egyezik:
Ax = 0  ATAx = AT0 = 0

ATAx = 0  xTATAx = 0  (Ax) · (Ax) = 0  Ax = 0

HF. Keressünk egy bázist az R4 tér x+y+z+w = 0 egyenlet¶
hipersíkjával párhuzamos vektorok alterében, és írjuk fel e
hipersík egy � a bázisvektoroktól különböz® � vektorának e
bázisra vonatkozó koordinátás alakját!


