Fels6bb Matematika (2013-14)

1. Az a és b értékektdl fiiggGen hany megoldasa van az alabbi
egyenletrendszernek? Adjuk meg a megoldasokat paraméteres
alakban!
204+ y+ z= 4
r+2y— z2=-1
r— y+2z= a
r+by+ z= 3

Megoldas. Az egyenletrendszer kibGvitett maéartixat kell
Gauss-eliminalnunk:

2 1 1 4 1 2 -1 -1

1 2 -1 -1 2 1 1 4

1 -1 2 |~ |1 =1 2 o~
1 v 1 3 1 b 1 3

1 2 -1 -1 1 2 -1 -1
0 -3 3 6 N 0o 1 -1 =2 N
0 -3 3 a+1 0 0 0 a-5
0 b—2 2 4 0 b—2 2 4
1 2 -1 -1 1 -1 -1
o1 -1 =2 ha:b;ﬁo 01 O 0
00 0 a-5 0 -1 =2

0 b 0 0 00 0 a-—5

Tehat, ha a # 5, akkor nincs megoldas, ha a = 5 és b =
0, akkor oo sok megoldas van ((x,y,2) = (3 —t,—2 + t,t)),
egyébként, azaz ha a = 5 és b # 0, akkor egyetlen ((x,y,2) =
(1,0,2)).

2. Mennyi a (2,3,0,-1), (1,2,-1,0), (2,4,—2,0), (1,0,3, —2)
vektorrendszer rangja? Adjunk meg maximéalis méreti line-
arisan fliggetlen részrendszert, és éllitsuk el a tobbit ezek
linearis kombinacidjaként. Méasként fogalmazva: valasszunk
bazist e négy vektor altal kifeszitett altérben e vektorok ko-
zil, és irjuk fel a tobbi vektor e bazisra vonatkozé koordinatéas
alakjat.

Hatarozzuk meg a fenti vektorok altal kifeszitett altér me-
r6leges kiegészitG alterének egy bazisat.

Megoldas. A négy vektor matrixan végezziink elemi sormi-
veleteket:

2 1 2 1
3 2 4 0
[Vilve|vs|vy] = 0 -1 -2 3|~
-1 0 0 -2
1 0 0 2 1 0 0 2
01 2 -3 N 01 2 -3
0 2 4 -6 0 0 0 O
01 2 -3 0 0 0 O

Tehat a (2,3,0,—1) és (1,2, —1,0) bazist alkotnak, és a vy =
2vy, v4 = 2v1 — 3va, a koordinatas alakok: (0,2), (2,—-3).

A merdleges kiegészits altér egy bézisa a (2,—1,0,1) és a
(—3,2,1,0) vektorokbdl all.

3. Trjuk fel a B = {(1,1,
{(7,3,3), (8,1,2), (4,4,3
hatérozzuk meg a (v)p =

), (1,2,3), (1,1,2)} bazisrol a C =
} bazisra valo attérés matrixat, és
(3,2,1) vektor C bézisbeli alakjat!

1
)

2. gyakorlat

Megoldas. 1. megoldds: A megadott vektorokbol folirhatok
a két bazisbol a standard bézisba valé attérés méatrixai:

111 7 8 4
Ac.p=11 2 1 Ac.c=13 1 4
1 3 2 3 2 3

amib6l Acep = AcceAeep = Azl Agep, amibdl egy
invertalas és egy matrixszorzas utidn megkaphaté az attérés

matrixa:
7 47 35
Acep=|—-4 —-271 =20
—4 28 -21
2. megoldds: Az attérés métrixdnak oszlopai a B béazis

vektorainak C bazisban kifejezett alakjai. Ez egy szimultan
egyenletrendszerbsl kaphaté meg:

7T 8 4|1 11 1 00 7T 47 35
31 4|11 2 1|=]01 0|-4 —-27v =20
3 2 3|1 3 2 00 1|-4 —-28 =21

Innen [v]e = Acp[v]s elvégzésével kapjuk, hogy (v)e =
(150, —86, —89).

4. Mutassuk meg, hogy a konzisztens valés Ax = b egyenlet-
rendszernek pontosan egy sortérbe es§ megoldasa van, és az
a legkisebb abszolut értékd (azaz legrovidebb) megoldas.

Megoldas. Csak egy sortérbe es6 megoldas van: Ax; = b,
AXQZb""')A(Xl_XQ):O ~ X1 = X9.

Van megoldéas a sortérben: x = x5 + xpv ~ Ax = b,
A(xs +xy)=Axs=b.

Ez a legkisebb abszolit értékt: |x|? = |[xs|?+|xn|? > |xs]|?
~ x> [xs|

5. Hatarozzuk meg az alabbi egyenletrendszerek sortérbe esé
egyetlen megoldésat, és ezt felhasznalva Osszes megoldasat!
a) v+ y+z=3

2x4 y—z=2

3x + 2y =5
b) x+4y+8z+ 12w =15
¢) x+y+z+w=3

r+ty—z—w=1

Megoldas. a) Az egyenletrendszer redukalt 1épcsés alakja:
1 0 -2 -1
01 3 41’
ahonnan a nullteret kifeszits vektor (2,—3,1). A ra valo
merGlegességet leird egyenletet az egyenletrendszerhez irva
a megoldas zg = 1, ahonnan xy = 1 és yg = 1. Az altalanos
megoldas (z,y,2) = (1,1,1) +¢(2,-3,1)
b) Nulltér: (12,0,0,-1), (0,3,0,—1), (0,0, 3,—2). A sortérbe
es6 megoldas az xo = 1/15(1,4,8,12) vektor, az Gsszes

megoldas xo+1(12,0,0,—1)+u(0,3,0,—1)+v(0,0,3, —2).
¢) Redukalt lépcsss alak:

11 0 0 2
0 0111

Nulltér: (1,—1,0,0), 0,0,1,—1).
(1,1,1/2,1/2).

Sortérbe es6 megoldas:



6. Legyenek V, W C R™ alterek. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
dim(VUW) = dim(V) + dim(W) — dim(V N W).

Megoldas. Valasszunk bazist a metszethez, ezt egészitsiik ki
V és W bazisava. Bizonyitsuk be, hogy a megadott vektorok
Osszesége a generatum bézisat adja.

7. Sherman — Morrison-formula Tegyiik fel, hogy az A €
R™ "™ matrix invertalhato, és u, v € R™ két olyan vektor, hogy

14+ vTA ™ a # 0. Ekkor A +uv” invertalhato, és
-1 A tuvTA !

A +uv’ =AT -
( ) 1+vIA ™ u

Megoldas. Jegyzet 5.34. tétel.

8. Tegyiik fel, hogy A € R>*® és det A = 3. Hatarozzuk meg
a2A7" (2A)7! és A2AT A~ matrixok determinansat!

Megoldas. |2A7'| = 25|A*1| = 25ﬁ - %
(28)71 = ;= a1 = o5
[AATATY = |A%||ATATY = |AP|AJ[AIT = AP =9

9. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil? (Az A itt mindig

négyzetes matrixot jelol.)

(a) Ha egy determinéns értéke 0, akkor van két azonos sora.

(b) Ha egy determinans értéke nem 0, akkor oszlopvektoriai
linearisan fiiggetlenek.

(¢) Ha az Ax = 0 egyenletrendszernek van nemtrivialis meg-
oldasa, akkor |A| # 0.

(d) |A| # 0 pontosan akkor igaz, ha az Ax = b egyenletrend-
szer nem oldhaté meg.

(e) |A| = 0 pontosan akkor igaz, ha az Ax = b egyenletrend-
szer egyértelmien megoldhato.

10. Mutassuk meg, hogy ha A és D invertalhaté métrixok,
akkor a kovetkezd tn. blokkdiagonalis matrixok invertalhatok,

és
A o' [A' O
[o D] _[o Dl]’
illetve
A B]"' [A! —A'BD!
{o D} _{o D! }

ahol B tetszéleges, de megfelel§ tipusi matrix. Hasonléan,
ha A és D négyzetes matrixok, akkor

A Bl [ X ~XBD !
C D] ~|-D!'cX D'+D'CXBD ']
ahol X = (A — BD'C)~!, és feltételezziik, hogy minden

felirt méatrixinverz létezik. Ezt felhasznélva szamitsuk ki az
alabbi matrix inverzét:

23 1 11
1 2 1 11
111 00
11 0 1 0
11 0 01

Megoldas. A képletek egyszerti behelyettesitéssel ellendriz-
hetSk. Az inverz:

-1 0 1 1 1

2 -1 -1 -1 -1
-1 1 1 0 0
-1 1 0 1 0
-1 1 0 0 1

11. Legyen A egy 10 x 10-es valos métrix. Jelolje r; az A’
rangjat. Lehet-e az (r1,72,...) sorozat egyenls az aldbbiak-
kal? (a) (5,6,...), (b) (9,8,7,...,4,4...), (¢) (10,9,8,...),
(d) (8,5,...).

Megoldas. Az A rangja megegyezik az A : x — Ax leképe-
zés képterének dimenzidjaval, az A’ rangja az A""! képtere
A altali képének dimenzidjaval.

(a) Az Aleképezés az R10 teret egy 5-dimenzios részébe képzi,
igy ez az altér sajat magaba képzddik, tehat nem lehet 5-
nél tébb dimenziés: ez a sorozat nem lehetséges.

(b) Ha A a tér bazisan az alabbi médon hat, a rangok a meg-
kivant sorozatot adjék: eg — e5 — €4 +— e3 > ey >
e; — 0, és er, eg, eg, e helyben maradnak. E leképezés
matrixa és annak hatvanyai is konnyen felirhatok.

(¢) Ha A rangja 10, akkor determinansa nem 0, igy hatvanya-
ié sem, vagyis 10-zel csak a 10, 10, ... sorozat kezd&dik.

(d) Ha A rangja 8, akkor magterének dimenzi6ja 2, igy egy 8-
dimenzios tér képe legalabb 6. E sorozat nem lehetséges.

12. Igazoljuk, hogy minden r-rangt matrix el6all r darab 1-
rangu Osszegeként.

Megoldas. Utmutatas: mutassuk meg, hogy minden 1-rangu
métrix elGall diadikus szorzatként, majd pl. hasznéljuk a ba-
zisfelbontast.

13. Tegyiik fel, hogy az n x n-es A métrixra A% = 0. Mu-
tassuk meg, hogy rangja legfoljebb n/2.

Megoldas. Mutassuk meg, hogy O(A) C N (A) (az oszloptér
része a nulltérnek), és hasznaljuk a dimenziotételt.

14. Mutassuk meg, hogy ha A € R™*"-es, akkor r(ATA) =
r(A).

Megoldas. Elég megmutatni, hogy AT A és A nulltere meg-
egyezik:

Ax=0~ ATAx=A"T0=0

ATAx =0~ xTATAx =0 ~ (Ax) - (AX) =0~ Ax =0

HF. Keressiink egy bézist az R* tér z+y+2+w = 0 egyenlet
hipersikjaval parhuzamos vektorok alterében, és irjuk fel e
hipersik egy — a bazisvektoroktdl kiilonbéz6 — vektoranak e
béazisra vonatkozd koordinatés alakjat!



