Fels6bb Matematika (2012-13 6sz) 7. gyakorlat

1. Szamitsuk ki az aldbbi vektorok megadott normait!
1. x = (v3—-1,6i,3), y = (0.1,-0.2,-0.2), p = 1,2, o0;
(1,2,2), (2,3,6), (1,4,8), (4,4,7),p =
(i,2,v2 — V/2i, —4i), p = 1,2, 00;
(3,4,5), (11,12,13,14), p = 3;

L

Megoldas. 1. [lx[|, =11, [x[l, = 7, [[x], =6, llyl, = 0.5, [ly], = 0.3, [x] = 0.2.
2. Ezek az ugynevezett Pitagoraszi szamnégyesekbdl képzett vektorok, amelyekben a koordinatak négyzetdssze-
ge négyzetszam, igy a 2-normajuk egész. A normék 3,7, 9, 9.
3. 9,5, 4;
4. 6, 20;

2. Szamitsuk ki az alabbi méatrixok Frobenius-, 1-, 2- és co-norméjat!
1 2 3 0 2 =2
=] B—L o o= ]

Megoldas. ||Allp =5, |A], =6, [|A], =5, [|A],
1Bl =5, |BJ, =7, [B], = 5, |B]., =4

o0

ICll = Vi3, ICll, =4, [[Cll, =3, [Cll =

3. Szamitsuk ki az alabbi matrixok Frobenius-, 1-, 2- és co-normajat!

010 2 2 -1 2 2 1
A=14 0 0|/,B=|-1 2 2[,C=][1 2 2
00 8 2 -1 2 2 1 2

Megoldas. [[Allp =9, [|A], =8, [|A], =8, [|A] =
IBlp = 3V3, [IB]l, =5, |BIl, =3, 1B,
ICllz =3V3, IICll, =5, IC|l, =5, ICl|. =

4. Tgazoljuk, hogy tetszsleges méatrixnormara p(A) < ||A|| ,ahol p(A) az A spektralsugara.

Megoldas. Ha )\ egy tetszéleges sajatértéke A-nak, és x a hozza tartozo egyik sajatvektor, azaz Ax = A\x, akkor
Asa® = Axx® A e[| > [JAxxT || = [A][[xx7][,

és mivel x # 0, igy xx* # O, azaz ||xx*| # 0, vagyis leosztva vele |A\| < ||A]| adodik. Ez minden sajatértékre, igy

a spektralsugarra is igaz.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha A normalis (A*A = AA"), akkor ||A]|, = p(A).

Megoldas. Ha A normaélis, akkor unitéren hasonlo egy diagonalis D maétrixhoz, azaz A = QDQ" valamely
unitér Q matrixszal. Ekkor A*A ~ D*D is fonnéll, ugyanis A*A = (QDQ")*(QDQ") = QD*DQ", tehat
A*A ¢és DD sajatértékei megegyeznek. Masrészt D*D minden sajétértéke |\|? alaki, ahol A az A valamely
sajatértéke. Osszegezve: mivel ||A||, = o1, azaz az A* A legnagyobb sajatértékének gyoke, ami viszont megegyezik
A legnagyobb sajatértékével, azaz a p(A) spektralsugarral.

6. Hozzuk ortogonalis hasonlosagi transzformacioval fels6 haromszogalakra az

7 6 =3
A= 3 17 —6
—-12 14 4

matrixot!

Megoldas. A karakterisztikus polinom —z3 + 2822 — 245z + 686 = (7 — 2)%(14 — x). A 7 kétszeres sajatérték, a
sajataltér 1-dimenzios, sajatvektor x; = (2,3,6), a 14-hez tartozé sajatvektor xo = (9,17, 13), diagonalizalni nem
lehet.

Az els6 sajatvektorhoz vélasztunk egy ortonormalt bazist, abbdl képezziik az U és az UlTAUl matrixot:

2 -6 3 7
Vi=Up=[afwfug) =2 {3 -2 =6 UTAU, = |0 14 0 =
6 3 2 0




tehat
14 0]

Al{? 7

A 7 sajatértékhez tartozo sajatvektor (0,1), ra merdleges a (1,0). Igy

100
ng[o 1}, ng{l O]: 0 01
0 1 0

1 0 01Uy
Innen
2/7 3/7 —6/7 7 —-21 O
U=V,Vy=|3/7T —6/7 —=2/7| és UufAU = |0 T T
6/7 2/7 3/7 0 0 14

7. Irjuk fel az A matrixot QUQT alakba, ahol Q ortogonalis, U fels6 haromszogmatrix.

2 1
4 -9
6 —10

Megoldas. A jobb als6 2 x 2-es matrix sajatértéke
bazistranszformacié matrixa:

= 2. A sajatvektor 1/5(3,4). Kiegészitjiik teljes bazissa, a

A fels6haromszog-matrix:

1 2 -1
T=QAQ=1|0 2 -25
00 2
8. Legyen d; az (A — AI)? nullterének dimenzidja, i = 1,2,...,s, ahol s a maximalis kitevs. Képezziik a d; =

di — d;_1 és abbol a df = dj —dj; (legyen do = d,,;, =0). Mia d' és a d” sorozat elemeinek jelentése?

Megoldas. dj = d; — d;_; a legalabb i-hosszti Jordan-lancok szama, dj = d;j — d;; a pontosan i-hosszi Jordan-
lancok szdma.

9. Bizonyitsuk be, hogy minden matrix hasonl6 a transzponaltjahoz.

Megoldas. 1. bizonyitds: Mivel az (A — AI)! és az (A’ — M)’ = ((A — AI)?)’ matrixok nullterének dimenziéi
megegyeznek, ezért A és A’ Jordan-normalalakjai megegyeznek, tehdt a matrixok hasonloak.

2. bizonyitds: Egy Jordan-blokk transzponéltjat kapjuk, ha balrol és jobbrol is szorozzuk azzal az S méatrixszal,
melynek mellékatlojaban egyesek, egyebiitt nullak vannak. Mivel S—! = S, ezért minden Jordan-blokk hasonlé a
transzponéltjdhoz. Ebbél kovetkezik, hogy minden Jordan-féle normalalakd métrix hasonlé a transzponaltjahoz,
amibél kovetkezik az allitas.

2 1 1
10. Hatarozzuk meg az A matrix Jordan-féle normalalakjat, J-t, és az A'%0 7, 34 matixokat. a) |—-1 0 —1
-1 -1 0
1 1 1
1 1 ... 1 2 3 9 0 0 1
b) |. . delo 2 0ofld |1 00
Co : 0 0 -5 01 0
1 1 ... 1

Megoldas. a) A matrix sajatértékei és sajatvektorai: az 1 sajatértékhez tartozik a (—1,1,0) és a (—1,0,1), mig
a 0 sajatértékhez a (—1,1, 1) sajatvektor. E vektorok linedrisan fiiggetlenek, a bel6liik alkotott bazisban a méatrix
diagonalis alakot 6lt, melynek féatlojaban a sajatértékek vannak. Az eredeti és a diagonalis méatrix hasonld, a
hasonlésag C matrixa a sajatvektorokbol &ll. Ez és ennek inverze:

-1 -1 -1 -1 0 -1
c=|1 0 1}, cl=]-1 -1 o0
0o 1 1 1 1 1
Igy tehat
2 1 1 -1 -1 =17t 0 0][-1 o0 -1
A=|-1 0 —-1|=|1 o 1]|]lo 1 of|-1 =1 0O
-1 -1 0 0 1 1/]l0 o of| 1 1 1

Tudjuk, hogy ha az f hatvanysor konvergenciatartoméanyanak belsejében tartalmazza az A matrix spektrumaét, és
A = CJC™!, ahol J az A Jordan-féle normélalakja, akkor f(A) = Cf(J)C~'. Itt f(J) agy kaphaté meg, hogy



J minden Jordan-blokkjara alkalmazzuk az f fliggvényt. Mivel e feladatban minden Jordan-blokk 1 x 1-es, hisz
a normaélalak diagonalis, ezért csak a f6atlo elemeire kell alkalmazni f-et. Eszerint

o 1 11" -1 -1 110 o 0l[-1 0 -1 2 1 1
1 0 -1 =1 0o 1|]l o 1% o|{-1 -1 ol=]-1 0o -1/
1 -1 0 o 1 1/]lo o o|l|l 1 1 1 1 -1 0

Az eredmény meglepd, de ha csak AZ-et kiszamoltuk volna, lathattuk volna, hogy A™ = A minden pozitiv egész
n-re. Bar ezt az eredmeényt az e*A kiszamitasanal is folhasznalhatnank, kovessiik a fent vazolt utat:

el 0 0 e 00 e 0 0
ed=10 e 0|=10 e 0], =10 € 0],
0 0 €° 0 0 1 0O 0 1
és az utobbi matrixot felhasznalva
-1 -1 -1 —1 0 -1 23 -1 e3—1 e3—1
SA=11 0 1]e|-1 -1 0|=]1-¢ 1 1-—é€.
0 1 1 1 1 1 1—e3 1-—¢3 1

b) El6szor meghatarozzuk a sajatértékeket a hagyomanyos moédon, azaz a karakterisztikus polinommal (az els§
sort levonjuk a t6bbi sorbol, majd az 6sszes oszlopot hozzdadjuk az els6 oszlophoz):

I-x 1 1 ... 1 n-Xx 1 1 ... 1

11’\ 1i)\ 1 A=A 0 ...0 0 -x 0 ... 0
A 0 —A 0[_1] 0 0 -\ ... 0

1 Lo 1= A 0 0 ... =X 0 0 0 ... =X\

A karakterisztikus polinom 1 f6egyiitthatoval felirva: (n—A)A"~1, tehat az n egyszeres, a 0 (n—1)-szeres sajatérték.

A csupa 1-esbdl 4ll6 n x n-es U matrix egyik sajatvektora a csupa 1-esbél 4ll6 vektor, hisz U - (1,1,...,1) =
(n,n,...,n), és a hozza tartozo sajatérték n. Masrészt J minden vektort (k, k, ..., k) alaka vektorba visz, azaz a

képtér 1-dimenzios, igy a magtér (n—1)-dimenziés. Eszerint a 0 sajatértékhez tartozo sajataltér (n—1)-dimenzios,
igy kivilaszthato a sajatvektorok koziil egy ortonormaélt rendszer. A sajatvektorokbol, mint oszlopokbol képzett
métrix legyen C, ennek els§ oszlopa legyen az egységnyi (ﬁ, ceey ﬁ) Mivel C ortogonalis, ezért inverze c’.

A normaélalak egyet kivéve minden eleme 0, ezért a C méatrixnak csak egyetlen sora befolyasolja az eredményt.
Tehat

Y 100 I 1
\/lﬁ , , n 0 ... 0 NN
v 0 0 ofl? 7 .07
Ul — ¢gioog” = |V =n"U
I R R | R R

Hasonloképp altalaban U™ = n™~1U. Az e’ bal felsé sarkdban e” all, f5atlojaban 1-esek, egyebiitt 0. Az €3
hasonlé, csak ott a sarokban 3" 4ll. Ebbél az e*A mar az el6z6khoz hasonloéan kaphaté meg, ha e3J-t felbontjuk
egy K + I Gsszegre.

¢) E matrix haromszog alaki, igy f64tl6jabol leolvashaté a karakterisztikus polinom: (A —2)2(A+5). A 2-hoz
2 1 0
tartozo sajatvektor (1,0,0), a —5-hoz tartozo (—9/7,0,1), ezért a Jordan-matrix alakja J = |0 2 0 |.
0 0 =5
1 =z =9/7
Keresiink egy harmadik bazisvektort, jelolje (x,y,z). Ekkor a B = |0 y 0 matrixra igaz, hogy
0 =z 1
A = BIB™!, azaz AB = BJ. Ebbél a B-ben lévé ismeretlenekre megoldhaté egyenletrendszert kapunk, egy
1 0 9/7
megoldds: = z = 0, y = 1/3, ennek inverze B™' = [0 3 0 |. Mivel (2!%°) = 1002, (e*) = e?,
00 1
(€37) = 3e3* ezért
2100100 - 299 0 e2 e 0 el 3eb 0
Jo— | o 2100 01, e?=]0 e 0o, &T=|0 € 0
0 0 5100 0 0 e 0 0 e

Innen az A% = BJ'°B~! 45 3A = Be3IB ™! felhasznalasaval

9100 100 - 3 - 299 %(2100 _ 5100) eb 966 %(66 _ 6715)
A =10 2100 0 , A =10 €° 0
0 0 5100 0 O e 1?



d) ElGszor is A kénnyen szamolhat6, hisz néhany hatvanyozas utan latszik, hogy A =1, igy A% =T,
tehat A = A. De a tovabbi kérdésekhez nem keriilhetjiik el a karakterisztikus egyenlet meghatarozését ami

A3+ 1 =0, azaz \> = 1, aminek a harmadik egységgyokok a megoldasai, azaz az € = —= + Lz jeloléssel a

2 _ _1_ V3,

harom sajatérték: €% =1, ¢ és ¢ 3 5>i. A sajatértékekhez tartozo sajétvektorok, az atteres C matrixa és

a C~! matrix:

1 g2 € 1 €2 ¢ LR
1: |1], e: |e]|, €%: ||, iggC=|1 e &2 ,ésCflzg e e 1.
1 1 1 1 1 1 A |

Itt a szdmolasokban kihasznalhatjuk, hogy 3 = 1 és 2

diag(1,¢e,¢?), igy azonnal adodik, hogy J**° = diag(1, e, ) hlSZ €
A0 = CJ'°C™! = A. Hasonloképp e’ = diag(e, e, e )

—e — 1. Mivel J diagonélis matrix, konkrétan J =
100 — ¢, Innen is kijon, csak bonyolultan, hogy

= diag(e?, e, 6352) = diag(e?, e™3/2 cos % +

a b c
ie™3/2sin 33 ¢3/2 cos Y3 — je=3/25in 3Y3). Tmnen A = Llc a b, ahol a = €® + 2e 32 cos Y3, b =
b c a

e3 — e™3/2 cos ¥ —/3e73/2sin %, c=e3 —e3/2cos 32ﬁ +/3e3/2gin %

11. Ellendrizziik Perron tételét az alabbi matrixras:

S Ot Oy
N e R

1
1
4

Megoldas. Sajatértékek: 10, 3, 3, jobb Perron-vektor: (5/25,9/25,11/25), bal Perron-vektor: (4/7,2/7,1/7).
12. Mutassuk meg, hogy ha az A > O maétrix minden oszlopaban c az elemek Osszege, akkor ¢ a spektréalsugér.

Megoldas. Az AT-nak az 1 vektor sajatvektora, ¢ sajatértékkel. Mivel 1 > 0, ezért ez csak a bal Perron-vektor
n-szerese lehet, és akkor ¢ a hozz4 tartozoé sajatérték, igy c a spektralsugar.

13. Hatérozzuk meg, hogy az aldbbi méatrixok irreducibilisek vagy reducibilisek! A reducibilisekhez hatarozzuk
meg a permuticiés matrixot is!

0000001 0100001
1001000 0011000
0100010 0000010

A=1[0010000/,B=[0010000
1000000 1000000
0000100 0000100
00000 1 0 00000 1 0

Megoldas. Az A reducibilis, a B irreducibilis, a permutacidés matrix és a szimmetrikusan permutalt A métrix:

(00 0 0 0 0 1] [0 0 1/0 0 0 1]
100 0 0 0O 1 0 0[]0 1 0 O
0100 000 01 00 0 0 O

P=|0 01000 0|,PPAP=1{0 0 0[0 0 0 1

0001000 00 01 00O
0000100 0 00|01 0O

0 0 0 0 0 1 0] 0 0 0]0 0 1 0]

HF. Melyik matrix primitiv az alabbiak k6ziil?
0 12 0 0 0 0 12 0 0 0
0 0 0 24 25 0 0 23 0 O
B=1|31 0 0O O o0of, C=|[0 0 0 3 35
0 0 43 0 O 41 0 0 0 0
0 52 0 54 0 0 0 53 0 0

HF. Egy 10 x 10-es A matrix sajatértékei A\; = 1, Ao = 2. Az A — \;I hatvanyainak rangja rendre 8, 6, 5, 4, 4.
Az A — )\oI hatvanyainak rangja rendre 7, 6, 6. Irjuk fel A Jordan-alakjat!



