Fels6bb Matematika (2012-13 &sz) 5. gyakorlat

1. Mutassuk meg, hogy ha A oszlopai linedrisan fiiggetlenek, és A = QR a QR-felbontas, akkor az Ax = b
egyenletrendszerhez tartozé normaéalegyenlet-rendszer Rx = QTb, aminek X = R_lQTb az optimalis megoldasa.

Megoldas. behelyettesités, trivi

2. Hogyan illesztenénk mért (¢;,y;) adatparokra egy y = Ae®* + B cos Bt + C'sin 8t alakt gérbét, ha a és 3 ismert
paraméterek, és A, B és C értékére kell optimalis (legkisebb négyzetek elvének megfelels) becslést adni. Irjuk fel
az egyenletrendszert és a hozza tartozé normaéalegyenletet-rendszert.

A
Megoldas. M i-edik sora (e®%i, cos Bt;,sin Bt;), az egyenletrendszer M | B| =Y. Beszorozni M7 -vel.
C

3 (QR-felbontas Givens-forgatasokkal). Szamitsuk ki az

4 5 8
A=13 10 6
0 12 13

matrix QR-felbontasat Givens-forgatésok segitségével!

Megoldas. El6szor az els6 és masodik sorokat és oszlopokat figyelve eliminaljuk a méasodik sor els elemét. Itt

a=4,b=3, tehat r = /32442 =5, cosa = %, sina = —%. Igy elsG lépésben a kovetkezd matrixszorzéassal
eliminalhatunk:
2 20 5 10 10
Q=|2 1o aa=[0 5 o
0 0 1 0 12 13

Kovetkezs 1épésben a Q; A matrix harmadik soranak mésodik elemét eliminaljuk:

1 0 0 5 10 10
Q,= |0 1% % . R=Q,Q;A=1|0 13 12
0 -3 3 0 0 5
és innen
4 _3 36
1
Q-(@@)t-afal - [1 o -1
0 14 2
13 13

amely matrixokkal A = QR valoban fennall.

4 (QR-felbontas Householder-tiikrozéssel). Hatarozzuk meg az

1 0 1
A= 2 2 =3
-2 5 =7

métrix QR-felbontasat Householder-modszerrel!
Megoldas. Az (1,2,—2) +— (3,0,0) transzformaciohoz az
a=(1,2,-2)— (3,0,0) = (-2,2,-2)

vektorral Householder-tiikrozést végziink:

9 1 00 4 -4 4
Q1213_faa/: O 1 0 —_ = —4 4 —4
aa 00 1 4 —4 4

1 2 —2]

:% 2 1 2

-2 2 1]
1' 1 2 —2] 1 0 1 3 -2 3
QlA:§212 2 2 -3|=|0 4 -5
-2 2 1] 2 5 -7 0 3 -5




Ezutan a QA matrixbol képzeletben elhagyva az els6 sort és oszlopot a (4,3) — (5,0) transzformaciohoz kell az
a=(4,3) — (5,0) = (-1, 3) vektorral Householder-tiikrozést végezni:

2 , 1ol 1[1 -3 1[4 3
HQ_ITa/aaa_{o 1]_5[—3 9]_5[3 —4]

110 0 3 -2 3
Q2 =10 4/5 3/5 ) R = QQQlA: 0 5 -7
0]35 —4s 0 0 1
1 5 2 14
Q=(QQ)  =QiQy=1 | 10 10 =5
—10 11 2
2 0
5. Legyen A = |—2 1|. A pszeudoinverzének segitségével (melyet az el6z8 gyakorlaton mar meghataroztunk)
0 2

hatérozzuk meg az Ax = (10,2, 6) egyenletrendszer legkisebb abszolut értékd optimalis megoldasat! Hatarozzuk
meg az A méatrix QR-felbontasat, és ennek felhasznalasaval is keressiik meg az el6zd egyenletrendszer legkisebb
abszolut értékii optimalis megoldasat!

10
Megoldas. AT | 2| = [ﬂ . A QR-felbontéashoz el6szor a Gram—Schmidt-eljarassal A elsé oszlopara merdleges
6

vektort kerestink:

(0,1,2) - (2,-2,0)
‘(27 _270)|2

-2 11
vi=(2,-2,0), voa=1(0,1,2) — (2,-2,0)=(0,1,2) — ?(2,—2,0) = (2, 2,2)

A vy és vy vektorok normaéltjai lesznek Q oszlopai:
1 1/3

e R a1 T Rt 1 R B E il

=l Gl i o[ R e 3

Q=

6. HaR" = V@ W, azaz V és W kiegészits alterek, akkor a tér barmely u vektora egyértelmten elgall u = v+w
alakban, ahol v € V, w € W. Az u +— v leképezést vetitésnek vagy projekcionak nevezziik (v a V-re YW mentén
valo vetiilet). Hatarozzuk meg e transzformacié matrixat!

Megoldas. A V és W dimenzioinak Osszege n, és ha V egy bazisa {vi, va, ..., v,.}, W egy bazisa {wy, wa,

..y Wp_r}, akkor a két bazis diszjunkt (metszetiik iires) és egyesitésiik az egész tér egy bazisa. E vektorokbol
képezziik az alabbi méatrixot:

U=[vi vy ... v.]wy Wy ... w,_,|] =[V|W].
Mivel Pv; =v; (i=1,2,...,r) és Pw; =0 (j =1,2,...,n —r), ezért a P leképezés P matrixara
PU =P[V|W] = [PV|IPW] = [V|O].
Mivel pedig U invertalhatd, ezért a projekcié matrixa
P = [V|O]U ! = [V|O][V|W] L.

7. Diagonalizéljuk ortogonalisan az

2 -1 -1
A=|-1 2 -1
-1 -1 2

matrixot és irjuk fel a spektralfelbontasat, azaz éllitsuk el6 A = >~ APy alakban, ahol Py a A\ sajatértékhez
tartozo sajataltérre vald merdleges vetités méatrixa.

Megoldas. Karakterisztikus polinom: —z3 +6x? — 9z, innen \; 2 = 3, x; = %(1, 0,—1),a (0,1, —1) sajatvektor

ortogonalizdlasa utan x, = %(71, 2,-1), A3 =0, x3 = %(1, 1,1). Ortogonalisan diagonalizalo métrix:

1/vV2 —1/V/6 1/V3
Q=] 0 2/vV6  1/V/3
—1/v/2 —-1/V6 1/V3



ahonnan QT AQ = diag(3,3,0).
A spektralfelbontas ortonormalt vektorokkal, ahonnan az alterekre vetit§ valtozat is megkaphato:

(1o -1 (-2 [t
3x1%] +3%9xs +0x3x3 =3--| 0 0 0 +3-5 072 4 =2/ 4021 11
-1 0 1 1 -2 1 111

=3.|-1/3 2/3 —1/3| +

2

2/3 —1/3 —1/3
[—1/3 ~1/3  2/3
t

8. Szamitsuk ki a k-adik Fibonacci-szamot (Fy =0, Fy = 1, Fyy1 = Fi, + Fr—1)!

Fel=1d )

det(A —A) = A2 —A—1, A\ = HEQ\/E, a sajatvektorok x; = (A\;, 1) (1 =1,2). [FkH] = [1 1] [1}

Megoldas. Matrixegyenletbe irva:

’ Fy, 1 0| |0
w-owon- [ ] (2 ooy V5
2
()T () - ()
= n—1
1 +
)

amib6l F,, = —= ((1+2\/5>” _ (1*2V5)”)_

9. Mutassuk meg, hogy az alébbi (val6s) métrixok mind hasonlok:

(a) 8 8 , 8 8 , {2 8] , [2 8} , ahol a, b, ¢ és d tetsz6leges nem 0 értékek;
(b) (1) (1L , (1) i) , E ﬂ , Lll (1)], ahol a, b, ¢ és d tetsz6leges nem 0 értékek;
@ b a 0] Y 1 T s s
(c) 0o e 1o el ahol a # c tetszoleges, egymastol kiilonbozs értékek;
1 11 [3 00
(d |1 1 1y, |0 0 O0].
111 0 00

Megoldas. (a) Uj bazist adunk meg, amelyben az els6 leképezés matrixa a masodik métrix lesz. Az 1j bazist
e1, aes alakban keressiik. Lathato, hogy a = b/a megfelels. A 3-4. maéatrixhoz elég az els6t transzponalni.
Erre a mellékatloban-csupa-1 matrix jo.

(b) Az el6z6 feladatbeli matrixok realizaljak a hasonlosagot itt is.

(¢) Mindkét matrixnak két sajatértéke van, az a és a ¢, igy a hozzajuk tartozo sajatvektorokbol 4llo bazisban az
els§ matrix diagonalis lesz.

(d) Az e; +es+e3, €1 — e, €3 — e3 vektorok bazist alkotnak, melyeket az els6 matrix a méasodik szerint képez le.

10. Szamitsuk ki az alabbi matrixok szingularis érték szerinti felbontasanak teljes és redukalt alakjat, és irjuk fel
a hozzé tartozo6 diadikus felbontéast!

0 1
4
— == 6 0 1 1
ORI U PR I
13 1 0
0 -2 2
(d|-2 3 =2
4 =2 0
Megoldas. (a) a teljes és a redukalt alakok megegyeznek,
TA_ | 73 =36] o A1 =100, Ay = 25, _ 1 [-5 12 1143
AA_[_% 52},95 12502500, ©L T U=l 5l Ves |

(b) AT A-bol indulva p(z) = z® — 422 + 3z, a sajatvektorok A = 3: (1,2,1), A =1: (1,0,—1), A =0: (1,—1,1).

Innen a felbontas: )
U L[t 1] s [vB 00 _ B

Vel -1 T o1 o0 R

NG



A redukalt felbontas

122 6 0 0 2 21
U=-|-2 12|, ==0 3 0], v==|—2 1 2
31 2 21 00 0 311 2 9

a redukalt felbontés:
1_; _f[G 0]_1{2 —2 1}
3 9 9 0 3| 312 1 -2

11. Hatarozzuk meg a fenti métrixok pszeudoinverzét!

-1/3  2/3 -1/9 0 2/9
. 2/25  3/25 -
Megoldas. (a) [111/650 2/325}, (b) ;;g 711/?3 (@) 1%9 jl/?g f?/g

12. Hatéarozzuk meg az (d)-beli matrix polarfelbontésat is!

2 =2 0[]0 O
Megoldas. |—2 3 =2| (0
0 -2 4] |1

13. Tudjuk, hogy az A = U diag(4, —2, —2,0)U” az A matrix sajatfelbontésa, ahol

002 1 1 1 1 1 1
2 0 1 1 11 -1 -1 1
A_1102’U_§1—11—1
1 1 20 1 1 -1 -1

Irjuk fel A szingularis felbontasat!

Megoldas. Az A = Udiag(4,2,2,0) (diag(l, -1,-1, 1)UT) az A szingularis felbontasa, azaz V' gy kaphato

meg U7T-bol, ha masodik és harmadik sorat —1-gyel szorozzuk. A modszer tetszGleges sajatfelbontis esetén
miikodik.

HF. Mi a geometriai jelentése a kovetkezs (ortogondlis) méatrixok altal meghatérozott transzformécioknak:

2 2 4 2 12
@-12 -1 2|, m=|2 2 -1,
3121 2 2 311 20 2
10 0
@lo o —1|
0 1 0

HF. Irjuk fel az B (1) ﬂ matrix szingularis és redukalt szingularis felbontasat!



