Fels6bb Matematika (2012-13 sz 4. gyak

1. Melyek igazak az R™ vektortér minden f linearis transzformaciojara?
1. v sajatvektora f-nek = v sajatvektora f2-nek;
2. v sajatvektora f2-nek == v sajatvektora f-nek;
3. 0 sajatértéke f2-nek == 0 sajatértéke f-nek.

Megoldas. 1. v sajatvektora f-nek, azaz f(v) = \v = f2(v) =
FOW) = Af(v) = \2v, azaz v sajatvektora f2-nek, az allitas igaz.
2. Hamis, példaul ha f a sik 90°-os elforgatasa, akkor f2 a 180°-o0s
elforgatas, aminek a sik minden vektora sajatvektora, f-nek viszont
nincs.
3. Igaz, hisz ha f-nek a 0 nem sajatértéke, azaz f egyik vektort sem
viszi a nullvektorba, akkor f? sem.

2. Mondjunk egy linearis leképezést, melynek sajatértékei (a) 1, 1, 1; (b)
la 17 _1’ (C) 17 _17 _17 (d)_17 _17 -1 (e) 17 (f) -17

Megoldas. (a)identikus (b) sikra tiikrozés (c) egyenesre tiikrozés (d) ori-
gora tikrozés (e) pl. az egyenes koriili forgatas (f) pl. a forgatva tiikrozés

3. Adjuk meg az S = {(z,y,2) € R® : z +y + 2 = 0} altérre valo
merGleges vetitas matrixat. Irjuk fel az (1,2,0) vektort egy S-beli és egy
ra mer6leges vektor Osszegeként.

Megoldas. Elemi térgeometriaval konnyen kiszamolhatoak az (1,0,0),
(0,1,0) és (0,0,1) vektorok képei ennél a linearis transzformacional, a
leképezés matrixa ezen képvektorokboél, mint oszlopokbol all6 matrix.

4. Mutassuk meg, hogy egy P € R™ " matrix pontosan akkor egy k
dimenzios altérre valé meréleges vetités matrixa, ha P7 = P2 = P és
r(P) = k.

Megoldas. ld. jegyzet 299. o.

5. Hatarozzuk meg a kovetkezs méatrixok altalanositott (pszeudo)inverzét:
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Megoldas. (a) r(A) = 1, a bazisfelbontas: B=[1 —1]7, R =[1 —1],
ahonnan BTAR” = 4. Mivel R"B” = AT = A ezért AT = 1/4A.

(b) Mivel A teljes oszloprangu,
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(¢) Az el6z6 pontbeli matrix transzponaltja.

(d) Eredmeény:
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6. Igazoljuk a pszeudoinverzre vonatkozo alabbi Osszefiiggéseket!
1. AATA = A,
2. ATAAT = AT,
3. (AAT)T = AAT,
4. (ATA)T = ATA.

Megoldas. 1d. jegyzet 313. o.
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7 (1-rangt méatrixok pszeudoinverze). Mutassuk meg, hogy ha r(A) =1,
akkor
+__ b T
trace(AT A)
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ahol trace(ATA) az A elemeinek négyzetosszege. Eszerint ha a # 0,
akkor ) )
LI A S o

ala’ a-a.
Megoldas. Vegyiik észre, hogy BPAR”T = (BYB)(RR”) éppen A ele-
meinek négyzetosszege, RT BT pedig megegyezik AT -tal.

a

8. Bizonyitsuk be, hogy egy A € R™*"™ matrix pontosan akkor ortogo-
nalis (vagyis A~! = AT), ha A oszlopai (és sorai) ortonormalt rendszert
alkotnak.

Megoldas. Definici6 szerint ellenérizhets AAT = ATA = I alapjan.

9. Bizonyitsuk be, hogy (n x n-es) ortogonalis matrixok szorzata és in-
verze is ortogonalis.

Megoldas. Definicié szerint.

10. Bizonyitsuk be, hogy ha A € C™*™ énadjungélt és M € C™*"™ unitér
métrixok, akkor M—'AM oénadjungélt.

Megoldas. (M—LAM)Y = MFAH(M~-1)H — M~'AM , hisz A# — A
és MH =M1,

11. Mutassuk meg, hogy minden normélis fels§ haromszogmatrix diago-
nélis.

Megoldas. az els6 sor egyenl6 hosszu az els6 oszloppal, ebbdl adodik,
hogy az els6 sorban a f6atlon kiviil csak 0-k vannak, stb.

HF. Igazoljuk, hogy blokkdiagonalis matrix esetén

A, O ... o]" [Af o ... o
O A, ... O O A ... O
O O ... A O O ... A}

HF. Mutassuk meg, hogy ha e € R™ egységvektor, akkor I —2ee” — azaz
a tlikrozés matrixa — szimmetrikus és ortogonalis!



