Fels6bb Matematika (2012-13 Gsz

1. Mutassuk meg, hogy a konzisztens valés Ax = b egyenlet-
rendszernek pontosan egy sortérbe es6 megoldésa van, és az
a legkisebb abszolut értékd (azaz legrévidebb) megoldas.

Megoldas. 1d. jegyzet, 3.47. Tétel. Annak matrixszorzatos
alakja tomoren:

Csak egy sortérbe es6 megoldés van: Ax; = b, Axa =b
WA(Xl—Xg):wal = Xao.

Van megoldas a sortérben: x =
A(xs +xy) =Axs =b.

Ez a legkisebb abszolat értéki: |x|? =
~ X[ = [xs]

Xs + Xy ~ Ax = b,

Ixs|?+[xar|? > |x5s]?

2. Sherman — Morrison-formula Tegyiik fel, hogy az A €
R™ "™ méatrix invertalhato, és u, v € R™ két olyan vektor, hogy
14+ vTA " u #0. Ekkor A +uv” invertalhato, és

A luvTA?
1+vIA tu’

(A + uvT)_1 =A"!

Megoldas. Jegyzet 5.41. tétel.

3. Mutassuk meg, hogy ha A és D invertdlhaté matrixok,
akkor a kovetkezd tn. blokkdiagonalis matrixok invertalhatok,

és
A o]' A" o
[o D] [o D_l]’
illetve
A B]' [A! —A'BD!
{o D} _{0 D! }

ahol B tetszGleges, de megfelel§ tipusi méatrix. Hasonldan,
ha A és D négyzetes matrixok, akkor

A B [ X ~XBD ™!
C D| ~|-D!'cX D !'+D'CcXBD !’

ahol X = (A — BD'C)™!, és feltételezziik, hogy minden
felirt méatrixinverz létezik. Ezt felhasznalva szamitsuk ki az
alabbi matrix inverzét:

e )
— o= =N W
OO~~~
O = O = =
= O O ==

Megoldas. A képletek egyszerti behelyettesitéssel ellendriz-
het6k. Az inverz:

-1 0 1 1 1

2 -1 -1 -1 -1
-1 1 1 0 0
-1 1 0 1 0
-1 1 0 0 1

4. Tegyiik fel, hogy A € R>*® és det A = 3. Hatarozzuk meg

a 2A_1, (2A)71 és A?AT A~ matrixok determinansat!
Megoldas. [2A7"| =2°|A7 [ =273, = z

128) 7] = gk = o = 255

|AZATATY = |A|[AT|AT = |APA[JA[T = A2 =

3. gyakorlat

5. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil? (Az A itt mindig

négyzetes méatrixot jelol.)

(a) Ha egy determinans értéke 0, akkor van két azonos sora.

(b) Ha egy determindns értéke nem 0, akkor oszlopvektoriai
linearisan fiiggetlenek.

(¢) Ha az Ax = 0 egyenletrendszernek van nemtrivialis meg-
oldésa, akkor |A| # 0.

(d) |A| # 0 pontosan akkor igaz, ha az Ax = b egyenletrend-
szer nem oldhat6é meg.

(e) |A| =0 pontosan akkor igaz, ha az Ax = b egyenletrend-
szer egyértelmien megoldhato.

6. Legyen A egy 10 x 10-es valos matrix. Jeldlje r; az A’
rangjat. Lehet-e az (r1,72,...) sorozat egyenl$ az aldbbiak-
kal? (a) (5,6,...), (b) (9,8,7,...,4,4...), (¢) (10,9,8,...),
(d) (8,5,...).

Megoldas. Az A rangja megegyezik az A : x — Ax leképe-
z6s képterének dimenziojaval, az A’ rangja az A~! képtere
A altali képének dimenzidjaval.

(a) Az Aleképezés az RV teret egy 5-dimenzios részébe képzi,
igy ez az altér sajat magaba képz&dik, tehat nem lehet 5-
nél tobb dimenzids: ez a sorozat nem lehetséges.

(b) Ha A a tér bazisan az alabbi médon hat, a rangok a meg-
kivant sorozatot adjak: eg — e5; — e4 — e3 +— ey —
e, — 0, és ey, eg, eg, e1g helyben maradnak. E leképezés
méatrixa és annak hatvanyai is kénnyen felirhatok.

(c) Ha A rangja 10, akkor determinansa nem 0, igy hatvanya-
ié sem, vagyis 10-zel csak a 10,10, ... sorozat kezdSdik.

(d) Ha A rangja 8, akkor magterének dimenzioja 2, igy egy 8-
dimenziés tér képe legalabb 6. E sorozat nem lehetséges.

7. Igazoljuk, hogy minden r-rangt métrix elGall r darab 1-
rangu Osszegeként.

Megoldas. Utmutatas: mutassuk meg, hogy minden 1-rangu
métrix elGall diadikus szorzatként, majd pl. hasznaljuk a ba-
zisfelbontast.

8. Tegyiik fel, hogy az n x n-es A méatrixra A = O. Mutas-
suk meg, hogy rangja legfoljebb n/2.

Megoldas. Mutassuk meg, hogy O(A) C N (A) (az oszloptér
része a nulltérnek), és hasznaljuk a dimenziotételt.

9. Mutassuk meg, hogy ha A € R"™*"-es, akkor r(ATA) =
r(A).

Megoldas. Elég megmutatni, hogy AT A és A nulltere meg-
egyezik:

Ax=0~ATAx=A"0=0

ATAx =0~ xTATAx =0 ~ (Ax) - (AX) =0~ Ax =0

10. Irjuk fel a B = {(1,1,1), (1,2,3), (1,1,2)} bézisrdl a
={(7,3,3), ( ) (4,4,3)} béazisra vald attérés matrixat,
és hatarozzuk meg a (v)g = (3,2,1) vektor C bazisbeli alakJat‘

Megoldas. 1. megoldds: A megadott vektorokbol folirhatok
a két bazisbol a standard béazisba val6é attérés matrixai:

111 7 8 4
Accp=1|1 2 1 Accc= |3 1
1 3 2 3 2

LW



amib6l Acep = AcegAccp = AZl (Agi g, amibdl egy
invertalas és egy matrixszorzas utan megkaphat6 az attérés

maétrixa:
7 47 35
Acp=|—-4 =27 =20
—4 —-28 =21

2. megoldds: Az attérés méatrixdnak oszlopai a B bézis
vektorainak C bazisban kifejezett alakjai. Ez egy szimultan
egyenletrendszerbsl kaphaté meg:

7T 8 4|1 1 1 1 00 747 35
31 4|1 2 1|=1]01 0]-4 —-27r =20
32 3|1 3 2 0 0 1|—-4 -28 =21

Innen [v]c = Acp[v]s elvégzésével kapjuk, hogy (v)e =
(150, —86, —89).

11. Hatarozzuk meg a P és R métrixok LU-felbontéasat, majd
ezt folhasznalva

1. oldjuk meg a Px = (0,2,4,6) egyenletrendszert,

2. invertaljuk az R maéatrixot, ahol

11 1 1 1 1 0 0
12 3 4| 1210
P=113 610 ® B=lo 1 21
1 4 10 20 0 0 1 2
Megoldas. A Pascal-haromszog LU-felbontasa két Pascal-
haromszoget ad:
11 1 1 1 0 0 Of (1 1 1 1
p_ |12 3 4/ _J1 1 00[]01 23
|13 6 10/ |1 2 1 0|0 O 1 3
1 4 10 20 1 3 3 110 0 0 1
A misik felbontéas is hasonléan varazslatos:
1 1 0 0 1 0 0 Oof(1 1 0 O
R_ |l 210 _ft 1000110
/01 2 1f |0 1 1 0|0 0 1 1
0 01 2 0 01 10 0 0 1

1. Az egyenletrendszer megoldéasa (—2,2,0,0).
2. Az inverz:

4 -3 2 -1
4 -3 3 —2 1
RO=19 9 2
1 1 -1 1

12. Adjunk meg olyan lineéris transzformaciot R3-ben (ha lé-
tezik), amely a wq, wo, wg vektorokat a vq, va, v3 vektorokba

viszi, ahol vi = (1,0,1), vo = (0,-1,1), v3 = (2,—1,3), és
(Z) Wl:(17032)7“’2:(13171)7“’3*( 2)
(”) Wi = (17012)) Wo = (1a 171)7 w ( ’ 75)7
(iii) wy = (1,0,2), wo = (1,1,1), wg = (2,1,3),
|

Irjuk fel e leképezés matrixat!

Megoldas. Mindharom kérdés megvélaszolhatoé dgy, hogy
megoldjuk az Aw; = v; (i = 1,2,3) egyenletekbdl allo 9-
ismeretlenes egyenletrendszert, ahol az ismeretlenek az A
méatrix elemei. Egyetlen méatrixszorzatba tomoritve a fenti
egyenleteket, megoldand6 az AW = V matrixegyenlet, ahol
A az ismeretlen, és W illetve V a w;, illetve v; vektorokbél

allé méatrix. Az (i) kérdésben W invertalhato, ezért a megol-
das az A = VW ! kiszamolaséval is megoldhat6, de mindha-
rom esetben hasznalhat6é az elemi sormiiveletekkel valé meg-
oldés. Ha mindkét oldal transzponéltjat vessziik, az ismeret-
lenek a hagyoméanyos helyen jelennek meg, igy a WTAT VT
egyenletben az AT oszlopvektoraiban harom haromismeretle-
nes egyenletrendszert, vagyis egy szimultén egyenletrendszert
kapunk. Ezek megoldésa:

[1 0 2]1 0 1 1 0 2 1 0 1
1110 -1 1|=|(01 —-1|-1 -1 0] =
|1 1 2 -1 3 0 1 0 1 -1 2
[1 0 0|-3 0 -3
0 1 0 1 -1 2
|00 1] 2 0 2
Tehat az (i) megoldasa
-3 1 2
A= 0 -1 0
-3 2 2

A (ii) esetén végtelen sok megoldast kapunk:

1021 01 10 2] 1 01
11 1{0 -1 1|=]|01 -1|-1 -1 0 |=
131 5[2 -1 3 01 -1|-1 -1 0
(10 2] 1 01
01 —-1|-1 -1 0
00 0] 0 00

A jobb oldali rész elsé oszlopat véve egy egyenletrendszer jobb
oldalanak, az = + 22 = 1, y — z = —1 egyenletrendszert kap-
juk, melynek megoldasa z =7,y = —1+7r, x =1—2r, ahol r
szabad paraméter. Hasonl6an megoldva a masik két egyenlet-
rendszert is, majd a bel6liik képzett matrixot transzpondalva
kapjuk (7i) megoldasat:

1-2r —147r r
A= —2s —1—s s
1—-2t -t 1

Azért kaptunk végtelen sok megoldast, mert a w; vektorok
OsszefiiggGek, egy sikot feszitenek ki, és a koztiik 16vs Gssze-
fliggések megegyeznek a v; vektorok kozti Osszefiiggésekkel.
Ez a sikon kiviili vektorok leképzésére még végtelen sok lehe-
t@séget hagy. A (74) esetén nincs megoldas, mert bar a w;
vektorok itt is Osszefiiggdek, de koztiikk mas Gsszefiiggés van,
mint a v; vektorok kozt:

1021 01 10 2/ 1 01
1110 -1 1|=]01 -1{-1 -1 0=
2 1 3|2 -1 3 01 -1] 0 -1 1
(10 2] 1 o0 1
01 -1|-1 -1 0
00 o] 1 01

13. Adjuk meg az alabbi linearis transzformaciok matrixat a

megadott bazisokban:

(a) az x — 2y + z = 0 sikra val6 merdéleges vetités a standard
béazisban;

(b) f:(z,y,2) = 2z —y+z,2+2,y—32) astandard, illetve
az {(1,1,0),(0,1,0),(2,1,1)} bazisban;



(c) a sik tiikrdzése az y = 2z egyenesre a standard, illetve az tehat f matrixa C szerint Ag — {1 0 } Az Ag

{(1,2),(—2,1)} bézisban; 0 -1
d) R™ vetitése az a 0 vektor altal kifeszitett altérre a standard matrixra Ag = Pg_cAcPS! ., ahol Pg, ¢ =
E+C
standard bézisban; 1 -2 -3 4
Y z : — 5
(e) R™ vetitése az a # 0 vektorra meréleges hipersikra a stan- {2 1 } » igy azt kapjuk, hogy As { % é] )
dard bazisban; (d) Keressiik x — proj,(x) matrixat. Ennek i-edik oszlopa
(f) R™ tiikrozése az a # 0 vektorra merdleges hipersikra a Qe ‘
standard béazisban. proja(ei) = Za = Zf a,
a-a ala

Megoldas. (a) Az (a,b,c) ponton atmend, az © — 2y + z =
0 sikra merdéleges egyenes paraméteres vektoregyenlete:
(z,y,2) = (a,b,¢c) +t(1,-2,1) = (a + t,b— 2t,c+ t). Az
egyenes metszéspontja a sikkal az (a+1t) —2(b—2t) 4 (c+
t) = 0 egyenletbd] kaphato ¢ = —%a + %b — éc paramé- K - ) .
terértekbol (2a+ 2b— Le, 2a+ 2b+ 2¢,—ta + 2b+ 2¢). (e) Keressiik az x — x — proj, (x) méatrixat:

amibdl a vetités matrixa

P[4 |a2a‘...‘%a}=1 T

aTa aTa

Ebbdl leolvashatd, hogy az 1
T
P=1I- Taa
a %a + gb — éc a‘a
Alb] = 61 + 62b + 6¢ (f) Keressiik az x — x — 2 proj,(x) matrixat:
C —ga + gb + EC
2
P bAoA P=I-_—=2"_gaal
leképezést megvalositdé métrix aTaaa
% % *2é HF. (a) Legyen z, y és z harom kiilénboz6 valos, a, b és ¢ hé-
6, § ¢ rom tetszéleges valés. Mutassuk meg, hogy egyetlen olyan
~5 6 6 legfeljebb masodfoku f polinom létezik, melyre f(z) = a,

fly)=beés f(z) =c

(b) Az f transzforméacio matrixa a € = {i,j, k} standard ba- (b) Hatérorzuk meg az

2 -1 1
zisban Ag = |1 O 1 3 10 10
0o 1 =3 2 4 11
A C ={c1,ca,c3} = {(1,1,0),(0,1,0),(2,1,1)} bazisban 1 3 -4
az
matrix LDU-felbontését, valamint a
fle1) =(1,1,1) = —c1 +ca+c3
f(ea) = (=1,0,1) = =3¢y + 2¢5 + ¢35 0 1 2
f(es) = (4,3,-2) = 8c; — 3¢y — 2¢3 B=|1 22
» 9y 2 4 5
Osszefiiggesbdl matrix PLU-felbontésat.
-1 -3 8
Ac=1| 1 2 -3
1 1 -2

(a méatrix oszlopai a baziselemek képének koordinatavek-
torai). Egy masik megoldasi lehetéséghez jutunk, ha az
attérés matrixaval szamolunk:

-1

10 2 10 —2
Ceee=Czlo=1]1 1 1| =|-11 1
00 1 00 1

Igy Ac = CeesAcCsic = C;l AsCe ¢ folhasznala-

saval
-1 -3 8
A = 1 2 -3
1 1 -2

(¢) Erdemes el6szor a C = {(1,2),(—2,1)} béazisban folirni a
maétrixot, mert ennek elemei sajatvektorok, igy a képiiket
meghatarozni és koordinatéazni is kénnyd: ¢; = (1,2) és
cy = (—2,1) jeloléssel

f(Cl):Clzl-Cl—l-O'Cg
flca) =—c2a=0-c1+(—1)-co



