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1. Az a és b értékektdl fiiggGen hany megoldasa van az alabbi
egyenletrendszernek? Adjuk meg a megoldasokat paraméteres

alakban!
204+ y+ z= 4

r+2y— z2=-1
r— y+2z2= a
r+by+ 2= 3

Megoldas. Az egyenletrendszer kibGvitett maéartixat kell
Gauss-eliminalnunk:

2 1 1 4 1 2 -1 -1
1 2 —1 -1 2 1 1 4

1 -1 2 o701 =1 2 4|~
b 13 1 b 1 3

1 2 -1 -1 1 2 -1 -1

0 -3 3 6 [_ |0 1 -1 -2|_
0 -3 3 a+l 0 0 0 a—5

0 b-2 2 4 0 b—2 2 4
12 -1 -1 12 -1 -1

01 -1 -2 |nabt0 |0 1 O 0

00 0 a—5 00 -1 -2

0ob 0 0 00 0 a—5

Tehat, ha a # 5, akkor nincs megoldas, ha a = 5 és b =
0, akkor co sok megoldas van ((z,y,2) = (3 —t,—2 +t,1)),
egyébként, azaz ha a = 5 és b # 0, akkor egyetlen ((x,y,z) =
(1,0,2)).

2. Tekintsiik a kovetkezd egyenletrendszert:

r—y+z—w=1
z+y—z—w=0
r—y—z+w=1

y+z+w=1

Oldjuk meg mint a) valos-egyiitthatos, b) Fa f616tti, ¢) illetve
F3 folotti egyenletrendszert!

Megoldas. R folott Gauss-eliminalva kapjuk, hogy = = 1,
y=0z=w= % Az egyenletrendszer Fo f6l6tt nem meg-
oldhato, mert az elsd harom egyenlet baloldalai megegyeznek,
mig a jobboldalak kiilénboznek. Végiil F3 {6l6tt a megoldas
r=2+w,y=14+w, z=w, azaz itt hdrom megoldas van.

3. Van-e olyan linearis egyenletrendszer, aminek

a) 5 egyenlete, 6 ismeretlenje van, és egyértelm a megoldésa;

a) 6 egyenlete, 5 ismeretlenje van, és egyértelmd a megoldésa;

a) 5 egyenlete, 6 ismeretlenje van, és nincs megoldasa;

a) 5 egyenlete, 5 ismeretlenje van, és pontosan 5 megoldasa
van?

Megoldas. a) Nem lehetséges hiszen a valtozok szama (6)
nagyobb, mint az egyiitthaté matrix vagy a kib&vitett
matrix rangja (ami legfeljebb 5 lehet, a sorok szama).

b) Ez lehetséges, példaul 1 = 1, 9 = 2, 3 = 3, x4 = 4,
T5 =5 6és x4 + x5 =09.

c) Ez lehetséges, példaul 1 = 1, 9 = 2, 3 = 3, x4 = 4,
Is = 5 és I = 9.

d) Egy egyenletrendszernek altalaban (R felett) vagy nincs,
vagy pontosan egy vagy végtelen sok megoldasa van. De
a Zs test felett van ilyen példaul: 1 =1, 0 = 2, z3 = 3,
1‘4:4, 1+ o =3.

4. Hat vilagitani képes nyomégomb van egy sorban. Ha egy
gombot megnyomunk, az megvaltoztatja az & és szomszédja(i)
allapotat (ha vilagitott kialszik, ha nem égett, folgyullad).
A lampak koziil néhany vilagit. Ki tudjuk e ket kapcsolni
megfelel gombok megnyomésaval gy, hogy végiil egy gomb
se vilagitson?

Megoldas. Igen. Vilagos, hogy ha a kapcsolgatas soran egy
gombot és szomszédait paros sokszor nyomjuk meg, allapota
nem valtozik, ha pedig paratlan sokszor, akkor megvaltozik.
Az is vilagos, hogy egy gombot sem érdemes egynél tobb-
szOr megnyomni, mert a paros sokszori nyomaés olyan, mintha
egyszer sem nyomtuk volna meg, a paratlan olyan, mintha
egyszer. Ez pontosan azt jelenti, hogy a nyomasok szaméat és
a lampak allapotét is Fy elemeivel érdemes ,szdmolni”. Le-
gyen b = (a,b,¢,d, e, f) a lampak allapota. Amely kapcsolok
ezt létrehozzak, ugyanazok ki is kapcsoljak. Meg kell tehéat
oldanunk a

11000 0|a
1 1100 0b
01110 0]e¢
0011 10|d
00011 1|e
00001 1|Ff

egyenletrendszert Fo f6lott. A megoldas épp azt adja meg,
hogy mely kapcsolokat kell megnyomni. Az egyiitthatémat-
rix elemi sormiveletekkel az egységmatrixba transzformélha-
t6, tehat minden egyenletrendszer egyértelmten megoldhaté.
A megoldas altaldnosan:

10 00 00 bt+c+e+ f
01000 0|atbtctetf
0 01 0 0 O a+b
000100 e+ f
0 000 1 Ola+b+d+e+f
0 000 O0°1 a+b+d+e

Példaul ha csak az 6todik lampa ég, azaz e = 1, a = b =
¢ =d = f =0, akkor a kikapcsolasdhoz a harmadik gomb
kivételével mindegyiket meg kell nyomni.

5. Mutassuk meg, hogy megvaltozik a helyzet, ha a gombok
egy kor mentén vannak elhelyezve. Jellemezziik azokat a min-
takat, amelyek elolthatok, és azokat, amelyek nem!

Megoldas. 1. megolddis Ezesetben a bévitett matrix, és an-
nak redukélt 1épcsés alakja:

11000 1]a
11100 0/b

01 110 0]c
001 110|dl|~
00011 1]e
(1000 1 1|f

1.0 0 0 1 1 f
010010 a+f
001001 a+b
00011 1| a+b+d
00000 0|atbtdte
(00000 0|atcetdtf



Tehéat az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté6 meg, ha
a+b+d+e=0¢ésa+c+d+ f=0.

6. Hatarozzuk meg az aldbbi két altér metszetének egy bazi-
sat!

Z/{ = Spa’n((]" 27 27 1’ 2)7 (17 27 1’ 27 2)7 (2’ 17 17 27 2))

V= span((l, 27 27 la 1)7 (17 2a la 27 )7 (2a 15 27 17 2))
Megoldas. Jelolje az U altéret generalo vektorokat u; (i =
1,2,3), a V-t generalokat v; (i = 1,2,3). A metszet vektorai
eleget tesznek a

ciu] + caug + c3uz = d1V1 + d2V2 + d3V3

egyenletnek, ami atrendezve egy homogén lineéris egyenlet-
rendszer. Ennek matrixa és lépcsés alakja:

11 2 1 1 2 1 0 00 -1 1

2 21 2 2 1 010 0 1 -1

2 1 1 2 1 2 = 001 0 O 1

1 2 2 1 2 1 00 0 1 1 0

2 2 2 1 1 2 00 0 0 O 0
Innen (cq,c2,c3,—dy,—do,—ds) = s(1,-1,0,—1,1,0) +

t(—1,1,—-1,0,0,1). E két generatorvektorbdl a metszet tér
két bazisvektora: w3 — up = vy — vy = (0,0,1,—1,0),
u; — U +usz =vz = (2,1,2,1,2).

7. Hatarozzuk meg az alabbi egyenletrendszerek sortérbe esd
egyetlen megoldésat, és ezt felhasznalva Gsszes megoldasat!
a) v+ y+z2=3

204+ y—z=2

3z + 2y =5
b) x+4y+8z+ 12w =15
¢) r+y+z+w=3

r+y—z—w=1
Megoldas. a) Az egyenletrendszer redukalt lépcsds alakja:

1 0 -2 -1

{0 1 3 4 } ’
ahonnan a nullteret kifeszits vektor (2,—3,1). A ra valo
merGlegességet leird egyenletet az egyenletrendszerhez irva
a megoldas zg = 1, ahonnan xy = 1 és yg = 1. Az altalanos
megoldas (x,y,z) = (1,1,1) +¢(2,-3,1)

b) Nulltér: (—4,1,0,0), (-8,0,1,0), (—12,0,0,1). A sortérbe
es6 megoldas biztosan az (1,4,8,12) vektor skalarszorosa,
mivel a sortér 1-dimenzios: xg = %(174,87 12), az Osszes
megoldas xo +7(—4,1,0,0) +s(—8,0, 1,0) + (—12,0,0, 1).

¢) Redukalt lépcsss alak:

Nulltér: (1,-1,0,0), 0,0,1,—1).
(1,1,1/2,1/2).

8. Mennyia (2,3,0,—-1), (1,2,—1,0), (2,4,—-2,0), (1,0, 3, —2)
vektorrendszer rangja? Adjunk meg maximéalis méreti line-
arisan fiiggetlen részrendszert, és éllitsuk el a tobbit ezek
linearis kombinacidjaként. Méasként fogalmazva: valasszunk
bazist e négy vektor altal kifeszitett altérben e vektorok ko-
zil, és irjuk fel a tobbi vektor e bazisra vonatkozé koordinatéas
alakjat.

Hatarozzuk meg a fenti vektorok altal kifeszitett altér me-
r6leges kiegészits alterének egy bazisat.

Sortérbe esé megoldas:

Megoldas. A négy vektor matrixan végezziink elemi sorm-
veleteket:

2 1 2 1
3 2 4 0
[V1|V2|V3|V4] = 0 1 —9 3 =
-1 0 0 -2
1 0 0 2 1 0 0 2
01 2 -3 N 01 2 -3
0 2 4 -6 0 0 0 O
01 2 -3 0 0 0 O

Tehat a (2,3,0,—1) és (1,2, —1,0) bazist alkotnak, és a vg =
2vg, v4 = 2vy — 3va, a koordinatas alakok: (0,2), (2, —-3).

A merdleges kiegészits altér egy bézisa a (2,—1,0,1) és a
(—3,2,1,0) vektorokbol all.

9. Legyenek V, W C R"™ alterek. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
dim(V U W) = dim(V) + dim(W) — dim(V nW).

Megoldas. Valasszunk béazist a metszethez, ezt egészitsiik ki
V és W bazisava. Bizonyitsuk be, hogy a megadott vektorok
Osszesége a generatum bézisat adja.

HF. Keressiink egy bézist az R* tér z+y+z+w = 0 egyenleti
hipersikjaval parhuzamos vektorok alterében, és irjuk fel e
hipersik egy — a bazisvektoroktol kiillonboz6 — vektoranak e
bazisra vonatkozé koordinatas alakjat!

HF. Igazoljuk, hogy egy vektortér vektorainak egy véges V
halmaza pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha span()) bar-
mely vektora csak egyféleképp all el6 V vektorainak lineéris
kombinaciojaként.



