Fels6bb Matematika (2012-13 &sz 1. gyakorlat

1. Igazoljuk, hogy a {vi,va,...,v,} vektorrendszerre az alabbi két allitas ekvivalens:

a) ha )} cxvip =0, akkor ¢y =cp = =¢, =0,

b) ha n > 1, akkor egyik vektor sem fejezhetd ki a tobbi linedris kombinécidjaként, ha n = 1, akkor
Vi ;é 0.

Megoldas. 1d. kényv 1.46. tétel.

2. Legyen x,y € R”, 0 < ¢ < 1. Irjuk fel az x és y helyvektorok végpontjait Gsszekots szakaszt
c¢: (1 — ¢) ardnyban oszt6 pontba mutatd vektort x és y linedris kombinécidjaként!

Megoldas. Valasz: (1 —c)x+cy. Az x és 'y helyvektorok végpontjain d&tmend egyenes ponthalmaza
az x+c(y —x) elgallitasbol { (1—c)x+cy : ¢ € R}, a szakasz ponthalmaza { (1—¢)x+cy : 0 <c<1}.

3 (Pithagorasz). Mutassuk meg, hogy |x + y|? = |x|? + |y|? pontosan akkor igaz, ha x L y.
Megoldas. 1d. konyv 1.19. tétel.
4. Mutassuk meg, hogy tetszoleges u,v € R" vektorokra u-v = 3 (ju+ v[> — [u]? — [v|?).

5. Definidljuk x,y € C™ vektorok skalaris szorzatat az x -y = Y, _; Zxyr képlettel. Mutassuk meg,
hogy

a) x-(Ay) = A(x-y), (Ax) y =A(x y) ésx y =y X,

b) (CBS) [x-y| < [x][ly]

6. a) Szamitsuk ki a komplex N-edik egységgyokok Gsszegét.
b) Szamitsuk ki a komplex N-edik egységgyokok n-edik hatvanyainak Osszegét.

Megoldas. a) Legyen € egy primitiv N-edik egységgyok, ennek hatvanyai kiadjak az 6sszes N-edik
egységgyokot. Ezek osszege N > 1 esetén 0, ugyanis (1+e+e2+-- -4V "1 (1—g) =1-eV¥ =1-1=0.
Ha N > 1, akkor ¢ # 1, igy az els6 tényez6 0. b) N, ha n oszthaté N-nel, egyébként 0.

7. Legyen ¢ € C egy primitiv N-edik egységgydk. Igazoljuk, hogy ha xj, = (1,£F, &% ... ,e(N_l)k)
(0 < k < N), akkor
0, hak#j,
X -Xj = .
N, hak=j.

Megoldas. Vegyiik figyelembe, hogy & = ¢~ 1.

8. Tegyiik fel, hogy a vi,...,v, € RF vektorok linearisan fiiggetlenck. Fiiggetlenck-e a kivekezd
vektorrendszerek?

a) Vi, Vi+ Vo, ..., Vi + Vot -+ vy,
b) Vi — Vo, Vo — Vs, ..., V1 — Vp, V,, — V1,
€) Vi+Va, Vo4 Vs, ..., V1 + Vg, Vi + V1L

Megoldas. a) Vizsgaljuk meg a linearis fliggetlenséget: 1 (vi)+xza(vi+ve)+- +an(vi+ve+---+
vp)=(r1+xa+ -z, Vit + (Tpo1 +Tpn) Va1 + 2, v, = 0, akkor v; vektorok fiiggetlensége
miatt: 1+ 20+ -+xp = =Tp_1+x, =2, =0, emiatt x,, = x,_1 = --- = x; = 0. Emiatt
a megadott vektorrendszer is linedrisan fliggetlen lesz.

b) Nem lesz linedrisan fiiggetlen, hiszen E?:_ll (Vig1 —vi) + (v, —v1) = 0.

¢) Vizsgéljuk meg a linearis fliggetlenséget: x1(vy + va) + za(va +v3) + -+ zp(vy +v1) = (21 +
Tp)Vi+ o+ (Xp—o + Tp-1)Va-1 + (Tn—1 + xn)v, = 0, akkor v; vektorok fiiggetlensége miatt:

1+ Ty =" =Tp2+Tpn_1 = Tn_1+x, = 0. Ha n paros, akkor ;1 = 23 = --- = x,_1 =
—29 = —x4 = --- = —x, nem trivialis megoldasa az el6z6 homogén egyenletrendszernek, ezért a
megadott vektorrendszer Osszefiiggs lesz. Egyébként pedig nem, mert az egyenletekbdl azt kapjuk,
hogy v1 =23 =25 = =wp =22 ="+ =21 = 0.

9. Bizonyitsuk be, hogy ha a vi,...,v, € R¥ vektorok koziil csak v, all el a tobbi linearis kombi-

naciojaként, akkor vi = 0.

Megoldas. Ha vi # 0, akkor a vi = >, ¢;v; linearis kombindcioban van olyan i index, hogy
¢; # 0. Ekkor v; kifejezhetG a tobbi linearis kombinacidjaként.

10. Egy nullvektortol kiilonbozs elemekbdl allo, legalabb kételemtd R"™-beli V' = {vy,va,...,vi }
vektorrendszer pontosan akkor linearisan Gsszefiiggs, ha van olyan ¢ > 2 index, hogy v; a vy, va,...,
v;_1 vektorok linearis kombinaci6ja.



Megoldas. Legyen t az a legkisebb egész, melyre a vy, va,..., v, vektorok méar Gsszefiiggék. Mivel
vy # 0, ezért az els§ vektor nem lehet Osszefiiggs, ezért t > 2. E vektorok Osszefiiggfsége miatt
vannak olyan ¢; konstansok, melyekkel

c1vy +cove + -+ cvye = 0.

Biztos, hogy ¢; # 0, kiilénben mar a vy, va,..., v;_1 vektorok is linearis GsszefiiggSk lennének, és ez

—C1 —C2
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ami bizonyitja, hogy Osszefiiggs vektorrendszerben létezik ilyen vektor. Az allitas mésik fele definicid
szerint igaz, hisz ha létezik ilyen v; vektor, akkor ez val6ban linearis kombinacioja az Osszes t&bbi
vektornak.

11. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd strukturak testet alkotnak:
a) a Z, ={0,1,...,p — 1} halmaz, ha a szorzast és az Osszeadast ugy definidljuk, hogy az igazi
szorzatnak illetve Osszegnek a p szerinti maradékat vessziik;
b) az {a + bila,b € Q} C C halmaz a komplex Gsszeadasra és szorzasra nézve.

Megoldas. a) Felhasznaljuk, hogy ha a és ', illetve b és V' p-vel vett maradéka megegyezik,
akkor a + b és a’ + ¥, illetve ab és a’b’ is azonos maradékot adnak. Ebbdl kovetkezik, hogy
tetszGleges +-gel és --tal alkotott kifejezés értékét ugy is megkaphatjuk Z,-ben, hogy el&szor
Z-ben szamoljuk ki, és csak a végén vessziik a maradékot. Ennek pedig egyenes kévetkezménye,
hogy a miiveleti azonossagok teljesiilnek Z,-ben, mert Z-ben is teljesiilnek. A +-ra és --ra valé
zartsag nyilvanvalé a definiciébol. 0-elem és 1-elem a 0 és az 1, egy a # 0 elem negativja pedig
p —a (a 0-¢ pedig 0). Azt kell még belatnunk, hogy minden a # 0 elemnek van reciproka.
Tekintsiik az a,2a, ..., (p — 1)a egész szamok p-vel vett maradékait. Ezek mind kiilonbozok,
mert ha ia és ja azonos maradékot ad, akkor ia — ja = (i — j)a oszthaté p-vel, és igy |i — j| is
oszthato, ami pedig 0 és p — 2 kozott van, tehat ilyenkor ¢ = j. Masrészt a 0 nincs a maradékok
kozott, tehat az Osszes tobbi maradékot megkapjuk, koztiik az 1-et. Ha ia maradéka 1, akkor
i az a reciproka a Zj,-ben.

b) Legyen K = {a+bi|a,b € Q}. Itt a miveleti azonossagokat nem kell kiilon belatnunk, mert azok
a K halmazt tartalmazo C testben is teljesiilnek. K zart a mtveletekre nézve: (a+bi)+(c+di) =
(a+¢)+ (b+d)i € K és (a+bi)(c+ di) = (ac— bd) + (ad + bc)i € K, mert az egylitthatok
racionalisak, hiszen Q test. Van 0-elem: 0+ 0i és 1-elem: 1+ 0i, tovabba additiv inverz K-ban:
(—a)+(—b)i. Végiil multiplikativ inverz is létezik, ugyanis a C-beli reciprok benne van a K-ban
is: 1/(a+bi) = (a — bi)/(a® + %) = 2%z + 3521 mindkét egyiitthatoja racionalis, ha a és b
azok voltak.

12. Melyek alkotnak vektorteret R folott az alabbiak koziil? A koztiik szerepld vektorterek hény
dimenzidsak?
a) 3 x 3-as valos fels6 haromszogmatrixok a szokasos miveletekkel;
b) a racionélis szamnégyesek a szokasos Osszeadasra és skalarral valo szorzasra nézve;
c) a legfoljebb 5-6dfoku valdés polinomok;
d) a valos szamparok az (a,b) @ (¢,d) = (a + d,b + ¢) sszeadasra és A - (a,b) = (Aa, Ab) skalarral
val6 szorzasra nézve;
e) C a komplex szamok Osszeadaséara és valossal valo szorzasara nézve;
f) A sik pozitiv y-koordinataju helyvektorai a szokasos vektordsszeadasra és skalarral valo szor-
zasra nézve.

Megoldas. Az a), c¢) és e) részekben definiélt strukturak vektorterek, a b)-ben megadott nem, mert
egy racionalis szam valdsszorosa nem feltétleniil racionalis. A d)-ben megadott Gsszeadas pedig nem
kommutativ (mellesleg, nem is asszociativ): (a,b)®(c,d) = (a+d, b+c), és (¢,d)®(a,b) = (c+b, a+d)
kiilonboznek. Tehét a d)-beli nem vektortér; az f)-beli halmaz nem tartalmaz nullelemet, és negativ
szammal valé szorzasra sem zart. A dimenzidkat egy-egy bazis megadaséaval hatarozhatjuk meg:
a) Bazisa az {E11, Eh2, Evs, Eag, Ea3, E33}, ahol E;; azt a métrixot jeloli, amelynek egyetlen nem
nulla eleme az ij helyen levs 1. A vektortér dimenzidja 6.
¢) Bazisa {1,z, 22,23, 2% 2°}, dimenzi6ja 6.
e) Bazisa {1,i}, dimenzi6ja 2. Mindharom esetben konnyt latni, hogy a vektortér elemei egyér-
telmiien irhatok {6l a baziselemek linearis kombinaciojaként.

13. Mutassuk meg, hogy az n-lakosu Paratlanvarosban, ahol minden klub péaratlan létszamu, de
barmely két klubnak paros sok a kozos tagja, legfdljebb n klub van.



Megoldas. F, {616tt a klubok karakterisztikus 0-1-vektorai linearisan fiiggetlenek, ugyanis paronként
merGlegesek egymésra és egységvektorok, igy barmely

c1X1+ X+ -+ X, =0

linearis kombinéciojuk x;-vel beszorozva azt kapjuk, hogy c¢;x; - x; = 0, amibdl x; - x; = 1 miatt
kovetkezik, hogy ¢; = 0. Fiiggetlen vektorbdl viszont legfljebb n valaszthato, igy a klubok szama
legfoljebb n.

HF. Bizonyitsuk be, hogy az F = {a + bv2 | a,b € Q} halmaz testet alkot a valos Osszeadésra és
szorzasra nézve.



