Fels6bb Matematika (2012-13 Gsz

1. Mutassuk meg, hogy a konzisztens valés Ax = b egyenlet-
rendszernek pontosan egy sortérbe es6 megoldésa van, és az
a legkisebb abszolut értékd (azaz legrévidebb) megoldas.

2. Sherman — Morrison-formula Tegyiik fel, hogy az A €
R™ "™ matrix invertalhato, és u, v € R™ két olyan vektor, hogy
14+ vTA ™ u # 0. Ekkor A +uv” invertalhato, és

- A luvTAT!
(a+u) = AT - Ty
v u

3. Mutassuk meg, hogy ha A és D invertalhaté matrixok,
akkor a kovetkez6 un. blokkdiagonalis matrixok invertalhatok,

és
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ahol B tetsz6leges, de megfelel§ tipusi matrix. Hasonléan,
ha A és D négyzetes matrixok, akkor
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ahol X = (A — BD'C)~!, és feltételezziik, hogy minden
felirt méatrixinverz létezik. Ezt felhasznalva szamitsuk ki az
aldbbi matrix inverzét:
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4. Tegyiik fel, hogy A € R>*5 és det A = 3. Hatarozzuk meg
a2A7t (2A)7! és A2AT A matrixok determinansat!

5. Melyek igazak az alabbi éllitasok koziil? (Az A itt mindig

négyzetes matrixot jelol.)

(a) Ha egy determinéns értéke 0, akkor van két azonos sora.

(b) Ha egy determinans értéke nem 0, akkor oszlopvektoriai
linearisan fiiggetlenek.

(¢) Ha az Ax = 0 egyenletrendszernek van nemtrivialis meg-
oldasa, akkor |A| # 0.

(d) |A| # 0 pontosan akkor igaz, ha az Ax = b egyenletrend-
szer nem oldhat6é meg.

(e) |A| = 0 pontosan akkor igaz, ha az Ax = b egyenletrend-
szer egyértelmien megoldhato.

6. Legyen A egy 10 x 10-es valés matrix. Jelolje r; az A’
rangjat. Lehet-e az (r1,79,...) sorozat egyenls az aldbbiak-
kal? (a) (5,6,...), (b) (9,8,7,...,4,4...), (¢) (10,9,8,...),
(d) (8,5,...).

7. Igazoljuk, hogy minden r-rangd maétrix elgéll r» darab 1-
rangi Osszegeként.

3. gyakorlat

8. Tegyiik fel, hogy az n x n-es A matrixra A% = O. Mutas-
suk meg, hogy rangja legfoljebb n/2.

9. Mutassuk meg, hogy ha A € R™*"-es, akkor r(ATA) =
r(A).

10. Trjuk fel a B = {(1,1,1), (1,2,3), (1,1,2)} bazisrol a
C=1{(7,3,3), (8,1,2), (4,4, 3)} bazisra valo attérés matrixat,
és hatarozzuk meg a (v)g = (3,2, 1) vektor C bazisbeli alakjat!

11. Hatarozzuk meg a P és R méatrixok LU-felbontasat, majd
ezt félhasznalva

1. oldjuk meg a Px = (0,2,4,6) egyenletrendszert,

2. invertdljuk az R matrixot, ahol
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12. Adjunk meg olyan linedris transzforméciot R3-ben (ha 1é-
tezik), amely a w1, wy, wg vektorokat a vy, va, v3 vektorokba
viszi, ahol vi = (1,0,1), vo = (0,-1,1), vg = (2,—1,3), és
(i) w1 =1(1,0,2), wo = (1,1,1), ws = (1,1, 2);
(ii) wi = (1,0,2), wo = (1,1,1), ws = (3,1,5);
(i) wy = (1,0,2), wo = (1,1,1), w3 = (2,1, 3);
Irjuk fel e leképezés matrixat!

13. Adjuk meg az alabbi linearis transzformaciok matrixat a

megadott bazisokban:

(a) az x — 2y + z = 0 sikra valé merdleges vetités a standard
bézisban;

(b) f:(z,y,2) = 2z —y+2z,2+z,y—3z) astandard, illetve
az {(1,1,0),(0,1,0), (2,1,1)} bazisban;

(c) a sik tiikrozése az y = 2x egyenesre a standard, illetve az
{(1,2),(—2,1)} bazisban;

(d) R™ vetitése az a # 0 vektor &ltal kifeszitett altérre a
standard béazisban;

(e) R™ vetitése az a # 0 vektorra merdleges hipersikra a stan-
dard bézisban;

(f) R™ tiikrozése az a # 0 vektorra merdleges hipersikra a
standard bazisban.

HF. (a) Legyen z, y és z harom kiilénboz6 valos, a, b és ¢ ha-
rom tetszéleges valds. Mutassuk meg, hogy egyetlen olyan
legfeljebb masodfoku f polinom létezik, melyre f(z) = a,
fly)=beés f(z) =c

(b) Hatéarozzuk meg az
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matrix LDU-felbontasat, valamint a
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matrix PLU-felbontasat.



