Fels6bb Matematika (2012-13 &sz 1. gyakorlat

1. Igazoljuk, hogy a {v1,vs,...,v,} vektorrendszerre az alabbi két allitas ekvivalens:

a) ha >} _ kv =0, akkor ¢y = co =+ =¢, =0,

b) ha n > 1, akkor egyik vektor sem fejezhets ki a tobbi linedris kombinécidjaként, ha n = 1, akkor
V1 # 0.

2. Legyen x,y € R”, 0 < ¢ < 1. Irjuk fel az x és y helyvektorok végpontjait Gsszekots szakaszt
¢: (1 — ¢) ardnyban oszt6 pontba mutatd vektort x és y linearis kombinéciojaként!

3 (Pithagorasz). Mutassuk meg, hogy |x + y|? = |x|? + |y|? pontosan akkor igaz, ha x L y.
4. Mutassuk meg, hogy tetszoleges u,v € R" vektorokra u-v = 3 (ju+v[> — [u? — [v|?).

5. Definidljuk x,y € C™ vektorok skaléris szorzatat az x -y = Z;;L:l ZTryr képlettel. Mutassuk meg,
hogy

a) x-(Ay) = A(x-y), (Ax) y=Axy)ésx y =y %,

b) (CBS) [x - y| < [x]]y|

6. a) Szamitsuk ki a komplex N-edik egységgyokok Osszegét.
b) Szamitsuk ki a komplex N-edik egységgyokok n-edik hatvanyainak Gsszegét.

7. Legyen ¢ € C egy primitiv N-edik egységgyok. Igazoljuk, hogy ha xj = (1,£%,e%F ... eN=DF)

(0 <k < N), akkor
0, hak+#j,
Xg - Xy = .
N, hak=j.

8. Tegyiik fel, hogy a vi,...,v, € R¥ vektorok linearisan fiiggetlenek. Fiiggetlenek-e a kovekezs
vektorrendszerek?

a) Vi, Vi+ Vo, ..., Vi + Vot vy,

b) Vi—Va, Vo = V3, ..., V1 — Vg, Vy — V1,

c) Vi+ v, Vo4 Vs, ..., Vo1 + Vg, V, + VL

9. Bizonyitsuk be, hogy ha a vy, ..., v, € R¥ vektorok koziil csak v; all el a tobbi linearis kombi-
nacidjaként, akkor vi = 0.

10. Egy nullvektortol kiilonbozs elemekbdl allo, legalabb kételemti R™-beli V' = {vy,va,..., vy }
vektorrendszer pontosan akkor linearisan Osszefiiggs, ha van olyan ¢t > 2 index, hogy v; a v, va,...,
v;_1 vektorok linearis kombinacioja.

11. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd strukturdk testet alkotnak:
a) a Z, ={0,1,...,p — 1} halmaz, ha a szorzast és az Gsszeadast ugy definidljuk, hogy az igazi
szorzatnak illetve Osszegnek a p szerinti maradékat vessziik;
b) az {a + bila,b € Q} C C halmaz a komplex Gsszeadésra és szorzasra nézve.

12. Melyek alkotnak vektorteret R folott az alabbiak koziil? A koztiik szereplé vektorterek hany
dimenzidsak?
a) 3 x 3-as valos fels6 haromszégmatrixok a szokdsos miveletekkel;
b) a racionélis szamnégyesek a szokasos Osszeadasra és skalarral valo szorzasra nézve;
c) a legfoljebb 5-6dfoku valés polinomok;
d) a valés szampéarok az (a,b) ® (¢,d) = (a + d, b+ ¢) Osszeadésra és A - (a,b) = (Aa, \b) skalarral
val6 szorzasra nézve;
e) C a komplex szamok Osszeadésara és valossal valo szorzasara nézve;
f) A sik pozitiv y-koordinataju helyvektorai a szokdsos vektorosszeadasra és skalarral valo szor-
zésra nézve.

13. Mutassuk meg, hogy az n-lakosti Paratlanvarosban, ahol minden klub paratlan létszami, de
béarmely két klubnak paros sok a kozos tagja, legfoljebb n klub van.

HF. Bizonyitsuk be, hogy az F = {a + bv/2 | a,b € Q} halmaz testet alkot a valos Osszeadasra és
szorzasra nézve.



