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Kombinatorika

Fisher-egyenlGtlenség

P Tekintsik a v-eleml P halmaz részhalmazainak egy halmazat. E
részhalmazokat blokkoknak is szokas hivni, mig P elemeit pontoknak.
Azt mondjuk, hogy e blokkok 2-struktirat alkotnak, ha P barmely két
pontja pontosan A > 0 szdmu blokkban van, és van legalabb egy nem
trivialis blokk a rendszerben, azaz amelynek legalabb 2 pontja van, de
nem tartalmazza P Osszes pontjat.

T Barmely 2-struktira blokkjainak szdma legaldbb annyi, mint pontjaié,
azaz b > v.

3mMeiull
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Kombinatorika

B Jeloljik a 2-struktira pontjait az 1-t6l v-ig terjedo egészekkel, a
J-edik blokkot B; (j =1,2,...,b). llleszkedési matrixa M, ahol

1, haie Bj,
mij = i
0, egyébként.

n AL A
T A ... A .
A=MM' =/ =Ny +diag(n—X\,n—X,...,n—M\),
XA o

ahol J, a csupa 1-esbdl allé v x v-es matrix, és r; az i pont foka.

m A J pozitiv szemidefinit, ugyanis szimmetrikus és ha 0 % x € R
tetszSleges, akkor xTJ,x = D0 XiXg = (Z,-x,-)2 > 0.

m diag(rn — A, — A,...,r, — A\) minden féatlébeli eleme pozitiv,
ugyanis r; > )\, tehat e matrix pozitiv definit.
(Ha r; = X volna, akkor minden j # i pontra az /-t tartalmazé
blokkok tartalmaznak j-t is, vagyis nem |étezne nem triviélis blokk.)

m Pozitiv definit 4+ pozitiv szemidefinit = pozitiv definit ~~ A
invertalhatd, rangja v. ~ M, rangja v ~» b > v. 3MEIull
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Kombinatorika
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Hibajavité kédok
Hibajelzo és hibajavitd kodok
D Hamming-tavolsag: dy(x,y) = [{i : xi # yi}|

P dy(01001110,01101100) = 2

m ez metrika
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Hibajavité kédok
Alappéldak: egyszerii hibajelzo és hibajavitdé kédok
P Ismétlé kod: a kédabécé tetszoleges, és a kdd alljon azokbdl az

n-hosszl kédszavakbél, melyek minden koordinataja azonos. E kéd
legféljebb n — 1 hibat jelez, és L”glj hibat javit.

P Paritasellen6rzé kéd: (n — 1)-hosszd b bitvektorhoz még egy bitet
csatolunk, melynek értéke 1, ha b-ben péaratlan sok bit egyenl6 1-gyel,
egyébként 0, akkor olyan n-hosszi vektort kapunk, melyben péros sok
1-es van.

A paritasellendrz6 kéd 1-hibajelz6, de jelez minden olyan hibat,
melyben paratlan sok koordinata valtozik meg.

P Nullosszegli kéd: Z 6sszes olyan v = (vq, va,. .., v,) vektordbdl all6
kéd, melyekre vy + vo + - -- + v, = 0, azaz melyekre 1-v = 0.
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Hibajavité kédok

Hamming-kéd

P

D

>

binéris, 7-hosszl, mely egy 4-hosszi (izenethez hdrom paritasbitet ad.
A kédolandé lzenet b3bsbsby, a kdd b = by bybsbabsbeby, a by, by,
by paritasbitek a kovetkezd egyenldségekbdl szamolandok:

by + b3+ bs+ by =0
by + b3+ bs+ by =0
bs + bs + bg + b7 =0

A fent definialt Hamming-kéd Fg 16 vektorabdl all, 2-hibajelzo, és
1-hibajavité. F} minden vektora vagy fenti egyenletek ltal definialt
binaris 7-hosszi Hamming-kédhoz tartozé kdédvektor, vagy egyetlen
koordinata megvaltoztatasival azza tehetd!

Binaris (7,4, 3] Hamming-kdd

A fenti Hamming-kéd perfekt, azaz a kédszavak koré emelt —
Hamming-tavolsdgban mérve — 1-sugari gdmbok hézagtalanul és
4tfedés nélkiil lefedik az T teret. 3MEiull
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Hibajavité kédok

HF 7 halalraitélt korben il, mindegyikiik fején egy véletleniil kivalasztott
piros vagy fekete sapka. Mindenki latja a tobbiek sapkajat, de senki
se latja a sajatjat. Semmi médon nem kommunikalhatnak egymassal.
Egy id6 utan egyszerre mindegyikiiknek tippelnie kell a sajat sapkaja
szinére. Harom vélasz lehetséges: ,,nem tudom”, , fekete”, , piros”.
Ha senki nem talalja el, vagy csak egy is akad, aki téved, mind
meghalnak, egyébként mind megmenekiilnek. Tudunk-e szdmukra
olyan eljarast javasolni, ami 1/2-nél nagyobb valdszinliséggel SmEwn

megmenekiti 6ket. Mi a legnagyobb valésziniliség, amit el tudunkerni
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Hibajavité kédok

4-hossz(i ternér [4,2,3]3 Hamming-kéd Az F§ tér dsszes

(a, b,a+ b,a — b) alaki vektoranak halmaza egy 1-hibajavitd,
3-kédtavolsagi kéd. (kédtavolsag = min dy(u,v), ha u # v)
F3-ban —1 =2, tehdta— b=a+2b

az a, b, a+ b, a — b értékek kozil barmely ketto egyértelmiien
megadja a masik kettot is. Példaul az

at+b=x
a—b=y

egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté a-ra és b-re

~~ a kédtavolsag legalabb 3, de pl d(0000,0112) = 3, ezért a kdd
1-hibajavité.
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Lineériskédok

Az T, test folott értelmezett C C Fy kédot linedris [n, k]4-kédnak
nevezziik, ha C az [y vektortér egy k-dimenzi6s altere. Szokas az
[n, k, d]q jelolés hasznalata a d-tavolsagu linearis kddra.

Az eddig ismertetett kédok mind lineérisak.

ismétld kéd [n, 1, n],-kéd, a paritasellenérzé kéd [n, n — 1,2]>-kéd, a
nullésszegii kéd [n, n — 1,2]4-kéd, a bindris Hamming-kéd
[7,4,3]2-kéd, a ternér Hamming-kéd [4, 2, 3]3-kéd.

3mMeiull
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Lineériskédok

Generatormatrix

D C < Fg k-dimenzids linearis altér, kédolas Fg — C < Fg. Legyen g,
g>,..., 8k a C egy bazisa. Egy tetszbleges x € Fg vektor (lizenet)
c € C kodja legyen ¢ = x181 + X282 + - - - + Xk8«k, azaz
c = xG,

ahol a k x n-es G matrix — az Ggynevezett generadtormatrix —
sorvektorai C bazisanak elemei.

P Ismétld kéd. lgy G=[11 ... 1].

P Paritasellendrzé kéd, nullosszegii kod.

(a1,...,an-1) € Fg_l — (a1,...,an-1, — 7:_11 aj) € Fy leképezés
matrixa
1 0 ... 0 -1
01 0 -1
G—
00 ... 1 -1 3MEIul]
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Lineériskédok

P [7,4,3], Hamming-kéd. Az F§ — F% : (bs, bs, bg, by) + (b1, - .., b7),
ahol by = bz + bs + by, bo = b3 + bg + bz, by = bs + bg + by
leképezés matrixa

1 110000

c_|too1100

101 01010

1101001

Példaul az x = (0,1,1,0) dzenet kédja

1110000
1 00 1 100
c=xG=10 1 10|,/ o7 ¢ g
1101001

:[1100110

[ —

3mMeiull
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Lineériskédok

P Ternér [4,2,3]3 Hamming-kéd. A
F2 — F3: (a,b) — (a,b,a+ b,a+ 2b) leképezés métrixa

1011
G_[0112]

3mMeiull
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Lineériskédok

Ellenorzo matrix

D A C kéd dudlisan a
CL:{VEIE‘Z:V-C:OmindenCGCkédot}

kédszéra értjiik, mely egy linearis kéd. A C* kéd H generatormatrixat
a C kéd ellenérzé matrixanak nevezziik. (Hasznéalatos még a
paritdsmatrix vagy a paritasellen6rzé matrix elnevezés is, bar
paritasrdl csak a g = 2 esetben van sz4.)
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Lineériskédok

T Ha C egy lineéris [n, k]-kéd, akkor
Ct={veF]:vG" =0},
Ct egy [n,n — k]-kéd,
ctl = (CJ_) =C,
BC={cecFj:cH =0},
GH™ = Oy (n—k), HGT = O(n_s)xk,
@ ha G = [I,|A] a C kéd standard alakd generatormatrixa, akkor ellendrzd
métrixa H = [-AT|l,_].
B B v (C' megegyezik GT bal magterével) ~
dim(Ct) + k = n, azaz dim(Ct) = n — k.
Ezt az érvelést megismételve C1-re kapjuk, hogy C+ egy
[n, k]-kéd. E kdd tartalmazza C-t, és dimenzidjuk megegyezik, igy
ctt=c.
A kovetkezik @-bol
B Mivel minden x € Fk vektorra xG € C, azaz xGHT = 0, ezért GHT
csak a zérusleképezés Iehet
@A GH'™ = 0, igy barmely ¢ = xG kédszéra cHT = xGHT = x0 =0,
tehat szerint H valéban ellen6rz6 matrix, mivel sorai linedrisan 3IMEu

flicexntlanal,
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Hamming kéd

A Hamming kéd konstrukciéja

D Vegyiink egy olyan H matrixot, melynek oszlopai kézétt F, minden
nemnulla vektoranak pontosan egy nem nulla konstansszorosa
szerepel. (Példaul ilyen az a méatrix, mely az ésszes olyan nemnulla
oszlopvektorbdl all, melynek elsé nemnulla koordinataja 1.) Azt a
kédot, melynek a H matrix az ellenérz6 matrixa, r paraméterii Fg
feletti H, ; Hamming-kédnak, dudlisat S, 4 szimplex kédnak nevezziik.

T A H, 4 Hamming-kéd

g -1 4" -1
——W— -3
g—1 g-1 q
paraméter(i perfekt kéd, a Hp g kéd g > 2 esetén [g+ 1,9 —1,3]q

paraméterdi.

B A Hamming-kéd paraméterei a definicidbdl adédnak, d = 3, mert
H-ban barmely két oszlop fiiggetlen, de van harom Osszefiiggd.
A kéd perfektsége egyszer szamolassal adodik. 3MEIull
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Titokmegosztas

Kiiszobséma interpolaciés polinommal (Shamir)

n ember kozil barmely k fol tudja fedni a titkot: (n, k) kiiszobséma.

Interpolacidés polinommal: mar volt

3mMeiull
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Titokmegosztas

Geometriai konstrukci6 (Blakley)

K a t-dimenziés V = Ff, tér egy véletlen P = (ag, ..., a;—1 pontjanak
els6 koordinataja a titok. Publikalva van egy ezen a ponton atmend g
egyenes, mely nem merdleges az e; = (1,0,...,0) vektorra, igy
pontjainak elsé koordinatai végigfutnak I, elemein.

m A résztvevok megkapjak egy P-n 4tmend, de ej-re nem merdleges és
g-t nem tartalmazé H (affin) hipersik altalédnos helyzetii pontjait.

m Ez azt jelenti, hogy barmely t résztvevo egyértelmiien fol tudja irni H
egyenletét, igy a g-vel valé metszéspontjat is.

P

3mMeiull
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Titokmegosztas

Tetsz6leges részhalmazokra (Brickel)

K titok: a = (ag,a1,...,a:) € IE‘ZH vektort elsé koordinataja, az
ap € Fq
A p; résztvevoho rendel egy v; € IFZ vektort, publikélja.
résztitok: s; =v;-a € Iy

T Jelolje T C P a résztvevok egy halmazat. A T-be tartozé résztvevok
pontosan akkor tudjak meghatarozni ap-t, ha az e; = (1,0,...,0)
vektor benne van a T-beli résztvevok vektorai altal kifeszitett

altérben. Ha ey nincs ebben az altérben, a T-beli résztvevok semmit
nem tudnak meg a titokrdl.

3mMeiull
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Titokmegosztas

B A V matrix sorai a T-beliek vektorai, és s koordinatai a T-beliek
résztitkai.

TFH e; € S(V) ~ létezik olyan w vektor, hogy w'V = e], igy
w'Va = ag. Mivel a konstrukci6 szerint Va = s, ezért w's = ag, hisz
w a T-beli résztvevok altal meghatarozhaté.

TFH e; ¢ S(V). V = [ug|u1]. .. |ue]. Ha ug ¢ span(u, ..., us),
akkor van olyan d vektor, hogy d-u; =0, hai=1,2,... t, és

d- Up = 1.

~ dTV = ey, ellentmondas ~ ug € span(uy, ..., u;), igy van olyan
w vektor, hogy Vw = 0, de wy # 0. Az ugyan igaz, hogy s = Va, de
tetszbleges ¢ € F konstansra s = Va = V(a + cw) is teljesiil. igy
barmely co-hoz taladlhaté olyan ¢ = (¢p, c1 ..., ¢t) vektor, hogy

s = Vc. Igy a T-beli résztvevék semmit nem tudhatnak ap-rdl.

3mMeiull
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Lampacskas jaték

m lampak egydttal kapcsoldk is, megnyomasukra megvaltozik a sajat és
bizonyos , szomszédaik"” allapota is.
m ,XL25" 1983 (nem keriilt forgalomba)
m ,Button Madness”, ahol a szomszédsag a hataron atnydlik és a
szemkozti oldalon folytatédik (térusz),
m ,Gamze”, ahol a ldmpak rombuszalakban vannak elhelyezve,
m ,Lights Out 2000", ahol a ldmpaknak nem két, hanem harom allapotuk
van (kikapcsolt, piros, zéld),
m ,Lights Out Cube”, ahol a lampék egy 3 x 3 x 3-as kocka oldalain
vannak,
m ,Orbix”, ahol a l1dmpak egy dodekaéder csiicsaira vannak helyezve,
m ,Merlin”, ami a hetvenes években jelent meg, 3 x 3-as tablan kellett
jatszani, és valészinlileg a legels6 megjelent [ampas jaték lehetett.
1 2 3 4 5

6 |7 |8 |9 J]10

11 [12 |13 J14 |15 L_L
16 |17 18 |19 |20 LJ\

21 |22 |23 [24 |25
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Lampacskas jaték

ési matrix

llleszked

I 1
OO0 O0O0O0O0O0O0O0OO0O0O0O0O0O0O0OHOOO -

OO0 0O0O0O0O0O0O0O0OO0O0O0O0O0O0OHOOOHHM
0000000000000 00O—HOOOHH—HO
0000000000000 —HOOO—H——OO
0000000000000 —HO0OO——O00
0000000000000 —HO0O~—O00O
0000000000000 HOOO——H—HOOO—O
0000000000000 HOOO OO
00000000000 HOOOH—HHOOO—0O0O
0000000000 HOOOOHHOOO~HOO0O
000000000000 HHOOO0O~0O000O
00000000 HOOOHHHOOOHOOO0OOO
0000000 HOOOHHHOOO~HOOO0000O
000000 HOOOHHHOOO-HOOO0O0OOOO
000000000 HHOOOHOOOOOOOOO
CO00O0HOOOHHOOOOHOO0OOOOOOOO
OO0O0OHOOO-HHOOO-OO0OOOO0OOOOOOO
OCOHOOOHHHOOOHOOOOOOOOOOOO
O-HOOOHHHOOOHOOOOOOOOOOOOO
HOOOOHHOOOHHOOOOOOOOOOOOOO
OO0O0OHHOOOOHOOOOOOOOOOOOOOO
COHH—HOO0O—HO000000O000000000
OHHHO000—H00000000O000000000
HHHOO00O 0000000000000 00

TWHOOOHOO00000000000000000Y

I
<
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Lampacskas jaték

Egy gomb paros sokszori megnyomasa olyan, mintha egyszer sem
nyomtuk volna meg, mig pératlan sokszori megnyoméasa egy
nyomassal ekvivalens. Eszerint a nyomasok szdmat modulo 2
szamolhatjuk, vagyis > elemeivel.

Masrészt a fenti matrix is tekinthet6 [, folottinek, melynek i-edik
oszlopa azt adja meg, hogy az i jeli gomb megnyoméasara mely
lampak allapota valtozik meg.

Jeldlje x € 25 azt a vektort, melynek x; koordinataja 1, ha az i
gombot paratlan sokszor nyomtuk meg, és 0, ha péros sokszor. Ax
azt a vektort adja eredményiil, melynek i-edik koordinataja akkor 1,
ha az i gomb allapota az x vektor szerinti gombok megnyoméasa utan
megvaltozik, és akkor 0, ha nem.

Ha kezdetben a lampak allapotat egy b vektor irja le (b; =1, ha az i
lampa ég, b; = 0, ha nem), akkor e Iampak pontosan akkor
kapcsolhaték le, ha van olyan x vektor, melyre Ax = b.

3mMeiull
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Lampacskas jaték

kkor az Ax = 1 egyenletet kell megoldani:

7

ampa ég, a

7

m Ha minden |

T 1
HOHOHHOHO~0000O0—HO—O~—O 0O

OO0 —HO O~~~ O0~0O—~0O—~—0Q
0000000000000 O0OO0OOO0OO—HOO
0000000000000 0O0O00O0O-HOOO
0000000000000 0000O~H0O00O
0000000000000 000O-HO000O
0000000000000 000O~HO0000O
0000000000000 O~HO00000O
0000000000000 O-HO000000O
0000000000000 O-HOO0O00000O
0000000000000 OHOOOOOOO00O
0000000000000 -HOO00O0OO00O
000000000000 HOOOOOOOOOOOO
[=l=jelelelelelolelelelojelololololololelelefoele)
[=l=jeleleleleloleleljelolololololololelelelolele)
OO0 0O0O0O0O0OHOOOOOOOOOOOOOOO
[elelelololololtlelolelololelelelelelelele ==Y =]
[elelelolololeblolololelololelelelelelelele ==Y =]
[l=lelololelololololelololelelelelelelele ==Y
0000000000000 OO00O00000O
0000000000000 OOOOOOOO0O
0000000000000 00O0O0OO0000
0000000000000 0000000000
0000000000000 0000000000O
HOOO00000000000000000000Y

rref(A) =

R =

m A nem invertdlhaté ~» Ax = b nem oldhaté meg minden b vektorra!

m Az A rangja 23, tehat A magterének dimenzidja 25 — 23 =2

7

, hegy

(0111010101110111010101110),

(1010110101000001010110101),

vektora: 0, u

\'}

3mMeiull

(1101100000110110000011011).
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Lampacskas jaték

m Ezek tehat azok a mintdk, melyek gombjainak megnyomasa nem
valtoztatja meg a a [dmpak allapotat:

SR
SRR

az u vektor a v vektor az u + v vektor

ap a8

m A megoldasok egyikéhez a nulltér fenti elemeit hozzaadva megkapjuk
az 6sszes megoldast:

L

X+u-+v

3mMeiull
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