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Norma Euklideszi vektornorma és p-norma
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Norma Euklideszi vektornorma és p-norma

D Az x vektor euklideszi norméaja vagy mas néven abszollt értéke

n
1x[l, = ZXF = VxTx, ha x € R",
i=1

—
[x[l, = Z |xi|2 = \/)E, ha x € C".
i=1

m Manhattan (|x| + [y|), képméretezés (max{|x|, [y|}).

D A p>1valésra az x € C" vektor p-normaja |[x||, = (374 ]x,-]”)l/”,
mig ennek hatdrértéke a co-norma, azaz |[x||, = limp_cc [|X|,-
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Norma Euklideszi vektornorma és p-norma

m 1l-norma = rdcsnorma = Manhattan-norma

maximum norma = oo-norma

1/p
— i — i P — .
Il = Jim Ixll, = Jim (S hP] = max ]

B a legnagyobb abszolit értékii koordinata xmax (|Xi|/|Xmax| < 1)
n
1<) |xi/Xmax|? < n.
i=1

Mindegyik kifejezést 1/p-edik hatvanyra emelve, majd |xmax|-szal
beszorozva kapjuk, hogy

1/p
< |Xmax’n1/pa

|Xma><| < |Xma><| Z
=1

Xmax
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Norma A norma altaldnos fogalma

A Az el6z6 normak alaptulajdonsagai:
m [|x|| >0
m x| =0 < x=0(~ ad(x,y) =[x —y|| tavolsagfiiggvény
szeparalja a pontokat, azaz két kilénb6z6 pont tavolsdga sosem 0)
m ||cx|| = |c|||x|| (pozitiv homogenitas)
m |[x+y| <|x|]| + |lyll (hdromszogegyenlStlenség)
D Az f: R" — R, vagy f: C" — R fliggvény norma, ha
m f(x) > 0 minden x vektorra, és f(x) = 0 pontosan akkor all fenn, ha
x=0,
m f(cx) = |c|f(x) minden x vektorra,
m f(x+y) < f(x)+f(y)
m |[|x|| = || — x|| barmely ||.|| norméra igaz, hisz
= x|l = | = 1] x]] = [l

m haromszogegyenlotlenség masik alakja:
lz = x| > |llzll = Ix]|

3mMeiull
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Norma A norma altaldnos fogalma
A haromszogegyenl6tlenség p-normanal: Minkowski-egyenlétlenség:

X+ yll, < lIx[l, + llyll, - (1)
A Holder-egyenlétlenség a CBS-egyenlotlenség altalanositasa:
1 1
H
X"y < [Ix[|, llyllg, ahol =+ = =1. (2)
P q
Ha x — ||x|| egy norma, és A egy egy-egy értelmii linearis leképezés,
akkor az x — ||Ax|| leképezés is norma

max;{|x|} < \/‘Xl,2 + o xal? < x|+ -+ |xa| azaz

X[ oo < %[l < [1x]]; -
Masrészt
Ixlly < Vnlixlly, lIxlly < Vnlixllo és [Ixll; < nlixl, -

Minden norma folytonos fliggvény. 3MEIull
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Norma  Vektornormak ekvivalenciaja

D A .||, és |.||, normak ekvivalensek, ha van olyan c és d pozitiv valds
szam, hogy ||, < ¢l é |11l < d LIl

m Az 1-, 2- és co-normak ekvivalensek

T A K" téren értelmezett barmely két norma ekvivalens (K = R vagy
C).

m Ez csak véges dimenzids terekben igaz, itt tehat a
konvergenciakérdésekhez barmelyik norma jé.

3mMeiull
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Matrixnorma  Vektornorma matrixokon

D Az A € C™*" matrix Frobenius-normaja

Al = \IZZ |ajl* = \IZ A5 = $Z 1A113.
i=1 j=1

i=1j=1

T Frobenius-norma ekvivalens alakjai:

min(m,n)
|A]| g = y/trace(AHA) = Z o?
i=1

B [AMA]; = |[A;

nyom = sajatértékek Osszege
A Barmely x € C" vektorra és A € C™ " matrixra ||[Ax|, < ||A]lg x|/ -
B Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenldtlenségbdl:

n n
2 2 2 2 2 2
IAX[13 =D [Aux> <Y AL x5 = [A]IZ Ix]]3-
=1 =1 3IMEull
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Matrixnorma A matrixnorma &ltalanos fogalma

Matrixnorma

m A matrixnorma altalanos fogalma
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Matrixnorma A matrixnorma &ltalanos fogalma

I|I.]| - K" — R matrixnorma, ha

m ||A]| >0, és |A|| = 0 pontosan akkor &ll fenn, ha A = 0O,
m Al = |
m [A+B| <|[A]+]B]
m [[AC]| < [|A[[]IC].
II.|| egy tetszéleges vektornorma. Ekkor az

[All= max [[Ax]

egyenléséggel definialt fliggvényt a vektornorma altal indukalt
matrixnormanak nevezziik.

Jelolés: [|A[[, = maX||x| =1 [Ax],

Ha lineéris leképezésre értelmezziik, operatornormarél beszéliink.
A normék ekvivalencidjabdl ~~ barmely normaban az egységgdmb
korlatos és zart ~» a x — Ax fliggvénynek van maximuma és
minimuma

a definicié ekvivalens alakjai

||AXH i JAX]
||x||;£0 X[~ il [x]
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Matrixnorma Az 1-, 2- és co-norma matrixokra

T Legyen A € C™*" ekkor

n
|All; = maxz |ajj| = legnagyobb abszoliit oszlopésszeg,  (3)

i=1
m
Al = maxz |ajj| = legnagyobb abszoliit sorésszeg, (4)
H
IA]l, = A H x [y1AX| = o, (5)

HXI|2:1 Hy||2:1
Ha az A € C™" invertalhatd, akkor

1 1 1

ALl = max = = —, 6

H Hz Ixll,=1 || AX]|, Hrﬂnn |AX||,  on (6)
2

ahol o, az A legkisebb (pozitiv) szingularis értéke.

m Az 1-, a 0o- és a 2-normara szokasos masik elnevezés: oszlopnorma,
sornorma és spektralnorma. 3IMEI
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Matrixnorma Az 1-, 2- és co-norma matrixokra

B p=1: ha ||x]|; =1, akkor

[Ax]l; = Z Zauxj

i=1|j=1

n m m
<D0 Il | max Y fag = max ) fay]
=1 = |

E max elérhet6, ha k-adik oszlopossz. a max: ||Ae||; = m_axz |ajj|.
i=1

n m
<ZZrauHx,\ =" Ix1 " Jayl

i=1j=1 j=1 i=1

m

m p =o0: ha x| =1, akkor

n
> 3y

j=1

n n
< max Y layllgl < max Y |ayl.
i 1

[|AX]| o, = max
' j=1 j=1

Ez a maximum el is érhetd: ha a k-adik sor a max, akkor az

_ ( a1 Ak2 akn)
X = , yeee
|aka|” [akz] |akn|
vektorra [[x||,, = 1 és [|Ax||, = max; > 74 |a]. 3Meiull
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Matrixnorma Az 1-, 2- és co-norma matrixokra
m p = 2: A CBS-egyenlStlenség szerint [yHAx| < ||y|l, || Ax|l,, gy

max max_|y"Ax| < max [|Ax|, = ||A],.
[Ix[l,=1 [lyll;=1 lIx[l,=1

Legyen xq az a vektor, melyben ||Ax||, a max

AXO AXO
[Axoll, = max |[|Ax|, = [|A[l,, yo= = :
27 |xlly=1 2 2 [Axoll, Al

2 2
x0A"Axo _ [[Axoll; _ [IAl;

H
M AXO = = =
’ 1Al 1Al Al

= [|All-

3mMeiull
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Matrixnorma Az 1-, 2- és co-norma matrixokra

m Az ||A]|, = o1 igazolasidhoz a kovetkezé maximumot keressiik:

|Ax||5 xHAHAx
[A[l2 = max === = max ——.
x#0 ||)(H2 x#£0 xMx

Legyenek vy,..., v, a jobb szingularis vektorok, ekkor barmely

x = >>; ¢v;j # 0 vektorra

Lo ViATAY o xHANAX Y NG XM =) .
1 — H 5 N1 H — Al 2 2 - Y,
vi'vy xx Zj ¢ ZJ. ¢
tehat |A[5 = A1, azaz ||All, = VA1 = o1
o 1 1 L Ay,
20 |lyll,

——————— = max ———
min [JAx],  Ixls=1 [Ax], 570 HA ;
A= ||2

= max

lIxll,=1
A () = e e = [,

A~ szingularis értékei az A szingularis értékeinek reciprokai
A~! legnagyobb szing.ért. az A legkisebb szing.értékének recipra@Eull
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Alkalmazasok

Eckart—Young-tétel

T Kis rangl approximécio tétele — Eckart—Young-tétel A r-rangl, k-adik
szingularis értéke oy, jobb és bal szingularis vektorta vy, illetve uy.
Legyen

k
Ak = ZJ,’U,‘V}I—.
i=1
Ekkor A, az A matrix legjobb legfoljebb k-rangi kozelitése, azaz
min A~ Bl = A~ A,

r(rg)igk A~ BHz =||A - Ak||2 = Ok+1-

3mMeiull

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Vektor- és matrixi 2016. aprilis 29. 28 /29



Alkalmazasok

B 2-norméra: r(B) < k, igy dimN(B) > n — k.

Legyen V = span(vi,va,...,Vki1) @ k + 1 legnagyobb szing.ért.hez
tartozd jobb szinguléris vektorok altal kifeszitett altér.

Ha k > r, akkor kész vagyunk, A legjobb kozelitése A és oy41 = 0.

Felteheté r > k ~» dimN(B) +dimV > (n— k) + (k+1) > n ~
N(B)NV £
we N(B)NV, |wl|, = 1. Ekkor

2 2 2
|IA = Bll3 > [[(A = B)w|); = [|Aw]];
k+1 k+1

2 25 2 2
= ZU v/ wl Uk+1Z’V w|® =0k
i=1

Masrészt [|A — Ay, = oer, fgy A — Bll, > A — Agll,.
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