Bevezetés az algebraba 2 — Differencia- és
differencialegyenlet-rendszerek

Wettl Ferenc
Algebra Tanszék

BUDAPESTI MUSZAKI

INTEZET

EGYETEM
2016. majus 30.

3mMeiull

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Differencia- és dif 2016. majus 30. 1/36



Tartalom

Matrixhatvanyok konvergenciija

Differenciaegyenletrendszerek

Differenciaegyenletek alkalmazasai

Differencialegyenlet-rendszerek

3mMeiull

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Differencia- és dif 2016. majus 30. 2 /36



H Matrixhatvanyok konvergenciaja

=

Differenciaegyenletrendszerek

B Differenciaegyenletek alkalmazasai

w

B Differencialegyenlet-rendszerek

3mMeiull
~ WettlFerenc ~ Bevezetés az algebréba 2 — Differencia- és dif ~ 2016. majus 30. 3 /36



Matrixhatvanyok konvergenciaja

O-hoz konvergalas

T Egy A € C™" matrixra limy_., AK = O pontosan akkor teljesiil, ha
p(A) < 1.

B (=) A=CJC! « AF=CJkC!
Egy m x m-es Jordan-blokkra

MHATE (X
o 0 A s () AR m
k=

0 0 Ak

m gy limy_ 00 JK = O esetén Ak — 0 ~ |\ < 1.
m (<) |\ <1 esetén

k )\k—i

i
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Matrixhatvanyok konvergenciaja

Neumann-sor

T Egy A € C™" matrixra 372 o A¥ pontosan akkor konvergens, ha
p(A) < 1, és ez esetben 372 o Ak = (1 — A)~!

B (=) 372, AX konvergens ~~ 3°2° o JX konvergens minden
Jordan-blokkra ~ 3222, A¥ konvergens ~ |\| < 1.

B (<) p(A) <1~ limg_ oo Ak =0 ~
I-A)(+A+A%+ A =1 A 51~
I+A+A2+ .+ A4 konvergens és S2° Ak = (1 — A)~L.

3mMeiull
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Matrixhatvanyok konvergenciaja

Konvergens matrixhatvanyok

T Az A € C™" matrixra klim A pontosan akkor konvergens, ha
— 00

p(A) <1 vagy, ha
p(A) =1 ahol A =1 az egyetlen sajatérték a spektralkordn,
és a A = 1 geometriai és algebrai multiplicitdsa azonos.

Konvergencia esetén klim A =Py, az N(A —I)-re az O(A — 1)
—00
mentén valé vetités matrixa (az 1-hez tartozé spektralvetitd).
B Ha p(A) > 1 a hatvanyok divergélnak, ha p(A) < 1, O-hoz
konvergalnak. Marad az p(A) = 1 eset.

m Ha a spektralkéron van 1-t6l kilonb6zo sajatérték, akkor a hozza
tartozé Jordan-blokk hatvanyainak fé4tléiban az ceX'¥ hatvanyok
végtelen osszcillalé sorozatot adnak, ami miatt AX is divergens %ﬂuﬂ
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Matrixhatvanyok konvergenciaja

m Ha A = 1-hez tartozik egy m > 1 rendli Jordan-blokk, akkor annak
hatvanyai divergensek:

m Marad az az eset, hogy az 1-hez tartozé minden Jordan-blokk
1 x 1-es (1X — 1, tehat konvergens).

m Ekkor, ha az 1 multiplicitidsa s, akkor

A¥ = CJkC _C[O ge| C 7 =XiXel g i) 197
5 I, O] [Y]
K220 XX [6 O] Y; =X1Y] =Py
3MEIull
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Differenciaegyenletrendszerek

Fibonacci-sorozat explicit alakja

P A Fibonacci-sorozat fp =0, F1 =1, Fpy1 = Fo+ Fr-1 (0, 1, 1, 2, 3,
5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987,...) explicit alakja:

Fo= ;g ((1 +2¢§>"_ (1_2ﬁ>n>

M Keressiink a rekurziv képletre F,, = A" alakil megoldast!
AL = AT AL s N2 DN — 1= 0 e A = 15

[y

1
Az (1,);, A2, ...) sorozatok lin. ftlenek, ui.

a

1+ -
2 2

= Linedris kombinaciéik mind megoldasok: i (13/5)" +C2( L8)"

m A kezdeti feltételek (Fop = 0, F1 = 1) kielégitéséhez megoldandé

ca+co=0

1_'_\/5 1_\/5 ~ Cl = —C =
1 5 + o =1

5 3IMEI
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Differenciaegyenletrendszerek

Allandé egyiitthatés homogén lineéris differenciaegyenlet

D d-edrendii dllandé egyiitthatés homogén lineéris differenciaegyenlet:
Xp = 31Xn_1 + @2Xn_2 + ...+ agXn_q, ahol a1, as, ..., ay és a kezdeti
feltételil szolgald xp, x1, ..., X4—1 adott konstansok, Xxg, Xg+1, - - -
ismeretlenek. A DE karakterisztikus polinomja

x(t) =t9 —ajtd=! — at972 — . — a4, gyodkei a sajatértékek.

Ha (xo, x1, x2,...) és (Yo, y1,Y2,...) megoldasai egy (dllandd

egyltthatés) homogén lineéris differenciaegyenletnek, akkor

tetszdleges ¢, d € R konstansokra (cxg + dyp, cx1 + dyi,...) is.

T Ha \; gydke a karakterisztikus egyenletnek, akkor x, = >=; ¢;A}
megoldasa az egyenletnek. Ha a sajatértékek kiilonb6zok, akkor ilyen
alakban az 6sszes megoldas megkaphaté.

B Ha \;-k kiilénb6zdk, akkor d fiiggetlen megoldasunk van (mert a
Vandermonde-determinansuk nem 0), igy minden kezdeti feltétel
egyértelmiien megoldhaté lineéris egyenletrendszerre vezet.

m Ha X\ multiplicitdsa r, akkor a fiiggetlen megoldasok a kovetkez%smﬂ

DN UL LN L) LA
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Differenciaegyenletrendszerek

P x, =5x,_1—8xyp_2+4x,_3, x0=0, x1 =1, xo = 5.
M xA) =23 -5X2 48\ —4=(A-1)(A—-2)* ~
Osszes megoldas: x, = c11" + 2" + c3n2".
Kezdeti feltételekbdl: ¢t =1, o = -1, 3 =1,
mx,=1-2"4+n2" (0, 1,5, 17, 49, 129,...)

3mMeiull
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Differenciaegyenletrendszerek

Differenciaegyenletrendszer

D Els6rendii linearis differenciaegyenlet-rendszer:

Xkr1 = Axg homogén

Xkt+1 = Axg + by inhomogén

ahol xq, bg, by, by... ismert vektorok, x, ismeretlen, ha kK > 0.

T Az elsérendi lineéris differenciaegyenlet-rendszer megoldasa

xx = Akxq, (homogén)
k—1 .
x, = Akxg + Z Al—1-ip, (inhomogén)
i=0
ahol k > 0.

3mMeiull
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Differenciaegyenletrendszerek

m Minden allandé egyiitthatés d-edrendii lineéris differenciaegyenlet
atirhaté elsérendii linearis differenciaegyenlet-rendszerré, ui. ha

Xp — d1Xp—1 — axXp—2 — ... — AdXpn—d = 0, azaz
Xd — d1Xd—1 — d2Xd—2 — ... — addXpo = 0, akkor
[ x| [0 1 0 0] [ xo |
X2 : X1
0 O 1 0
Xd—1 0 0 0 1 Xd—2
| Xd | |91 a2 ad—-1 4ad]| |[Xd-1]
Xd a a2 dd—1 dd| [Xd-1
Xd—1 1 0 0 0 Xd—2
0 1 0 0
X2 : : X1
L X1 | _0 0 1 0_ L X0 |

El6bbi a kiséré matrix transzponaltja.

Wettl Ferenc
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Differenciaegyenletek alkalmazasai

P Szamitsuk ki az aldbbi n-edrendli determinans értékét:

D,=2

Wettl| Ferenc

0
-1
-1 2 -1
-1 2 (n-1)
0
-1
-1 2 -1
-1 2 (n—1)

Bevezetés az algebraba 2 — Differencia- és dif

-1 -1 0
0 2 -1 0
-1 2 -1
0 -1 2,y
-1 0
2 -1
-1 2 -1
-1

2 l(n-amemun
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Differenciaegyenletek alkalmazasai

2 -1
1 2
M—2X+1~A=1
A két figgetlen megoldas (1,1,1,1,...), (0,1,2,3,...)
mcot0o=2ca+oo=3~wcg=2, =1
m~D,=n+1.

ID1:2,D2:‘_ =3

3mMeiull
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Differenciaegyenletek alkalmazasai

P Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha a € R konstans, a # k:

i
€OS NX — €os na
I,,:/ —dx
0

COS X — Cos a

M lh=0hL=m Iht1 — (2cosa)l, + I,—1 = 0, ugyanis
/7r COS NX COS X — Sin Nxsin X — cos nacos a + sin nasin a
0

COSX —Cosa

COS nX — COS na
—2cosa———
COSX — Cos a

COS NX COS X + Sin nx sin X — COS nacos a — sin nasin a q
X

COSX — Cos a

:/ 2cosnxdx = 0, mert n > 0.
0

3mMeiull
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Differenciaegyenletek alkalmazasai

/ 2,_
2cosa =+ v4cost a 4:ei""i
2
az alapmegoldasok: (1,e,e23 e321 | ) (1,e7% e723 ¢733 )

B A2 - (2cosa)d+1=0~~ Ao =

ca+o =0, Cleai + C2€7'3i =T ~

.. T
ci(2isina) =m ~» ¢ = ——
( ) 2isina
. . ™ .. sin na
m /[, = ———(cosna+isinna) — ———(cos na —isin na) = m—
2isin a isina sin a
SMEIull
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Matrixhatvanyok konvergenciaja
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Differencialegyenlet-rendszerek

D Elsérendl explicit nemlineéris differencidlegyenlet-rendszer:
x' =f(t,x), ahol f:R xR" — R"
Autoném, ha idéfiiggetlen:
x' =f(x), ahol f:R" — R" (1)
Allandé egyiitthatés linedris (autoném lineéris), ha
x' = Ax, ahol A € R™", (2)

Az autoném DER egy konstans x(t) = u megoldasat egyensdlyi
helyzetnek nev.

A A konstans u pontosan akkor egyenstlyi helyzete az (1) egyenletnek,
ha f(u) = 0.

A Invertalhat6 A esetén a (2) linearis DER egyetlen egyensiilyi helyzete
a0. 3ME(ull
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Differencialegyenlet-rendszerek

Stabilitas

D AMH az u egyensilyi helyzetet stabil, ha barmely € > 0-hoz létezik
olyan § > 0, hogy ha barmely olyan x(t) megoldasra, melyre x(0) = xo
és |xo — u| < 4, igaz hogy |x(t) —u| < e a t > 0 intervallumon.
AMH az u egyensilyi helyzet instabil, ha nem stabil.

AMH az u egyensilyi helyzetet aszimptotikusan stabil, ha stabil, és
van olyan a > 0, hogy ha |xg — u| < «, akkor Jim x(t) = u.
o0

T Legyen o(A) = {A1,...,As}. A x’ = Ax DER egy x(t) megoldasa
m pontosan akkor aszimptotikusan stabil, ha Re(\;) < 0 minden
i=1,...,s esetén.
m pontosan akkor stabil, ha Re()\;) <
valamelyik \; sajatértékre Re();) =
multiplicitdsok egyenlok.

0 minden sajatértékre, és ha
0, akkor a geometriai és algebrai

3mMeiull
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Differencialegyenlet-rendszerek

Linearis DER megoldasa

A A Jordan-blokkok fiiggvénye alapjan

- ) n—1 7]
A 10 0 Lt oy
0 A 1 0 t (02
J=10 0 A Ol esetén e’ =€ |0 0 1 (;’1:3)!
0 00 A 0 0 0 ]

T (eAt)/ — AeAt
B pl. hatvanysorral
T Az x'(t) = Ax(t), x(0) = xo kezdeti érték probléma megoldasa

x(t) = ePtxo.
B (eMxq)’ = AePtxg, vagyis megoldas, mésrészt kielégiti a kezdeti
feltételt, ui. eA%q = Ixp = xo. SMEul
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Differencialegyenlet-rendszerek

Az x' = Ax DER barmely x; és x, megoldasidnak barmely cx; + dxp
lin. kombinaciéja megoldas.

Egyszerli behelyettesitéssel:
(cx1 + dx2) = cx] + dx5 = cAxy + dAxy = A(cxy + dxz)

Mivel minden megoldashoz tartoznak kezdeti feltételek, és minden
kezdetiérték-probléma megoldhaté az et oszlopainak linearis
kombinaciéjaként, ezért minden megoldas e”* oszlopainak linearis
kombinacidja.

Az el8z8ek szerint az X’ = Ax DER megoldasai vektorteret alkotnak,
és annak minden vektora el6all az e”t oszlopainak linearis
kombinacidjaként, tehat ezek az oszlopvektorok bazist alkotnak a
megoldasok terében, ha lineérisan figgetlenek (ezt késébb belatjuk).

Az x' = Ax DER megoldésai terének valamely bazisat alaprendszernek

nevezziik.
AMEIull
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Differencialegyenlet-rendszerek

Példa

P Héarom tartdly mindegyikében szennyezett viz van, a szennyezbanyag
mennyisége kezdetben ¢;, o, c3 a V liter mennyiségii vizben. A
harmadik tartalyba tiszta viz folyik C liter/sec sebességgel, minden
tartalybdl ugyanekkora sebességgel folyik ki az 6sszekeveredett viz.
Mennyi a szennyez6anyag mennyisége a tartalyokban t > 0 esetén, ha
feltételezziik, hogy a viz nagyon gyorsan és egyenletesen
Osszekeveredik.

C liter/sec »= G
7 e
V > a1
I
1%

>
L

3mMeiull
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Differencialegyenlet-rendszerek

M Jeldlje x;(t) az i-edik tartalybeli szennyez6 mennyiségét. At idS alatt
CAt mennyiségli tiszta viz folyik be, ugyanennyi ki, de a befolyd

t .
szennyez6 mennyisége 0, a kifoly6é X3\(/ ) CAt. lgy
Axs(t)  0-—=Wcat o C
At At sl = ()

A masik két tartalyba van befolyd szennyezés is, igy a kapott harom
differencidlegyenlet méatrixalakban a kovetkezo:

x1(t) cl-t 1 0 x1(t)
x5(t)| = v 0 —1 1] |x(t)
x5(t) 0 0 -1 |x3(t)

3mMeiull
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Differencialegyenlet-rendszerek

m Az eAt az A Jordan-alakjabél leolvashatd, mivel az épp a Jordan-alak
i ‘ < , .
konstansszorosa. Igy elég €At helyett ev-t szamolni:

C 1
vt 3l
1
0

m Innen a megoldas, figyelembe véve a kezdeti feltételeket is:

C 1/C4\2
c1 c C1+C27t+C3§(Vt)
x(t) =Pt || =e Vvt o+adt
c3 a3

3mMeiull
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Differencialegyenlet-rendszerek

, [ 21 B
X T X YT

IM xa(A) =X =6A+9=(A—3)* ~ Ap =3
m Sajatvektor: (1,1)t, Jordan-lanc: (—1,—-1) « (1,0)

ee=afer=t A= )

P Oldjuk meg az

3t 43t
e’ te _ —-t+1 t
leJt:[O e3t],eAt:CeJtC 1= g3t t ot41
1 —t+1 t 1 t+1
_ LAt _ A3t _ .3t
= x(t)=e H_e —t t+1] M_e t+2

3mMeiull
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Differencialegyenlet-rendszerek

31

‘|;)\1:3, m1:2,j:0,1,izla

PO =fOMN), j=01,....m—1, i=1,. .k

képletben.

m f(x) =¢e, f(x) = teX,
m p(x)=ax+b, p(x)=a,
f(3)=p(3) ¥ =3a+b a=te¥t

f'(3)=p'(3) te3t=a b= (1-3t)e3
m p(x) = te3ix + (1 — 3t)e3t ~
eAt = p(A) = te3t [ 2 1 + (1 — 3t)e¥t [1 0]

-2 4 01
m x(t) = eht E] = te¥t [_g 1 l;] + (1 —3t)e3t [ﬂ |t L

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Differencia- és dif 2016. majus 30.
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Differencialegyenlet-rendszerek

3M Ha A € R?*2 és \ geometriai multiplicitasa 1, algebrai 2, a
Jordan-lanc 0 < u < v, akkor {e*u, te*u + e*tv} alaprendszer, ui.

x = c1(e*u) 4+ oo(te*u + eMv)

m Esetiinkben A =3, u = (—1,—-1), v=(1,0), igy az 6sszes megoldas
1
3t

1 ~ C1:—2, C2:—1

3t +C2te3t N

X(t) = C1€e 1

1

m A kezdeti feltétel x(0) = (1, 2), ebbél

-

m A kezdetiérték-probléma megoldasa

-1 -1 1 t+1
_ _0u3t T _ L3t _ .3t
x(t) = —2e [_1] te [_1] e [O] e [t+2
3mMeiull
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Differencialegyenlet-rendszerek

Megoldasok fliggetlensége

D Az (a, b) intervallumon értelmezett x;(t), x2(t), . ..xn(t) flggvények
flggetlenek (a, b)-n, ha
axi(t)+ -+ cxn(t) =0

csak akkor allhat fenn minden t € (a, b) helyen, ha¢; =--- = ¢, = 0.
T Ha a W(xy,...,x,) Wronski-determinans legaladbb egy pontban nem
0, akkor a fiiggvények fiiggetlenek, ahol

x11(t) xo1(t) ... xmi(t)
W(Xl, ,Xn) _ X12.(t) X22.(t) . Xn2.(t)
Xln(t) in(t) . Xnn(t)
ahol x; = (X;1,X,'2, .. ,x,-n).

B trivi: ha W egy t helyen nem 0, akkor a cj-kre vonatkozé
egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd! (A tétel megforditasgme un
nem igaz pl. (t?. t). (t.1).)
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Differencialegyenlet-rendszerek

P Az x/(t) = Ax(t) DER alaprendszerét alkotjak At oszlopai. lgazoljuk
Woronski-determinanssal, hogy ezek lineérisan fliggetlen fliggvények!

M Az alaprendszer Wronski-detrminansa det(eA?).

det(eAt) = ef jN # 0 egyetlen t helyen sem.

3mMeiull
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Differencialegyenlet-rendszerek

Linearis differencidlegyenlet és differencidlegyenlet-rendszer

A Az y(M) = a1y(n=1) 4 2,y (n=2) L a1y + a,y DE ekvivalens a

kovetkezé DER-rel:

y ) a a
y(nfl) 1 0
: = 1
M
1% 0 0

Wettl| Ferenc

Bevezetés az algebraba 2 — Differencia- és dif

y(n_l)
y("fz)
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Differencialegyenlet-rendszerek

Wronski-determinans

D Az [ intervallumon értelmezett és ott legaldbb n — 1-szer diffhatd yy,

¥o,..., yn fuggvények Wronski-determinansan a
N Y2 cee Yn
" Yoo oo Yn
W(y1,y2,---,yn): : : .. :
-1 -1 -1
y{n ) y2(n ) . y’gn )

fuggvényt értjik.
T Ha az / intervallumon értelmezett és ott legalabb n — 1-szer diffhaté

Y1, ¥2...., Yo flggvények Wronski-determindnsa az /-n nem azonosan
0, akkor e fliggvények linearisan fliiggetlenek.

3mMeiull
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Differencialegyenlet-rendszerek

B ayitayt...tcayn=0~cy + e+ eyl =0

(k=0,1,...,n—1)
Az egyenletrendszer egylitthatdmatrixanak determinansa

n y2 Yn

" ST 7

W(y1,y2,---,_)/n): : : .. :
—1 -1 —1
yl(n ) yz(n ) o )/r(rn )

ami ha valamely t € / helyen nem 0, az egyenletrendszer
egyértelmiien megoldhaté.

m Az allitds megforditasa nem igaz:

{xz, ha x > 0, {x2, ha x < 0,
y1= =

0, egyébként 0, egyébként

W(y1,y2) =0, de a fv-ek fiiggetlenek. IME LI
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Differencialegyenlet-rendszerek

A fazissikrol

m 2-dimenzibs esetben a differencidlegyenlet-rendszerek megoldasai
szépen szemléltethetbek.

D Az autoném x' = f(x) (f : R” — R") egyenletrendszerek megoldasai
az R" térben gorbeként abrazolhaték. Bizonyos feltételek mellett
(pl. ha f lineéris), minden ponton at pontosan egy pélyagorbe
(trajektéria) halad. Az R” teret fazistérnek, a trajektéridkat, és/vagy
egy racs x pontjaiba hdzott x’ vektorokat is tartalmazé 4brat
fazisportrének nevezik.

m Egy ,phase portrait” mathlet

m A Wikipédia a fazis-sikrél, és az onnan szarmazé rajz a kovetkezo
oldalon:

3mMeiull

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Differencia- és dif 2016. majus 30. 35/ 36


http://mathlets.org/mathlets/linear-phase-portraits-matrix-entry/
https://en.wikipedia.org/wiki/Phase_plane

dx p=A+D

dat TAXTBY  g-ap-BC
dy — 2
T -CxtDy  ATP4d 3IME I
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