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Invarians alterek

D Azt mondjuk, hogy azUf < V altér az L : V — V lineéris
transzformacié (illetve az L valamely bazisbeli L méatrixanak) invarians
altere, ha minden x € U vektorra Lx € U (Lx € U).

T Az U <V altér pontosan akkor invarians altér az L lineéaris
transzformacidra nézve, ha U egy {ui,uy, ..., ux} bazisdnak minden
vektordra Lu; e U (i =1,..., k).

B (=) U invarians altér ~> & minden vektoranak képe U/-ban van ~~
Lu;etd (i=1,....k).
(<)Vui:lueld
LI x eU: x = xqu1 + xoUus + ... + XUy ~

Lx = x1Lu; + xoLupy + ... + xLug € U,
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P Tekintsiik az L : x — Lx matrixleképezést, ahol

1 -1 01

-1 0 01

L= 0 0 21
-1 -2 0 3

Mutassuk meg, hogy az U = span((1,—1,2,-1),(1,2,—1,2)) altér
invarians altere az L lineéris transzforméaciénak.
M Lu=(1,-2,3,-2), Lv=(1,1,0,1)
Elég megmutatni, hogy az [u | v | Lu | Lv] rangja 2.
m (még megmutathatjuk azt is, hogy e voktorok és képeik kozt mi a
linearis kapcsolat:
4/3 1/3]

1 0
rref (u | v | Lu | Lv]) = 0 1 —1/3 2/3|
=iu+

4 1 % )

azaz Lu = U — 3V
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Blokkdiagonalis matrixok

T Blokkdiagonalis matrixok és az invarians alterek L! az L : V — V lin
trafé két invarians altere U és W. Ha V = U © W, akkor L matrixa

S

a V minden olyan bazisaban, mely az U és VW bazisainak unidja.

m Altaldnositas: ha Uy, Us,. .., U a V vektortér invarians alterei, és
V=U ®...DBU akkor L matrixa blokkdiagonalis alakd minden
olyan bazisban, mely az alterek bazisainak egyesitése.
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L!' {ug,...,u.} és{wy,...,w,_,} az U és W egy-egy bazisa.
Mivel V =U & W, ezért egyesitésitk a V egy bazisat adja. L e bazisra
vonatkozé matrixa a bazisvektorok képvektoraibdl alkotott matrix:

Lu; = upuy + - -+ upu, +0wg + -+« + 0w,

Lwj =0uy + -+ +0u, + Wj 1 1W1 + -+ + W) W,

aholi=1,...,r, j=r+1,...,n. Igy a matrix alakja
_U11 u ... Up 0 0 PN 0 T
Ui, Uy ... Uy 0 0 0
L= ,
0 0 . e 0 Writlr+1 Wr42r41 - - Wn7r+1
| O o ... O Wri1,n Wri2pn ..  Wpp |
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Altalanositott sajatvektorok és a Jordan-blokk

m Az A =

oo~
e Y N
A RO

Ae1 = 4e1
matrix hatdsa a standard bazison: Aes; = e + 4es

Aesz = e) + 4e;

(A—4l)e; =0
Atrendezés utan: (A—4l)e; =e;
(A — 4|)E3 = e

m A — 4l hatdsanak diagramja: @ A% e; A4 e A4 e;

m Eszerint e; sajatvektor, és A-nak mas sajatvektora nincs, viszont
(A —41)%e; =0

3 _
(A —4l)’e3 =0. 3IME W]
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Altalanositott sajatvektor

D Az x # 0 vektort a négyzetes A matrix \ sajatértékéhez tartozd
altalanositott sajatvektoranak nevezziik, ha valamilyen k természetes
szamra (A — M)*x = 0.

k =1 esetén x sajatvektor. Az altalanositott sajatvektorokbdl allé x;
(i=1,2,...,k) sorozatot Jordan-lancnak nevezziik, ha

(A — Al)x; =xj_1 és (A — Al)x; = 0.

Egy tér altalanositott sajatvektorokbdl all6 bazisat Jordan-bazisnak
nevezziik.

m A Jordan-lanc definicidja korrekt: ha x, altalanositott sajatvektor,
melyre (A — A)¥x, = 0, de (A — A1) ~Ix, # 0, akkor minden i < k
esetén x,_; = (A= Al)'x, (i = 1,...,k — 1) vektorok is 4ltalanositott
sajatvektorok. Ez abbdl kdvetkezik, hogy

(A = XD x,_i = (A= XDT(A = AD)ix, = (A= A% =0
3ME(ull
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Jordan-lanc és Jordan-bazis konstrukcidja

P Keressiink egy Jordan-bazist! Tudjuk, hogy xa(x) = (4 — x)3.

6 -1 -3
A=|-1 5 2
2 -1 1

M A sajataltér 1-dimenziés, melyet az x = (1, —1,1) vektor feszit ki.
m(A—41)2=0,de (A—41)2#0 ~ Ixz3: (A—41)>x3 #0

[ ] -1 0 1
(A—41)2=| 10 1|,
-10 1

~ (A= 4)2%(x,y,z) = (—x + z,x —z,—x + z) ~ x # z, pl (1,0,0)
A—41 A—-41 A—41
0 A 5 = (-1,1,-1) & x, = (2,-1,2) &= x5 = (1,0,0)
3mMeiull
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m A alakja az {xi,x2,x3} bazisban

4 10
J=1(0 4 1],
0 0 4
ugyanis Axz = x> + 4x3, Axy = X1 + 4x2, Ax; = 4x3, aminek

matrixszorzat alakja:

Alx1 | x2 | x3] = [x1]x2]x3]

o O b

1
4
0

&~ RO

~~ XTIAX = J, ahol X = [x1 | x2 | x3] (X az € « X attérés métrixa!)
m Konkrétan: J = X"1AX =

0 2 1 6 -1 -3 |-1 21 4 10
01 1{ -1 5 2 1 -1 0|=1]0 41
1 0 -1 2 -1 1{[-1 2 0 0 0 4

3mMeiull
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2 -3 2
PC= |4 10 —4|, xc(x)=(4—x)3
4 6 0
M Sajataltér: span((1,0,1),(0,2,3))
(C — 41)2 = O (legféljebb ketté hosszii lancra szamithatunk),
E|X2 . (C - 4|)X2 75 0

. —2 -3 2
C-4l=| 4 6 -4,
4 6 —4

~ pl. xo = (1,0,0) megfelel.
m x; = (C—4l)xy = (—2,4,4) (a sajataltérben van, de kiilonbozik a
kapott sajatvektoroktdl: x; = (—2,4,4) = —2(1,0,1) + 2(0,2,3).)
m y; legyen fliggetlen x;-tdl:

0 %y = (—2,4,4) & %, = (1,0,0)

c—al
0 y1=(1,0.1) SMELI
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m C alakja az {x1,xp,y1} bazisban

410
040
00 4
mJ=X!AX =
0 % O[22 -3 2][-211 410
1 3 —-1|| 4 6 —4|| 4 0 0/=]|0 40
0 -1 1|| 4 6 —4|| 401 00 4
3MEIull
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Jordan-blokk

D Azt a négyzetes matrixot, melynek f6atléjaban azonos A értékek,
folotte 1-esek, egyebiitt 0-k allnak, Jordan-blokknak nevezziik:

A1 0 ... 0O
O X1 ... 0O
O 0 AN ... 0O
Jy= S (1)
0O 0 0 ... X1
(000 ... 0 A

m Egy Jordan-blokknak a standard bazis minden vektora altalanositott
sajatvektora, ugyanis i > 1 esetén Jye; = \e; + e;_1, azaz
(Jx — Al)e; = ej_1, és igy e vektorok egyetlen Jordan-lancot alkotnak:

Al A-)l A-)l A-)l
0 «—— e «—— e e,

m Sét, ha egy matrix Jordan-blokkokbdl all6 blokkdiagondlis matrix,
akkor a standard bazis Jordan-lancokbél &ll. 3Meiull
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Jordan-normalalak

T Barmely A € C"*"-beli matrix hasonlé egy Jordan-blokkokbdl allé
blokkdiagonalis matrixhoz, azaz 3C : J = C"'AC alakja

J; O ... O
o J ... O

)= : o : (2)
O 0 ... J

ahol k az A fiiggetlen sajatvektorainak maximalis szama, és J; az
i-edik sajatvektorhoz tartozé Jordan-blokk.

m minden komplex linearis transzformaciéhoz van olyan bazis, melyben
matrixa Jordan-normalalaki (a bazis a C oszlopvektoraibdl all).

m A kiilonb6zé Jordan-blokkok kiilonb6z6 sajatvektorokhoz tartoznak,
de egy sajatérték tobb Jordan-blokkban is szerepelhet.

D Az A = CJC! alakii felbontasat az A Jordan-felbontasanak nev.

m [ test, A € F"*" §sszes sajatértéke F-beli = a tétel igaz. 3IMEuIl
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Megmutatjuk, hogy ha van maximum k fiiggetlen sajatvektor, akkor
taldlhaté k Jordan-lanc is, melyek vektorai a tér bazisat adjak.
Teljes indukcié: n=1 v/, tth minden n-nél kisebb rendii méatrixra
igaz.

(A, x) sajatpar, N, a sajataltér, dimenzi6ja r, Oy = O(A — Al).
r>0~dim(O\)=n—r<n

O, invarians altere A-nak, azaz A(O,) C O,,

ugyanis O, elemei (A — Al)v alakiak, ahol v tetszéleges, és

A(A — A)v = (A2 — \A)v = (A — MI)(Av) € O,.

Jeldlje A az A matrixleképezés Oy -ra valé lesziikitésének matrixat,
rendje n —r. A — )\l és A — Al hatdsa Oy-n azonos.

Indukcids feltevés: léztezik Jordan-lancokbdl allé bazisa:

0 Al 1 A A-Ml g
{ 1 { ) { 51
A—)ol A—)ol A—Xol
0 A 2 Ael Al
ANl o Al ANl p
0 «— xq Xs, 3IMEN
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g =dim(O, NN,)
g =0 (O)xNN, =1{0}) ~ O, és N, kiegészitd alterek ~» O,
J-bazisa U N, egy bézisa = tér egy Jordan-bazisa

g > 0. N elemei az A sajitvektorai: Q egy bazisa xi, x3,..., x{.
Lancaik végén xé‘k € Oy ~ Jyi: (A= Ay, = x’s‘k (k=1,2,...,q).

A dim(N)) =r, dim(Q) = g ~ z3,..

A-2
0 +—

A-
0
0 A-Agil

A=l
0 —

A-
0

A-)
0 +—

Wettl Ferenc

1 Al Y
X] — ... —

q A-2)l A-2)l
b — .. —
a+1 A=Al A—Xgi1l

b & .

p Al Al
X3 R
Z

Z_g
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.,Zr_q sajatvektorokbdl:

1 A-)l

x51 Y1

q A—Al
Xsq ¢ Yq
q+1
x5q+1
XP
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x-vektorok szdma n — r, y-vektorok szdma q, z-vektorok szama r — q,
(n—r)+qg+(r—q)=n.
Megmutatjuk, hogy fiiggetlenek (az x- és z-vektorok azok). Tth

D Gxi+ > neye+ > Gz =0,
i t p

ahol nem minden n; = 0.

Szorozzuk meg az egyenléséget (balrdl) az A — Al-val. Minden vektor
x-vektorok linearis kombinacidjaba megy, mivel (A — Al)y: = x{ ,
ezért lesz nemnulla n egylitthatd, és ez ellentmondas.

3mMeiull
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P Hany nem hasonlé normalalak létezik, ha x(A\) = (1 — \)*.
M

O O O =
O O - =
o= OO
= = O O

coor oo o R
OOk, K, OO RO
O, O O+HOO
O oo —~Oooo
.
coor~r oo o+
OR MR, O O+HOO
OO —OOoOo

OO, MM OOKFM
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A Jordan-alak egyértelmiisége

T Egy komplex matrix Jordan-normalalakja a Jordan-blokkok
sorrendjétdl eltekintve egyértelm.

B Elég belatni, hogy barmely két hasonlé matrix Jordan-alakjanak
meghatarazé adatai a hasonlésagra nézve invariansak.

m A Jordan-blokkok, és igy a Jordan-lancok szdma megegyezik a
fuggetlen sajatvektorok maximalis szdmaval — ez invarians.

m TFH A minden sajatértéke \. Pl. xa(x) = (A — x)!3, és

o © O © ©

Wettl| Ferenc

A-Al

1 A=A 1 A=
5 A= 5 A=)
X] < X3

3 A=A 3 A=A
X] < X3
4

X1

5

Xy
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m A leghosszabb lanc 4-elemii: 4 az a legkisebb s kitevd, melyre
(A—Al)*=0.
Egy matrix hatvanyanak zérus volta is invarians, igy hasonlé
matrixokra a leghosszab lanc hossza is azonos (ha A ~ B, akkor
A— )Xl ~B-)l).

® n;: A\-hoz tartozé i-hosszii Jordan-lancok szama (itt ny = 2, np =0,
n3 =1, ng =2).

m (A — Al) hatvanyainak rangjabdl

r(( 3) 2
n3+2n4—r(( 2)
np+2n34+3na=r(A—= M) =

n1—|—2n2—|—3n3+4n4:r((A )\I) n =13,

5

Ez egyértelmiien megoldhaté. 3IMEI
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m Altaldban
ng =r ((A-)T)
ns-1+2ns =r (A= A2
ns—o +2ns1+3ns = r (A= )3

m+2n34---+(s—1)ns =r(A—Al)
m +2n+ -+ (s—1)ns_1 + sns = n.

a jobb oldalon invaridns értékek vannak, az egyiitthatématrix
haromszog alakd mellékatléjaban csupa egyes van ~» a megoldas
egyértelmii, masrészt a megolddsok mindegyike egész szam
(visszahelyettesitéssel mo-hatd).

3mMeiull
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m tobb kilonbozé sajatérték esetén: ha A algebrai multiplicitasa m(\),
akkor A — Al hatvanyainak rangjahoz az 6sszes A-tél kiilonb6zd sor
eggyel hozzajarul, igy az egyenletrendszerek jobb oldalabdl
(n — m(\))-t ki kell vonni.

ng=m(\) —n+r ((A _ )\|)s—1)
Ns—142ns = m(A\) — n+r <(A _ M)H)
ns_o+2ns_1 + 3ns = m()\) —n+4r <(A _ )\|)s—3)

np+2n3+---+(s—1)ns=m(\) —n+r(A—=Al)
m—+2n+---+ (s —1)ns_1 + sns = m(\)

QED

3mMeiull
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P A c C10%10 )\ 10-szeres algebrai multiplicitast sajatérték. A — Al
hatvanyainak rangja rendre 5, 2, 1, 0. Irjuk fel a
Jordan-normalalakjat!

M A blokkok szdma, ami megegyezik a Jordan-lancok szamaval 5, mivel
n—r(A—=X)=10-5=5.
A leghosszabb lanc hossza 4, mivel A — Al legkisebb zérusmatrixot
adé hatvanya a 4-dik.

Az egyenletrendszer és megoldasa, valamint a J Jordan-matrix:

Al
ng=1 ng=1 /\il
n3 +2ng =2 n3 =0 2
3 N - 3 = J= A
n2—|—2n3—|—3n4:5 np =2 N1
A
ni +2n> +3n3 +4n4 =10 ng =2 AA

3mMeiull
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P A c C'*** karakterisztikus polinomja (3 — A\)>(2 — \)3(1 — \)*.
A — 3l hatvanyainak rangja rendre: 12, 11, 10, 9;
A — 21 hatvanyainak rangja rendre: 12, 10, 9;
A — | hatvanyainak rangja rendre: 11, 10.
lrjuk fel a Jordan-normalalakjat!
M n=14, m(3) =5, m(2) =5, m(1) =4.
A = 3: a blokkok (Jordan-lancok) szdma n—r(A —31) =14 —-12 = 2.
A leghosszabb [anc hossza s = 4, ugyanis ez a legkisebb s, melyre
r((A —31)°) = 14 — 5 = 9. Az egyenletrendszer és megoldasa

n4:5—14+10:1 n4:1
n3+2n4:5—14+11:2 n3:O
=
n2+2n3—|—3n4:5—14+12:3 n =20
ni+2ny+3n3+4ns =5 m=1
3ME(ull
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m Hasonldan jarunk el a tobbi sajatértékkel is:

ns=5-14+10=1 ng =1
n+2n3=5-14+12=3 = nm=1
ni+2n+3n3 =5 n=0
=
ni+2n=4 np=2
31 _
31
31
3
3
2 1
“ 21
m Osszefoglalva: J = 5
2 1
2
11
1
e 3MEI
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Jordan normalalak és minimalpolinom

T Legyen az A € C"™" matrix spektruma o(A) = {A1, A2,..., As}.
pa(x) = (x = A1)™(x — A2)™ ... (x — As)™, ahol my a Ay-hoz tartozd
legnagyobb Jordan-blokk mérete.
ua = Xxa <= A minden sajatértékének 1 a geometriai multiplicitasa.
A diagonalizdlhaté <= a minimalpolinom lineéris tényezdk szorzata:
ua(x) = (x = A1) (x — X2) ... (x = As).
B Hasonlé matrixok minimalpolinomja azonos, elég csak a Jordan
S

normalalakd métrixokra szoritkozni. xa(x) = H(X — i)

i=1
s

pa(x) [ Xa(x), x = Ai | palx) ~ pa(x) = [T = )" (1 < ki < ).
i=1
pua(x) = ITi=1(x — Ai)™ annullalja A-t, hisz (A — X\;1)™ annulllja az
6sszes \j-hez tartozé Jordan-blokkot ~~ JT(A — A;1)™ = O.
ha vmely x — \; tényez6 m;-nél alacsonyabb hatvanyon szerepelne,
nem annulldlnd a A;-hez tartozd legnagyobb Jordan-blokkot, igy_e
blokk nem lenne zérus p(A)-ban sem (I];.;(A — Ajl) # O) AMEul
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A = XA <= A minden sajatértékéhez egyetlen Jordan-blokk
tartozik <= minden geometriai multiplicitas 1.

A diagonalizdlhat6 <= minden Jordan-blokkja 1 X 1-es <= a
legnagyobb Jordan-blokkok 1 x 1-esek.

3mMeiull
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Valds Jordan-alak

m Valés matrix Jordan-alakja komplex sajatértékek esetén nem valds, de
atalakithaté.

T Minden A € R"*" métrix hasonl6 egy olyan blokkdiagonalis
matrixhoz, melynek minden diagonélis blokkja vagy valés
sajatértékhez tartozé Jordan-blokk, vagy egy t-multiplicitasi komplex
a £ bi sajatértékparhoz tartozd 2t x 2t méretd,

a b 1 0 0 O
—b a 0 1 0 O
0 O a b 0 O
0 0 —b a 0 O
0 O 0 O a b
L 00 00 ~b a
alakd blokk. 3MEIull
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B Valés sajatértékhez tartozé invarians altérben valds vektorokbdl is
taldlunk Jordan-lancot, pl. a komplex lancok vektorainak valds része
megfelel.

m Legyen a & bi komplex sajatérték t multiplicitassal, a Jordan-lanc
u; + vii, up + voi,. .., ahol
A(uj £ vji) = (a £ bi)(uj £ vji) +uj_1 £ vj_1i,
A(u; £ vii) = (a £ bi)(ug £ vii).

m Llegyen t =2, at=16ésat>2 esetek kezelése hasonld. A valds és
imaginarius részek 6sszevetésébal

Au; = au; — bvy
Avy = bu; + av;
Aur = aup, — bvs + u3
Avy = bus + avy + vy

3mMeiull
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m Matrix alakban

AU1

Wettl| Ferenc

V1

a b 1 0
v } _ [ v v } —b a 0 1
0 0 —b a

AMEIull
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000 -5
1 00 14
01 0 —-14
0 01 6
X(x) = x* —6x3 4+ 14x% —14x +5 = (x =2 —i)(x —2+1i)(x — 1)?

=

(

iséré matrix)

-1 0 0 -5

1 -1 0 14 [F}90 0
A-l=| o 1 | _Ll—olo1o -9
001 5

0 0 1 5
X1 = (—5, 97 —5, ].),
(A —1-1)2 nullterét gyorsabb Ggy szamolni, ha nem A — I-t szorozzuk
Onmagaval, hanem lépcsos alakjat jobbrél, és annak a szorzatnak
vessziik a |épcsOs alakjat, ugyanis

(rref(A —1D)(A—1)=E(A—1)(A—1)=E(A—1)?

vagyis a szorzat az (A — I)2-en végrehajtott elemi sormiiveletek
eredménye. 3IMEuIl
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-1 0 5 20
1 -1 -9 -31 10 -5 —20
mrref(A—1)(A-1)= 0o 1 4 11| "o 1 4 11]

0 0 O 0
innen x2 = (5, —4,1,0), és (A — I)xp = x3.

—2—1 0 0 -5
. 1 —-2—-1i 0 14
mA-(2+i)l= 0 1 —o—i —14| ™
0 0 1 4—1
1 00 2—1
0 1 0 —-5+2i
0 01 4 —1i

inneny; = (—-2+1,5—2i,—4+1i,1)

3mMeiull
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m A 2 — i sajatértékhez tartoz6 sajatvektort nem kell kiszamolni, mert
az nyilvan y; konjugéltja lesz, azaz yp = (-2 —1i,5+2i,—4 —i,1)

m Osszefoglalva:

241 0/0 O -24+i —-2—-1 -5 5
- 0[2—i[0 0 c_|5-2 5+2 9 -4
- 0 ol1 11’ T |l-4+i —4-1 -5 1
0 0/0 1 1 1 1 0
m Innen a Jordan-felbontas A = CJC1.
IMEIull
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