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Valés kvadratikus alakok

Homogén masodfokl polinomok matrixszorzatos alakja

D
P
M
D

Homogén masodfoki polinom: minden tag masodfoki.
lrjuk matrixszorzat alakba a 2x? + 4xy — y? polinomot!
2 4| |x 2 2| |x
2 2 _
e 1 A I R

(Valds) kvadratikus alak (kvadratikus forma):
R” — R:x — x' Ax

fuggvény, ahol A szimmetrikus matrix.

R helyett barmely nem 2-karakterisztikaji (azaz nem 2-hatvany

elemii) test felett értelmezhet6 a kvadratikus alak igy, de komplexekre
érdekesebb lesz a

komplex kvadratikus alak: C" — C; x > xHAx

Igazolni fogjuk, hogy komplex kvadratikus alaknal kiilénb6z6

matrixok kiilonb6zd alakot adnak, és egy ilyen alak pontosan akkor
valés értékii, ha A 6nadjungalt. 3IMEuIl
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

Valds kvadratikus alakok
m Fotengelytranszformacié

Bilinearis fuggvények

Bilinearis fliggvények és kvadratikus alakok kapcsolata
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

Fotengelytétel

T L! A € R™" szimmetrikus, Q ortogonalis: QTAQ=A diagonalis.
Ekkor az x = Qy helyettesités az x" Ax kvadratikus alakot az y' Ay
kvadratikus alakba transzformalja, mely kifejtve csak négyzetes
tagokat tartalmaz, azaz

x'Ax = y"Ay = )\1y12 + )\2)/2% + o+ )\ny,?, (1)

ahol A1, Ao,..., Ay az A matrix sajatértékei.

m detQ = +£1. A Q mindig valaszthat6 jobbsodrasiinak, azaz hogy
det Q =1 legyen.
Ez elérhetd, ha det Q = —1 esetén Q barmelyik oszlopat —1-szeresére
valtoztatjuk. Ez a kvadratikus alakot nem befolyasolja, hisz abban
csak a sajatértékek szerepelnek.

m A fotengelytétel alkalmazasat egy kvadratikus alakon
fétengely-transzformaciénak nevezziik. IME
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

Fotengelytranszformacio

P f(x,y,z) = x?> +2y? +22% — 8xy + 4xz

1 —4 2| |x
M A matrixszorzatalak [x 3% z] —4 2 0| |y
2 0 2| |z
m karakterisztikus polinom: —A3+5)\2 4+ 12) — 36, sajatértékek 6, —3,

1
2, a sajatvektorok rendre (2,-2,1), (—5,—4,2), (0,1,2).
m A kvadratikus alak

6 0 0] (¢
€ n ¢ |0 =3 0| [n| =662 -3 +2¢%
0 0 2| (¢
2 50
m -2 —4 1| <0 ezért egyik vektort —1-gyel szorozzuk ~~
1 2 2
; ‘s It bazis: (2. 2 1) (5_ 4 _ 2
J(c())bbfodr;s)u ortonormalt bazis: (5,—%,3), (3\/5, N 3\/5)' 3MEL
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

Homogén masodrendii gorbe abrazolasa

P Abrazoljuk a 3xZ — 4x1x2 + 3x5 = 1 egyenletii gorbét!

M A kvadratikus alak matrixa
3 =2
-2 3

m x(\) = A2 — 6\ + 5, sajatparok: (5,(—1,1)), (1,(1,1))
B Q-t 1-determinansinak valasztva

1 11 50
S R LR
m x = Qy helyettesités utan 5y? + y2 = 1, azaz

2
b4 2
(%) =l
V5 3IMEul
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

Masodrendii gorbe centralis helyzetbe hozasa

P Abrézoljuk a 9><12 —4dxy1x0 + 6><22 —10x; — 20xp + 5 = 0) egyenleti
masodrendli gorbét, centrumat, tengelyeit!

M Az A sajatfelbontasabél x” Ax + Bx + C =y Ay + BQy + C, ahol
x = (x1,%), y = (y1,)2), x=Qy, B=[-10 —20], C =5,

9 -2 10 0 1] 21
A:[—z 6]’1\:[0 51’02\/5[—1 2]’

~» 10y2 + 5y2 — 10v/5y5 + 5 = 0 ~» 10y2 + 5(y2 — 2v/5y, + 5) = 20
2 2
m (z1,2) = (y1,y2 — V/5) jeldléssel: 222 + z3 = 4, azaz (\%)2 + ;—22 =1

m A féltengelyek hossza v/2 és 2, a kézéppont (y1,y2) = (0,1/5), azaz
(Xl,XZ) = Q(O, \/g) = (172)'

m a tengelyek irdnytangense 2 és —1/2,
egyenletik y = 2x, x + 2y = 5. IMEuIl
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

3Meiull
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

P Abrazoljuk a 4x2 — 12x1%0 + 9x2 + x1 — 8xp = 3 egyenletii gorbét!
M Az A sajatfelbontasabdl x” Ax + Bx + C =y’ Ay + BQy + C, ahol
X = (X1,X2), y = (yl,yz), X = Qy, B = [1 — 8], C = —3,

4 —6 13 0 1 2 3
A_[—(i 9]’A_[O 0]"3_\/@[—3 2]’
~ 13y2 4+ 2v13y1 — V13y, =3 =0~ (V13y1 + 1)? = 13y, + 4

m (z1,2) = (V13y1 + 1,V13y, + 4) jeldléssel: z2 = z,.

m A parabola csticspontja (y1,y2) = (—1/1/13, —4//13), azaz
(x1,%) = Q(~1/v13,-4/1/13) = (-14/13,-5/13),

m a tengelyek egyenlete y + 2 = —3(x + %) yt+ 3= %(x + %)

3Meiull
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

P Abrazoljuk a x? + 6x1x0 — 7x3 — 2x1 + 10xo — 5 = 0 egyenletii
masodrendii gorbét, centrumat, tengelyeit, aszimptotait!

M Az A sajatfelbontasabél x” Ax + Bx + C =y’ Ay + BQy + C, ahol
X = (X1,X2), y= (yl,yz), X = Qy, B = [—2 10], C= —5,

1 3 2 0 1 (3 -1
A=y asli

Vvio|l 3
2_y1 8_)/2‘i_\/*.y]_"i_\/*.)/2_5:0""‘>
2+ A2 Bl — 2o =2
_ 1 2 ). 2 2 _ 2 F
l(zl,22)—(y1+ﬁ,y2—ﬁ). 21—422—1,323221—@—1

m A féltengelyek hossza 1 és % a kozéppont
11

12
(x1,%) = Q(—ﬁ, ﬁ) =(-2:2)
m a tengelyek irénytangense % és —3, egyenletiik (y — %) = %(x + %)
(v —3) = —3(x +3),
m az aszimptotak wanytangensei leolvashatdk az eredeti egyenletbdl:
y=x+1l(y—3=x+3)éy—3=-1(x+3) 3MEul
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

Valds kvadratikus alakok

m Kvadratikus alakok definitsége

Bilinearis fuggvények

Bilinearis fliggvények és kvadratikus alakok kapcsolata

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Kvadratikus alako

2016. janius 10.

3Meiull

16 / 50



Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

Kvadratikus alakok és matrixok definitsége

D Amh az f(x) = x" Ax kvadratikus alak

m pozitiv definit, ha f(x) > 0,

m pozitiv szemidefinit, ha f(x) > 0,

m negativ definit, ha 7(x) <0,

m negativ szemidefinit, ha f(x) <0
barmely x # 0 vektor esetén.
Amh f

m indefinit, ha pozitiv és negativ értékeket is folvesz.
A szimmetrikus A matrixot pozitiv/negativ
definitnek /szemidefinitnek, illetve indefinitnek nevezziik, ha a hozza
tartozé kvadratikus alak az.

3Meiull
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

Példak definit és indefinit kvadratikus alakokra

m f(x,y) =x*+2y% g(x,y) = x* = 2y% h(x,y) = —x* = 2y?,
k(x,y,z) = x* + 2y?
f pozitiv definit, hisz az (x, y) # (0, 0) esetén értéke mindig pozitiv,
g indefinit, h negativ definit, és k pozitiv szemidefinit, hisz értéke
(x,y,z) # (0,0,0) esetén is lehet 0 (ha x =y =0, de z # 0)

m Ha A negativ definit, akkor —A pozitiv definit. Hasonlé allitas igaz a
szemidefiniségre is.

m Ha A = [3], azaz A 1 X 1-es, akkor A pontosan akkor pozitiv definit,
ha a > 0.

m Az identikus matrix pozitiv definit, ugyanis x"Ix = x
pozitiv, ha x # 0.

m Tetszbleges A valdés matrix esetén ATA pozitiv szemidefinit, ugyanis
x"ATAx = (Ax)T(Ax) = |Ax|? > 0.

m ATA pontosan akkor pozitiv definit, ha A teljes oszloprangli. 3IMEWN

Tx = [x|?, ami
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

Definitség meghatarozasa a sajatértékekbol

T A valds szimmetrikus A matrix, illetve az x" Ax kvadratikus alak
pontosan akkor

pozitiv definit, ha A minden sajatértéke pozitiv;

pozitiv szemidefinit, ha A minden sajatértéke nemnegativ;
negativ definit, ha A minden sajatértéke negativ;

negativ szemidefinit, ha A minden sajatértéke nempozitiv;
indefinit, ha A-nak van pozitiv és negativ sajatértéke is.

3Meiull
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

P Hatérozzuk meg az

2 1 1 01 1 2 1 1
A=1|1 21|, B=[101], c€c=]1 -2 1
112 110 1 1 -

matrixok jellegét (definitségének tipusat)!
M Az A matrix sajatértékei 1, 1 és 4:

2 1 1| |x 1 0 0] (& . ,
[x y z] 1 2 1| |y :[f n Q} 0 1 0| |n| =&+n"+4C
1 1 2| |z 0 0 4| |¢C

~> pozitiv definit.

m B sajatértékei —1, —1 és 2, a fétengely-transzformacié utan kapott
alak —¢2 — 2 +2¢? ~ indefinit (pl. (1,0,0) helyen negativ, a
(0,0,1) helyen pozitiv).

m C sajatértékei —3, —3 és 0, igy a fotengely-transzforméacié utan
kapott alak —3&2 — 31? + 0(? = —3£2 — 31)? ~» negativ szemidefinit
((0,0,1) helyen 0, és pozitiv értéket nem vesz fel). 3IMEull
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

Pozitiv szemidefinit matrixok faktorizacidja

T A szimmetrikus A € R™" matrix pontosan akkor pozitiv szemidefinit,
ha van olyan C matrix, hogy A = CTC.

B (<) (az el6bb belattuk)
m (=) A szimmetrikus ~ A = QAQT

m A pozitiv szemidefinit ~~ minden sajatértéke nemnegativ ~~ A
foatlobeli elemeibdl négyzetgyokot lehet vonni

m A2 = diag(VAq, ..., v/ ), C=A2QT jeldlésekkel
A = Q(A3)TAzQT = CTC.

3Meiull
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Valés kvadratikus alakok

P Van-e olyan C matrix, melyre A = CTC?

5 4
A=| 4 5
—2 2

Kvadratikus alakok definitsége

M A szimmetrikus, sajatértékei 9, 9, 0, tehat ilyen C matrix létezik.

m A sajatfelbontasa és a C matrix:

fro2 2o o
A=>l2 1 —2|lo 9
310 22 1|0 o
300, 1 2
c=1030/-]2 1
00 0|32 -2

Wettl| Ferenc
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

Pozitiv definit matrixok faktorizacidja

T L! A € R™" szimmetrikus. A kévetkezdk ekvivalensek:
A pozitiv definit,
az A = LU LU-felbontasban U minden f6atlébeli eleme pozitiv,
van olyan valés R fels6haromszog-matrix, melynek minden foatlébeli
eleme pozitiv, és A = RTR.
van olyan invertalhaté valés C matrix, hogy A = C'C,

A B pont szerinti R egyértelmi!

D Az A = RTR felbontést az A matrix Cholesky-felbontasanak
nevezziik.

3Meiull
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

B H = A A pozitit definit ~» invertalhaté ~» LU-felbontasa egyértelmi:
A=LU ~ e,-TAe,- = e,-TLUe,- = uj; >0,

] =H
my 0 ... O 1 wip/u1n ... uin/unn
A 0 uzy ... 0 0 1 e u2,,/u22
U=DU=| . . ) ) . ) .
0 0 ... upl |O 0 1

A = LDU, ahol L alsé, U felss egységharomszog-matrix
AT =A ~ A=L(Dz)"Dz0 = UT(D2)TD2LT egyértelmii! ~
L=0T «- A=LDLT ~ R=D:LT jeldléssel A = RTR.

m E felbontas egyértelmi.

m H = A R f64tldbeli elemei pozitivak ~~ R invertalhaté, igy C = R
megfelel.

s@A=HAA=C'C— A pozitiv szemidefinit.
C invertilhaté ~» A = CTC is ~» A-nak 0 nem sajatértéke ~ A
pozitiv definit. 3IMEuIl
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

P Adjuk meg az A matrix Cholesky-felbontasat, ahol

11
A=|1 5
0 2

NN O

B A matrix pozitiv definit (xa(x) = —x3 4+ 8x% — 12x + 4) Az
LU-felbontas

1 00|t 10 1 00|t oo]ft 10
A=1|1 1 0/|0 4 2{=1 1 0[|0 4 0|0 1 %,
0 3 110 01 0 L 1/joo 1|00 1
diag(1,4,1) = diag(1,2,1) diag(1,2,1) és az R = diag(1,2,1)LT ~
110 1 00[[1t 10
A=1|1 5 2/=[1 2 0|0 2 1
02 2 01 1[]0 01

3Meiull
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Valés kvadratikus alakok Definitség és féminorok

Valds kvadratikus alakok
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Valés kvadratikus alakok Definitség és féminorok

Fominorok

D Vilasszuk ki egy négyzetes matrix néhany sorat, és ugyanannyiadik
sorszamu oszlopat, a tobbi sort és oszlopot hagyjuk el. Az igy kapott
négyzetes részmatrix determindnsat a matrix fominoranak nevezziik.

Ha az elsé k sort és az els6 k oszlopot valasztjuk ki, vezeté féminorrdl
beszéliink, pontosabban a k-adrendii vagy k-adik vezet6é féminorrél.
A vezet6 fominor masik elnevezése sarokaldeterminans.

m Ha egy métrix diagonalis alak( és pozitiv definit, azaz minden
sajatértéke pozitiv, akkor minden féminora is pozitiv, ha pozitiv
szemidefinit, akkor minden féminora nemnegativ. Ha e diagonalis
matrix minden sajatértéke negativ, akkor vezet6 fominorai felvaltva
—+ —+—+... elgjeliiek.

3Meiull
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Valés kvadratikus alakok Definitség és féminorok

Fominorok a karakterisztikus polinomban

T L! A karakterisztikus polinomja x(\), sajatértékei \g
(k=1,2,...,n), és jelolje ex = ex(A1,...,\n) a sajatértékek k-adik
elemi szimmetrikus polinomjat. Ekkor

n

X(A) = (1) e

k=0
ahol e, megegyezik az A 6Osszes k-adik fominoranak Gsszegével.
B egyrészt x(A) = (A1 = AN)(A2a—=A)...(Ap = A) ~

n

X(N) =Y e(Ar Az, An)(=A)"F
k=0

3Meiull
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Valés kvadratikus alakok Definitség és féminorok

m masrészt x(A) = det(A — Al), e determinanst a beléle kivalaszthatd
kigyok determinansainak 0sszegére bontjuk, majd e determinansokat
tovabb bontjuk az a; — A alakid dsszegek felbontasaval. Pl.

a1—X0 0 0 a1 0 0 0 ~X0 0 0 a1 0 0 0 ~X0 0 0
0 0 0 ay| |0 0 0 ay 0 0 0 ay 0 0 0 ay 0 0 0 ay
0 0 az—AO0| |0 0 a0 0 0 a3 0 0 0-x0|T|0o 0o —-x0
0 ap 0 O 0 ap 0 0 0 a2 0 0 0 ag 0 0 0 ap 0 O

m A féatldjaban —A-kat tartalmazd determinansokat két fominor
szorzatara bontjuk, az egyik (—))", a masik a —\-kat tartalmazé
sorok és oszlopok elhagyasaval keletkezett fominor. PI.

—X0 0 0 —X0 0 0
0 0 0 ay| |0 =x0 0]f_ 2|0 ay
00 20|10 0 0an=CN s 70
0 a2 0 0 0 0 agp 0

(a —\-kat tartalmazé sorok és oszlopok bal felsé sarokba hozasa
mindig azonos szadmu sor- és oszlopcserével valdsithaté meg, igy
eléjele nem valtozik)

m Tehit (—\)"% egyiitthatéja = az A matrixbél kivalaszthaté ésszes
k-adrendii féminorok Gsszege 3MEIuIl
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Valés kvadratikus alakok Definitség és féminorok

Definitség és (vezetd) féminorok

T A valds szimmetrikus A matrix, illetve az x" Ax kvadratikus alak
pontosan akkor
pozitiv definit, ha A minden vezeté féminora pozitiv;
pozitiv definit, ha A minden féminora pozitiv;
negativ definit, ha A minden paratlan rendii vezeté féminora negativ,
paros rendii vezet6 féminora pozitiv.
pozitiv szemidefinit, ha A minden féminora nemnegativ;

3Meiull
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Valés kvadratikus alakok Definitség és féminorok

B H A pozitiv definit ~» LU-felbontdsaban u; >0 (i=1,...,n)
JU A, L, U matrix els6 k soranak és els6 k oszlopanak
keresztezOdésében all6 részmatrixot Ay, Ly, illetve Uy.

[Ak *] [Lk o] [uk *] [LkUk *]
A: = = ,
* % * % 0O =« * *

~ Ak = LUy
~ a k-adik vezetd fédminor |Ak| = |Lk||Uk| = v11u22 ... ugk > 0.

] det(Ak) >0 (k =12,..., n) ~ U = det(Ak)/ det(Ak,l) >0~ A
pozitiv definit.

m B L! P egy olyan permutélé matrix, melyre PAPT az A egy adott
fominorat vezetd fominorba viszi

A-nak pontosan akkor pozitiv minden féminora, ha minden vezet6
féminora az.

3Meiull
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Valés kvadratikus alakok Definitség és féminorok

m B Ha A negativ definit, akkor —A pozitiv definit, igy az A = LU
felbontasban minden i-re u; < 0, ami igazolja az allitast.

m @ Ha az A pozitiv szemidefinit, az 1 < i < ip < --- < i, < n sor- és
oszlopindexekhez tartozé B részmatrix is pozitiv szemidefinit, hisz
barmely XTBX szorzatban % kiegészithetd nulldkkal tgy, hogy
[x]; = [x]; legyen, igy X"B% = x"Ax > 0.

m Tfh A minden féminora nemnegativ. Megmutatjuk, hogy ekkor
barmely € > 0 esetén A + ¢l pozitiv definit, mert
sarokaldeterminansai pozitivak.
igy xT(A + l)x > 0 minden x # 0 vektorra, amibdl

lim x"(A 4 el)x = x"Ax > 0.

e—0t

3Meiull
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Valés kvadratikus alakok Definitség és féminorok

m L! A, a bal felsé k x k-as részmatrix, sajatértékeit jeldlje A1,..., Ak.
~ A + el sajatértékei A1 +¢,..., Ak +¢
~» g > 0 esetén det(Ax +cly) = (M +¢)...(Ac+¢) =

e+ e+ tep1ete, >0
(ahol ej az Aq,..., A j-edik elemi szimmetrikus fiiggvénye)

m ugyanis ; = az A j-edrendii féminorainak Gsszegével, amelyek
viszont mind nemnegativak, mivel A-nak is féminorai, masrészt €” > 0

m Tehat A + ¢l minden vezet6 fominora pozitiv, igy A + el pozitiv
definit.
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Valés kvadratikus alakok
m Fétengelytranszformacio
m Kvadratikus alakok definitsége
m Definitség és fominorok

Bilinearis fuggvények

Bilinearis fliiggvények és kvadratikus alakok kapcsolata
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Bilineéris fiiggvények

Bilinearis fliggvények

D Legyen V egy [ test folotti vektortér. A b:V x V — F figgvényt
bilinearis fliggvénynek nevezziik, ha barmely u,v,w € V és c € F
esetén

H b(u+v,w) = b(u,w) + b(v,w),
H b(u,v+w) = b(u,v) + b(u,w),
b(cv,w) = b(v, cw) = cb(v, w).

m b linearis az els6 valtozdban, a masodik rogzitése mellett és lineéris a
masodik valtozéban, az els6 rogzitése mellett.

P b(x,y) = x" Ay, ahol A € F"*",

skalaris szorzas R"-ben: x -y = >"7_; xy;,

X1 X2 2
| b(x,y) = , ahol x,y € R-.
B bxy)=| y

3Meiull
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Bilineéris fiiggvények

Komplex bilinearis (szeszkvilinearis) fliggvények

D Legyen V egy C folotti vektortér. A b:V x V — C fiiggvényt
komplex bilinearis fliggvénynek vagy szeszkvilinearis fliggvénynek
nevezziik, ha barmely u,v,w € V és ¢ € C esetén

b(u+v,w) = b(u,w) + b(v,w),
b(u,v+ w) = b(u, v) + b(u, w),
b(cv,w) = ¢h(v,w),

b(v, cw) = cb(v,w).

m b ,konjugalt linedris” az els6 valtozéban, a masodik rogzitése mellett
és linedris a masodik valtozéban, az els6 rogzitése mellett.

P b(x,y) = x"By, ahol B € C"*",

skalaris szorzas C"-ben: x -y = xHy =37 | xy;,

3Melull
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Bilineéris fiiggvények

Bilinearis fliggvény matrixa

D Legyen a V vektortér egy bazisa C = {c1,c2,...,cp}. A
b:V xV —F (komplex) bilineéris fuggvény C bazisra vonatkozd
matrixan, vagy Gram-matrixan a

B = [b(ci, ¢))];

matrixot értjik.

T Legyen V egy F folotti vektortér, C = {c1,cp,...,C,} egy bazisa, egy
x € V vektor C bazisra vonatkozé koordinatas alakjat jelolje x¢. A
b:V xV — F bilinearis figgvényhez annak C bazisra vonatkozé
Gram-matrixat rendelé b — B leképezés bijekcié a bilineéris
fuggvények és az F"™" kozott, ahol

b(X, y) = XEBYC-
m A tétel hasonldan sz6l komplex bilineéris fliggvényekre is annyi
kilonbséggel, hogy F = C és

b(x.v) = xHBv..
Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Kvadratikus alako 2016. jdnius 10. 37 / 50
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Bilineéris fiiggvények

B Legyen x =) xicj;, y = ZJ- YjCj ~
b(x,y) = b(}_; xici, > Yi€j) = >y xjyjb(ci, ¢;) = 2oijXiyjbi =
DoiXi (Zj biij') = x¢Byc

m Forditva: legyen B € F™*" egy tetszbleges matrix, és legyen
b(x,y) = xIByc
E fuggvény bilinedris (ellendrizziik!),

masrészt e b fliggvény matrixa épp B, ugyanis

0
0
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Bilineéris fiiggvények

Bilinearis fliggvény matrixa baziscsere utan

A Legyen M a B-r8l C-re val6 4ttérés métrixa, azaz x¢ = Mc_Xz,
yc = Mc. pys. Ekkor

b(x,y) = xIByc = xsMTBMy;
D Azt mondjuk, hogy A és B kongruensek, jelolése A = B, ha van olyan
invertalhaté M matrix, hogy A = MTBM.

A fenti B — MTBM transzforméciét kongruenciatranszformaciénak
nevezziik.

m Mig a lineéris leképezés matrixa baziscsere esetén hasonlé méatrixra
valtozik, addig bilinearis fliggvény matrixa egy vele kongruensre.

m Komplex bilineéris fiiggvény esetén A = MHBM.

3Meiull
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Bilineéris fiiggvények

Specialis bilineéris fliggvények

D

-1

D

VY F folotti vektortér, b: V xV — F

szimmetrikus, ha barmely x,y € V vektorra b(x,y) = b(y, x).
ferdén szimmetrikus vagy szimplektikus, ha barmely x,y € V vektorra

b(x,y) = —b(y,x).
alternald, ha barmely x € V vektorra b(x,x) = 0.

V komplex vektortér, b:V x V — C

Hermite-féle (6nadjungalt, ermitikus), ha barmely x,y € V vektorra

b(x,y) = b(y,x).

Minden alternalé bilinearis fliggvény szimplektikus, ugyanis
0=b(x+y,x+y)=b(x,x)+ b(x,y) + b(y,x) + b(y,y), amibdl
b(X, y) - _b(y7 X)'
Nem 2-karakterisztikaji testekben a megforditas is igaz: ha b
szimplektikus, akkor alternalé. v

2-karakterisztika esetén a szimplektikus forma azonos a
szimmetrikussal, mivel —1 = 1. 3MEull
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Bilineéris fiiggvények

P X,y € R" esetén b(x,y) = x - y szimmetrikus bilineéris fliggvény,
X,y € C" esetén b(x,y) = x - y Hermite-féle bilinearis fuggvény,
x,y € R? esetén b(x,y) = det(x,y) alternalé bilinearis fiiggvény.
T Egy bilinearis b: V x V — R fuggvény pontosan akkor szimmetrikus,
ha méatrixa szimmetrikus (barmely bazisban),
pontosan akkor alternald, ha matrixa ferdén szimmetrikus,
egy komplex bilinearis b : V x V — C fiiggvény pontosan akkor
Hermite-féle (ermitikus), ha matrixa 6nadjungalt.
B (:>) b szimmetrikus ~ b(C,’,Cj) = b(Cj,C,’) ~ b,'j = bj,' ~ B
szimmetrikus

m (=) b(x,y) = b(32; xici, 22 yicj) = > xiyjb(ci, ¢;) =
> xiyib(cj, i) = b(y, x)
m A tobbi allitads bizonyitasa hasonlé.
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Bilineéris fiiggvények

Szimmetrikus bilinearis alak diagonalizalhatésaga

T Egy b bilinearis fiiggvény pontosan akkor diagonalizalhaté, ha
szimmetrikus!

B Ha b diagonalizalhatd, azaz valamely bazisban diagonalis a méatrixa,
akkor szimmetrikus, hisz diagonalis matrix szimmetrikus!

m Ha b szimmetrikus, akkor a B Gram-matrixa is az

3 Q ortogonalis matrix, hogy Q"BQ diagonlis.

b(x,y) = XEQTBQyQ = Z Aixjyi, ahol a \; értékek B sajatértékei.
i

§

$
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Bilineéris fiiggvények

Ha a b bilinearis fliggvény diagonalizalhatd, akkor diagonalizalhaté
agy is, hogy matrixanak féatléjaban csak +1-esek és 0-k allnak!

Legyen A a b egy matrixanak diagonalizdlasabdl szarmazé diagonalis
matrixa. Legyen
1, ha \; =0
=L iy £0

VIN

A D = diag(dy, do, . .., d,) matrixszal DTAD diagonalis és minden
diagonadlis eleme +1 vagy 0, masrészt kongruens A-val.
DTAD-ben az i-edik fé4tlébeli elem sgn();)

3Meiull
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Bilineéris fiiggvények

b(x,y) = 3(x1y1+xey2+x3y3) +x1y2 +x1y3+xoy1 +X0y3+X3y1 + X3Y2.
Hozzuk diagonélis alakra!

31
A standard bazisban b(x,y) =x' |1 3
11

W = =
<

E matrix sajatértékei 2, 2, 5 (kordbban meghataroztuk a
sajatvektorokbdl all6 Q matrixot is)

Q a £ + Q Attérés matrixa, x és y koordindtas alakja a Q bazisban
X9 = ()?1,)?2,)?3), Yo = (}71,)72,)73) (tehét X9 = QTXg).

b(x,y) = 2% 1 + 2%¥2 + 5%373

de van olyan bazis is, melyben b(x,y) = X171 + X2 + X3¥3
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Bilineéris fiiggvények

Sylvester-féle tehetetlenségi tétel

D A b szimmetrikus bilinearis fiiggvény valamely D diagonalis
méatrixaban jelolje ny a pozitiv el6jelli, n_ a negativ el6jelli és ng a
zérus értéki diagonalis elemek szamat. A b szimmetrikus bilineéris
fuggvény tehetetlenségén (inercidjan) vagy szignatdrajan az
(ny,n_, ng) harmast értjiik. Hasonldan definidlhaté szimmetrikus
matrix tehetlensége.

K Ertelmes-e ez a definicié?

T (Sylvester-féle tehetetlenségi tétel) Két valds szimmetrikus matrix
pontosan akkor kongruens, ha azonos a tehetetlenségiik.

m Ez tehat azt jelenti, hogy mindegy, hogy b matrixat melyik bazisban
diagonalizaltuk, mindegyik méatrixhoz ugyanaz a (ny, n_, ng) harmas
tartozik, ez tehat a szimmetrikus bilinearis fliggvényt jellemzi!

3Meiull
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Bilineéris fiiggvények

B (<) A kongruencia tranzitiv, igy ha két matrixnak azonos a
tehetetlensége (azonos +1-0 diagonalis matrixszal kongruensek),
akkor egymassal is.

m (=) Indirekt: TFH 3 két kongruens matrix, melyeknek kiilonbéz6 a
tehetetlenségiik (ny + n_ + ng = my + m_ + mo = n).

~ 1 két kiilonb6zé +1-0 diagonalis matrix, melyek kongruensek, azaz
ugyanannak a b bilineéris fv.-nek a méatrixai a B, illetve C bazisban:

., O o Im, O o

O _In7 O = O _Im, O ’

O O Oy, o O Om,
~+ Vx € span(by,...,b,, ) vektorra b(x,x) > 0

Vy € span(cm, 41, - -.,Cn) vektorra b(y,y) <0
m Két kongruens matrix rangja és nullitasa is megegyezik, igy ng = mg.
mTFHny >my ~» m_+mg>n_+ng~ ny+m_+mg>n
~» Jz € (span(by,...,b,, ) Nspan(cm, +1,...,€n)), melyre
b(z,z) > 0 és b(z,z) < 0, ellentmondas. 3ME(ull
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Bilineéris fuiggvények és kvadratikus alakok kapcsolata

Bilinearis fliggvények és kvadratikus alakok kapcsolata

3Meiull
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Bilineéris fuiggvények és kvadratikus alakok kapcsolata

Polarizacios formulak

m Ha b(x,y) (komplex) bilineéris, akkor g(x) = b(x, x) kvadratikus alak.

L Ha b komplex bilin. fv. és g a hozza tartozé kvadratikus alak, akkor
fennall a kov. polarizaciés formula:

(q(u+v) — g(u —v) —ig(u +iv) +ig(u — iv))

b(v,u) = = (q(u+v) — g(u —v) +ig(u + iv) — ig(u — iv))

q(u +v) = q(u) + q(v) + b(u,v) + b(v, u)
q(u —v) = q(u) + q(v) — b(u,v) — b(v,u)
q(u +iv) = q(u) + q(v) + ib(u,v) — ib(v, u)
q(u —iv) = g(u) + gq(v) — ib(u,v) +ib(v, u)
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Bilineéris fuiggvények és kvadratikus alakok kapcsolata

A fenti b — q leképezés komplex bilinearis fliggvényekre bijektiv.

Egy komplex bilineédris fv. pontosan akkor Hermite-féle, ha a hozza
tartozé kvadratikus alak valds értékd.

Valés bilinearis fuggvényekre b — g a szimmetrikus bilineéris fv-ek
és a kvadratikus alakok kozt bijektiv.

Az el6z6 lemma szerint egy komplex bilinearis figgvény kifejezhet6
a hozza tartozé kvadratikus alak segitségével, tehat ha két kvadratikus
alak megegyezik, akkor a hozzajuk tartozé bilinearis fiiggvények is!

Az el6z6 lemma eredményeit Osszevetve: ha g valds értékii, akkor
b(u,v) = b(v,u), azaz b Hermite-féle.

Ha b Hermite-féle, akkor b(u,u) = b(u,u), azaz g(u) = g(u), tehat
q valds értékii!
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Bilineéris fuiggvények és kvadratikus alakok kapcsolata

Valés esetben kiilonb6zd bilineéris figgvényekhez is tartozhat
azonos kvadratikus alak:

m Az [} 3] és az [} 3] matrixokhoz azonos kvadratikus alak tartozik:
q(x) = x + 4xy + 3y%.

m Ha b alternélé, akkor b(u,u) = —b(u,u), azaz g(u) = —qg(u), azaz
g(u) = 0, tehat minden alternalé bilinearis fiiggvényhez a zérus
kvadratikus alak tartozik.

A valés polarizaciés formula a szimmetrikus b bilinearis figgvényre a
b(u+v,u+v) = q(u) + g(v) + 2b(u, v) képletbdl:

b(u,v) = 3 (a(u +v) — q(u) — q(v)

tehat ha két szimmetrikus bilineéris fiiggvényhez tartozé kvadratikus
alak megegyezik, akkor a hozzajuk tartozé bilineéris fiiggvények is!
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