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Ortogonilis és unitér diagonalizilas

Valés matrixok ortogonalis diagonalizalasa

D Az A métrix ortogonalisan diagonalizalhat6, ha talalunk egy
ortogonilis Q és egy diagonélis A matrixot, hogy QTAQ = A.

(ekvivalens alak: A = QAQT)

T Szimmetrikus matrix barmely két kiilénb6z6 sajataltere merbleges
egymasra.

B (A, x) és (u,y) két sajatpar, ahol \ # u két kilonbozé sajatértéke
A-nak. igy Ax = A\x és Ay = py. Ebbdl

A(xTy) = (Ax)Ty = (Ax) Ty =x"ATy = xTAy = x"py = pu(xy).
Eszerint (A — u)(x'y) =0, de A — jt # 0, ezért x'y = x -y = 0, azaz

a két vektor merdleges egymasra.
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Ortogonilis és unitér diagonalizilas

Valés spektraltétel

T

B

A valés A matrix pontosan akkor diagonalizadlhaté ortogonélisan, ha
szimmetrikus.

(=) Ha ortogonalisan diagonalizalhatd, akkor szimmetrikus, ha
ugyanis A = QAQT, akkor

AT _ (QAQT)T — (QT)TATQT — QI\QT — A.

(<) A rendjére vonatkoz6 teljes indukciéval: n =1 esetén A
szimmetrikus és diagonalis.
(n— 1= n) A szimmetrikus ~ minden sajatértéke valds, legyen
(A, u1) sajatpar, ahol |ui| = 1.
Egészitsik ki {u1,uy,...,u,} ONB-sa, ekkor Qp = [u; uz ... up)
métrix ortogonélis. Mivel uf (Au1) = A(uJuy) = A, és i > 1 esetén
u/ (Aup) = A(u]uy) =0, ezért
3ME(ull

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Diagonalizalas ort 2016. marcius 21. 5/51



Ortogonilis és unitér diagonalizilas

T
ug
QJAQo = : A[Ul uz
[uy |
T
L
u
= _2 [)\ul Au
[un ]
m B szimmetrikus, ugyanis
= (QeAQo)" =

tehat B=[3 1, és Aq is szimmetrikus!

Wettl| Ferenc
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u;
un} =1. [Aul Au, Aun}
u,
A %
Aun} =lo a|=8
QATQo = QJAQo =B
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Ortogonilis és unitér diagonalizilas

m B ~ A ~» A; minden sajatértéke A-nak is sajatértéke ~

m indukcids feltevés ~~ 3 ortogonalis Q1 és diagonalis A1, hogy
A; = Q:NQf.

E Q= QO[}) ng] matrix ortogonilis, és

T T
ThA 1 07 1 0T\ |1 07| 7 1 0T
1 o™ [x 0] [1 o7
10 Qg 0 Al |0 Q
A 0" o (ao7
T 10 Q{A1Q:| |0 Ayl
B a szimmetrikus A matrix is ortogonalisan diagonalizalhaté.
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Ortogonilis és unitér diagonalizilas

Ortogonalis diagonalizalds megvalésitasa

m Hatdrozzuk meg A egy ) sajatértékét,

A 0T
0 Al és az

m Ismételjiik meg e [épést Ai-gyel:
1 0 0
01 07
0 0 Q

m Végll

1 00T
Q:Qol(l) Qol 01 07
oo Q

Wettl Ferenc
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OO o

OT

Qll'

0 0 OF
1 0 0F
01 0f
0 0 Qs
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Ortogonilis és unitér diagonalizilas

P Diagonalizaljuk az aldbbi matrixot ortogonalisan!
311
1 3 1f.
1 1 3

M — A3 4002 — 24X 420,

m gyokei 2, 2 és 5 ~~ A = diag(2,2,5)

mE)\=2
1 11 1 11
11 1]=1{0 0 0],
11 1] [0 0 0]

(x,y,z) =(-1,1,0)s + (—1,0,1)t

m)A=5
-2 1 1 1 -2 1
1 -2 1l=10 1 -1,
1 1 -2 0 0
(x,y,z) = (1,1,1)t 3ME I
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Ortogonilis és unitér diagonalizilas

m Ortogonalizacié N (A — 21)-ben: a = (—1,1,0)/v/2:

(-1,0,1) — ((—1,0,1)- (_1’1’0)) (=1.1.0) _ <—1 —1,1>.

V2 V2 2° 2
m Normialva: b = (—%,—%7%)

m Az ortogondlis matrix, a standard bazisra val6 attérés matrixa:

111
2 6 3
1 1 1

Q=11 ~% V3l
o v2 L

Vi 3

m Inverze a transzponiltja, A = QAQT.
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Triangularizacié

Schur-felbontas

T H Minden valds négyzetes A matrix, melynek dsszes sajatértéke valds,

ortogonalisan hasonlé egy T felsé haromszégmatrixhoz, azaz van
olyan Q ortogonalis matrix, hogy A = QTQT.

Minden komplex négyzetes A matrix unitéren hasonlé egy T felso
haromszégmatrixhoz, azaz van olyan U unitér matrix, hogy

A = UTUM.

a f6atl6 elemei a sajatértékek lesznek, ezért valds esetben kikotottiik
hogy azok is valésak legyenek.

B Elég B-et, teljes indukcid.

n =1 trivi. Legyen (), u;) sajatpar, u; egységvektor.
Kiegészités ONB-sa: {uj,up,...,up}, a Qo =[u; uz ... uy]
ortogonalis matrixszal

A vl
TAQq = = B.

3mMeiull
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Triangularizacié

m B ~ A ~~ sajatértékeik azonosak ~~ A; minden sajatértéke A-nak is
sajatértéke.

m teljes indukcidé ~~ Ai-hez létezik olyan Qp ortogonalis és T fels6
haromszdg matrix, hogy A; = Q1 T1Q7 .

m Ekkor a Q = QO[}) ng] ortogonalis matrixszal:

T T
Than 1 o7 1 0T|\ (1 07| .t 1 07
- (ofy 8o &) - & ama &
T ot {x vT|1 07
10 Q| |0 Ayl [0 Q

Y vTQ | v
10 QfAIQ:| |0 Ty |

m Ez utébbi méatrix pedig fels6haromszog-matrix.
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Triangularizacié

P Diagonalizalhat6-e az aldbbi matrix? Adjuk meg egy
Schur-felbontasat!
A [ 13 —16 ]

9 -11

M Karakterisztikus polinom: (x — 1)2
m sajatérték: A\;o = 1, sajataltér: span((4,3)).

m ONB: {(4/5,3/5),(—3/5,4/5)}, Q = [_

[6,][ON 3, 1=
[GEE,1[0)
_

m Innen QTAQ = [1 _25]

0 1

3mMeiull
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Triangularizacié

P Hozzuk ortogonalis hasonlésagi transzformaciéval felsé
haromszogalakra a kovetkez6 matrixot!

7 6 -3
A= 3 17 —6
—-12 14 4

M xa(x) = —x3 + 28x2 — 245x + 686 = (7 — x)?(14 — x)
] /\172 = 7, X1 = (2,3,6); )\3 = 14, Xo = (9, 17, 13)
m x;-et kiegészitjik ONB-sa:

1 2 -6 3 710 =21
Q():[X1IUQ‘U3]:? -2 —67 Q(—)FAQO =101 14 0
6 3 2 07 7
tehat
Alzllg g].
3mMeiull
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Triangularizacié

m A 7 sajatértékhez tartozé sajatvektor (0,1), ra merdleges a (1,0). Igy

01 1|0 1 00
Q1=10,0Q:001
! 010

m Innen

2 3 -6

1

Q:QO[(I) 3]:73 —6 —2|, és ebbél

1 6 2 3
7 =21 O
Q'AQ = |0 7 7
0 0 14

3mMeiull
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Triangularizacié

Valés matrix komplex sajatértéke

A A c R™" () x) egy sajatpér, ahol A = a+ib, b # 0,
X = u + iv, ahol u,v € R". Ekkor
(5\7)'() szintén sajatpar,
u és v linedrisan fliggetlenek,
A hasonlé egy

alakd matrixhoz.
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Triangularizacié

Valds Schur-felbontas 1.

T LI A €R™". 3 C e R™" mtrix, és egy olyan

N o+ .0 %
0 /\2 *
0 0 ... A

alak felsd blokkharomszégmatrix, hogy A = CTC™1, ahol A;
(j=1,...,k) alakja vagy

m [)\], ahol X az A valds sajatértéke, vagy

m [ 2 2], ahol a+ bi az A két nem valds sajatértéke.

B Teljes indukciéval: ha A valés sajatérték, akkor A ~ [p Al

a b *
ha A = a +ib komplex sajatérték, akkor A~ [—b a *
0 0 A

3mMeiull
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Triangularizacié

Valds Schur-felbontas 2.

T LIAceR™" 3Q € R™7" ortogonélis és egy T felsd
blokkharomszégmatrix, hogy A = QTQT, és T minden diagonélis
eleme vagy az A egy valds sajatértékét tartalmazé 1 x 1l-es matrix,
vagy egy olyan 2 x 2-es matrix, melynek két nem valds sajatértéke
egymas komplex konjugaltja.

B C = QR QR-felbontasa.

m R IQTAQR =T, azaz QTAQ = RTR 1.

m Blokkositsuk R-et a T féatldjanak blokkméretei szerint:

/\1 * * Rll\lR;l * *
QTAQ — R 0 A ... «x ael_ 0 R ARy ... *

0 0 ... A 0 0 . RiMVRL?
—1
m A; ~ RiAR; 3IMEN
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Unitér diagonalizélhatésag

Unitér diagonalizalhatésag

D

Az A matrix unitéren diagonalizalhat6, ha taladlunk egy U unitér és
egy N diagonélis matrixot, melyre UMAU = A (illetve A = UAUM).

A valds szimmetrikus matrixokra adott bizonyitds nem megy
6nadjungalt métrixokra, mert A" £ A

Az A € C™"™ matrix pontosan akkor diagonalizalhaté unitéren, ha
normalis.

(=) Vze€ C: zz = zz ~» minden komplex diagonalis matrix
normélis, igy AHA = AAH. A = UAUM ~

A"A = (UAUP)H(UAUT) = uA"URuUAUY = UARAUT
= UAATUT = uautunaiu! = (uaut)(uauH = AAH,

3mMeiull
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Unitér diagonalizélhatésag
Unitér diagonalizalhatésag
(<) Schur-felbontas: A = UTU" (U unitér, T
fels6haromszég-matrix). A normaélis ~~
T™T = (UfAU)H (uFAu) = ufAaHuutau = utafau
= ufaA"u = u"auutafu = (uHAu) (U AU = TTH.

m A T matrix alakja

t11 tiz ... ftip

0 tn ... by

: : . S

0 0 ... tm
o [THT] = [t 2 [TTH)01 = [t + [t22 + - + [ta]2 ~
tip="---=tp=0,
hasonléan [THT]x és [TTH]-bdl to3 = -+ = o, = 0, stb.
~ T diagonalis. 3MEWI
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Unitér diagonalizélhatésag

Kévetkezmények

A Minden ferdén szimmetrikus, 6nadjungélt, ferdén 6nadjungalt, unitér
matrix unitéren diagonalizalhaté!
A Egy unitéren diagonalizalhaté matrix pontosan akkor
onadjungdlt, ha diagonélis alakjdban minden elem valés.
ferdén 6nadjungalt, ha diagonalis alakjaban minden imaginarius.
unitér, ha diagonalis alakjadban minden elem abszolit értéke 1.
B A = UAUY ~» AH = UAHUH. A (=) iranyt mér tudjuk, a (<)
b|zony|tasa
B A" = UN"UM = UAUM =
A" = UAMUM = U(—I\)UH =-A
mivel zz = |z|> = 1, igy 27! = Z, ezért Al=A"
AA" = UNUMUAR U =1
K Két 6nadjungalt (két ferdén 6nadjungalt/két unitér) matrix pontosan
akkor hasonlé, ha sajatértékeik azonosak.
B Ha P permutaciématrix (pr(j; = 1), ahol m permuticié, akkor
PT diag(A1, A2, ..., An)P = diag( A1), Ar(2)s - - - » An(m)- 3ME I
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Valés normalis matrixok

Valés normalis matrixok blokkdiagonalizalhatésaga

T Legyen A € R™". A pontosan akkor normilis, ha van olyan
Q € R"™*" ortogonalis matrix, hogy

AL O ... O
A, ... O

QlaQ=|. T (3)
0O O ... A

ahol N; (i=1,2,...,k) vagy 1 x l-es, vagy 2 x 2-es valbés matrix,
utdbbi esetben az alakja

3mMeiull
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Valés normalis matrixok

Mutassuk meg, hogy ha A blokkdiagonalis, az atléban négyzetes
matrixokkal, akkor A pontosan akkor normalis, ha minden diagonélis
blokkja normialis.

diag(Al, ey Ak) diag(Al, c. ,Ak)T =

diag(A1,...,Ax)  diag(A1,...,Ay) —

diag(AlAI, Ce 7AkA-/I(—) = diag(A-erL ey A-/[Ak)

Tegyiik fel, hogy az [2 3] € R? matrix normalis, és két sajatértéke
nem valés. Ekkor c = —b #0és d = a.

T T . .
2b1'[25]=[2L][25] pontosan akkor igaz, ha b? = c? és

ab+ cd = ac + bd. ¢ = b nem lehet, mert akkor a matrix
szimmetrikus lenne, és annak valdsak a sajatértékei, igy c = —b # 0.

Innen ab — bd = —ab + bd, azaz a = d.

3mMeiull
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Valés normalis matrixok

B (<) Ha egy matrix (3) alakd, akkor normdlis (ellenérizziik), igy
normalis a hozza ortogondlisan hasonlé A is.
(=) Tegyiik fel, hogy A val6s normélis. Mivel valds, ezért
ortogonalisan hasonlé egy blokk felséharomszog-matrixhoz, melynek
diagonalis blokkjai 1 x 1-es vagy 2 x 2-es méretiiek.
Mivel normalis, a két szorzat 6sszevetésébdl addédik, hogy a diagonadlis
blokkok fol6tti elemek mindegyike 0, tehat a matrix blokkdiagonalis.
Blokkdiagonalis matrix pontosan akkor normdlis, ha minden diagonalis
blokkja normaélis. Egy 1 x l-es valés matrix egyetlen eleme a
sajatértéke. Egy 2 x 2-es normélis métrix alakja [ 2, 2] € R?, ahol

b#0.

3mMeiull
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Valés normalis matrixok

Ortogonalisan blokkdiagonalizalhaté matrixok

K A pontosan akkor szimmetrikus, ha ortogondlisan hasonlé egy
diagonalis matrixhoz. A diagonalis elemek A sajatértékei. Két
szimmetrikus matrix pontosan akkor hasonlé ortogonalisan
egymashoz, ha azonosak a sajatértékeik.

K A pontosan akkor ferdén szimmetrikus, ha ortogonalisan hasonlé egy
olyan blokkdiagonalis matrixhoz, melynek diagondlis blokkjai [0] vagy
[7Obj lg] alaktak, ahol utébbi méatrix a %ib; sajatértékekhez tartozik.
Két ferdén szimmetrikus méatrix pontosan akkor hasonlé ortogonélisan
egymashoz, ha azonosak a sajatértékeik.

K A pontosan akkor ortogonalis, ha ortogonalisan hasonlé egy olyan
blokkdiagonalis matrixhoz, melynek diagonalis blokkjai [1], [~1] vagy
fzisnﬁj Z)nsfjj] alaktak. Sajatértékei £1, cosp; +isinp;. Két
ortogonalis matrix pontosan akkor hasonlé ortogonalisan, ha

sajatértékei azonosak.
3Melull
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Valés kvadratikus alakok

Valés kvadratikus alakok
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m Kvadratikus alakok definitsége
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Valés kvadratikus alakok

Homogén masodfokl polinomok matrixszorzatos alakja

Homogén masodfoki polinom: minden tag masodfoki.
lrjuk matrixszorzat alakba a 2x? + 4xy — y? polinomot!

252 +4xy —y? =[x y| [ﬁ _111 m =] E —ﬂ m

(Valds) kvadratikus alak (kvadratikus forma):

o Z ©wO

R” — R: x — x' Ax

fuggvény, ahol A szimmetrikus matrix.

m R helyett barmely nem 2-karakterisztik4ji (azaz nem 2-hatvany
elemii) test felett értelmezhetd, de komplexekre érdekesebb lesz a
komplex kvadratikus alak:

C" = C;x — x"Ax

ahol A 6nadjungilt. 3MEIull
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

Ortogonalis és unitér diagonalizalas
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Valés normalis matrixok

Valés kvadratikus alakok
m Fétengelytranszformacio
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

Fotengelytétel

T L! A € R™" szimmetrikus, Q ortogonalis: QTAQ = A diagonalis.
Ekkor az x = Qy helyettesités az x' Ax kvadratikus alakot az yTAy
kvadratikus alakba transzformalja, mely kifejtve csak négyzetes
tagokat tartalmaz, azaz

xTAX =y Ay = A\1y? + Aoys + -+ Aoy, (4)

ahol A1, Ao,..., Ay az A matrix sajatértékei.

m detQ = +1. A @ mindig vélaszthaté jobbsodrasinak, azaz hogy
det Q =1 legyen.
Ez elérhetd, ha det Q = —1 esetén Q barmelyik oszlopat —1-szeresére
valtoztatjuk. Ez a kvadratikus alakot nem befolyasolja, hisz abban
csak a sajatértékek szerepelnek.

m A fotengelytétel alkalmazasat egy kvadratikus alakon
fétengely-transzformacionak nevezziik. IMEI

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Diagonalizalas ort 2016. marcius 21. 32 /51



Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

Fotengelytranszformacio

P f(x,y,z) = x>+ 2y? +22° — 8xy+4xz

N ON

—4
M A métrixszorzatalak [x y z} —4 2
2 0
m karakterisztikus polinom: —A3 4502412\ — 36, sajatértékek 6, —3,
2, a sajatvektorok rendre (2,—2,1), (—5,—4,2), (0,1, 2).
m A kvadratikus alak

X
y
z

6 0 0] [¢
[5 n g} 0 =3 0| |n| =662 -3 +2¢
0 0 2| (¢
2 -5 0
m -2 —4 1| <0 ezért egyik vektort —1-gyel szorozzuk ~~
1 2 2
jobbsodrésii ortonormalt bazis: (2,—2,1), (52, 2-, —-2.),
L o 253 G e T 3MELI
(O7f7f)-
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

Homogén masodrendii gorbe abrazolasa

P Abrazoljuk a 3xZ — 4x1x2 + 3x5 = 1 egyenletii gorbét!
M A kvadratikus alak matrixa
3 =2
-2 3

m x(\) = A% — 6\ + 5, sajatparok: (5,(—1,1)), (1,(1,1))
B Q-t 1-determinansinak valasztva

1 [ 11 5 0
Q:ﬁl—l 1]’ A:lo 11

m x = Qy helyettesités utan 5y12 + y22 =1, azaz

y2
1 2 _
—ty=1
( 7 )
V5
Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Diagonalizalas ort 2016. marcius 21.
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

3mMeiull

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Diagonalizalas ort 2016. marcius 21. 35 /51



Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

Masodrendii gorbe centralis helyzetbe hozasa

P Abrazoljuk a 9x¥ — 4x1x2 + 6x5 — 10x; — 20x + 5 = 0) egyenletii
masodrend(i gorbét, centrumat, tengelyeit!

M Az A sajatfelbontasiabél x" Ax + Bx + C =y’ Ay + BQy + C, ahol
x=(x1,%), y=(01,y2), x=Qy, B=[-10 —20], C =5,

9 —2 10 0 1[ 21
(|

~» 10y2 + 5y5 — 10v/5ys +5 = 0 ~ 10y + 5(y5 — 2v/5y» + 5) = 20
2

2
m (z1,2) = (y1,y2 — V/5) jeldléssel: 222 + z3 = 4, azaz (\%)2 + ;—22 =1

m A féltengelyek hossza v/2 és 2, a kdzéppont (y1,y2) = (0,/5), azaz
(Xl’X2) = Q(O’ \/5) = (172)v

m a tengelyek irdnytangense 2 és —1/2,
egyenletiik y = 2x, x + 2y = 5. IME LI
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

P Abrézoljuk a 4x12 — 12x1x0 + 9x§ + x1 — 8xp = 3 egyenletli gorbét!
M Az A sajatfelbontasabél x” Ax + Bx + C =y Ay + BQy + C, ahol
x=(x1,%), y=(y1,5), x=Qy, B=[1 —8], C=-3,

4 —6 13 0 1 2 3
R e R L |
w13y12+2\/ﬁy1—\/ﬁy2—3:O->(\/ﬁy1+l)2:\/ﬁy2—|—4

m (z1,2) = (V13y1 + 1,V13y + 4) jeldléssel: z2 = z,.

m A parabola csticspontja (y1, y2) = (—1/v/13, —4/1/13), azaz
(x1,x2) = Q(=1/v13, —4//13) = (—14/13, 5/13)

m a tengelyek egyenlete y + % = —3(x + 13), y + 3 = 3(x + 13).

3mMeiull
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

15}

0.5

0.5 1

3mMeiull
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Valés kvadratikus alakok Fétengelytranszformacié

P Abrazoljuk a x? + 6x1x0 — 7x3 — 2x1 + 10x2 — 5 = 0 egyenletii
masodrend(i gorbét, centrumat, tengelyeit, aszimptotait!

M Az A sajétfelbontasabdl x”Ax + Bx + C =y Ay + BQy + C, ahol
x = (x1,%), ¥y = (1,y2), x=Qy, B=[-210], C = -5,

1 3 2 0 1 (3 -1
A=y oasli

Vvio(l 3
2y —8y3 + Asyi+ sy —5=0~
21+ ) — 82— A5)* =2
Z2
m (z21,2) =(n + ﬁd@ - \/%*0)3 7 — 42y =1, azaz 7} — ﬁ =1

2

, Q=

)

m A féltengelyek hossza 1 és % a koézéppont
12 11

(X17X2) = Q(_ﬁ7 ﬁ) = (_fa E)'

m a tengelyek irdnytangense 2 és —3, egyenletitk (y — 3) = —3(x + 1),
1 1 1

(y—3)=3(x+3)
m az aszimptotak iranytangensei leolvashatok az eredeti egyenletbdl:

y:X_|_1(y_%:x+%)ésy—%:—%(x+%). 3IMEull
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Wettl| Ferenc

Bevezetés az algebraba 2 — Diagonalizalas ort
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

Ortogonalis és unitér diagonalizalas

Triangularizacié

Unitér diagonalizdlhatésag

Valés normalis matrixok

Valds kvadratikus alakok

m Kvadratikus alakok definitsége

Wettl Ferenc Bevezetés az algebraba 2 — Diagonalizalas ort

2016. marcius 21.
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

Kvadratikus alakok és matrixok definitsége

D Amh az f(x) = x" Ax kvadratikus alak

m pozitiv definit, ha f(x) > 0,

m pozitiv szemidefinit, ha f(x) > 0,

m negativ definit, ha f(x) <0,

m negativ szemidefinit, ha f(x) <0
barmely x # 0 vektor esetén.
Amh f

m indefinit, ha pozitiv és negativ értékeket is folvesz.
A szimmetrikus A matrixot pozitiv/negativ
definitnek /szemidefinitnek, illetve indefinitnek nevezziik, ha a hozza
tartoz6 kvadratikus alak az.

3mMeiull
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

Példak definit és indefinit kvadratikus alakokra

m f(xy) =x2+2y% g(x,y) = x> = 2y% h(x,y) = —x* = 2%,
k(x,y,z) = x? +2y?
f pozitiv definit, hisz az (x, y) # (0, 0) esetén értéke mindig pozitiv,
g indefinit, h negativ definit, és k pozitiv szemidefinit, hisz értéke
(x,y,z) #(0,0,0) esetén is lehet 0 (ha x =y =0, de z # 0)

m Ha A negativ definit, akkor —A pozitiv definit. Hasonlé allitas igaz a
szemidefiniségre is.

m Ha A = [a], azaz A 1 x 1-es, akkor A pontosan akkor pozitiv definit,
ha a > 0.

m Az identikus métrix pozitiv definit, ugyanis x"Ix = x
pozitiv, ha x # 0.

m Tetszbleges A valdés matrix esetén ATA pozitiv szemidefinit, ugyanis
x"ATAx = (Ax)T(Ax) = |Ax|?> > 0.

m ATA pontosan akkor pozitiv definit, ha A teljes oszloprangii. aImEWN

Tx = |x|2, ami
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

Definitség meghatarozasa a sajatértékekbol

T A valds szimmetrikus A matrix, illetve az x" Ax kvadratikus alak
pontosan akkor

pozitiv definit, ha A minden sajatértéke pozitiv;

pozitiv szemidefinit, ha A minden sajatértéke nemnegativ;
negativ definit, ha A minden sajatértéke negativ;

negativ szemidefinit, ha A minden sajatértéke nempozitiv;
indefinit, ha A-nak van pozitiv és negativ sajatértéke is.

3mMeiull
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

P Hatarozzuk meg az

2 11 011 -2 1 1
A=|12 1|, B=|101], €c=|1 —2 1
11 2 1 10 1 1 -2
matrixok jellegét (definitségének tipusat)!
M Az A matrix sajatértékei 1, 1 és 4:
2 1 1] |x 1 0 0] [¢
x oy oz 1 2 1|yl =[¢ n ][0 1 0] |n| =e+nPtac
11 2|z 00 4||¢

~> pozitiv definit.

m B sajatértékei —1, —1 és 2, a fétengely-transzformacié utan kapott
alak —£2 — n? +2¢2 ~ indefinit (pl. (1,0,0) helyen negativ, a
(0,0,1) helyen pozitiv).

m C sajatértékei —3, —3 és 0, igy a fotengely-transzforméacié utan
kapott alak —3¢2 — 312 + 0¢? = —3¢2 — 31)? ~» negativ szemidefinit
((0,0,1) helyen 0, és pozitiv értéket nem vesz fel). 3IMEull
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

Pozitiv szemidefinit matrixok faktorizacidja

T A szimmetrikus A € R™" matrix pontosan akkor pozitiv szemidefinit,
ha van olyan C matrix, hogy A = CTC.

B (<) (az el6bb belattuk)
m (=) A szimmetrikus ~ A = QAQT

m A pozitiv szemidefinit ~» minden sajatértéke nemnegativ ~» A
foatlobeli elemeibdl négyzetgyokot lehet vonni

m A2 = diag(V/A1, ...,V ), C=A2QT jeldlésekkel
A =Q(A2)TAzQT = CTC.

3mMeiull
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

P Van-e olyan C métrix, melyre A = CTC?

-2
2

5 4
A=| 4 5
-2 2 8

M A szimmetrikus, sajatértékei 9, 9, 0, tehat ilyen C matrix létezik.

m A sajatfelbontdsa és a C matrix:

Wettl Ferenc

2 2[00 0,1 2
1 —2{lo 9 olil2 1
2 1|lo 0 ol3]2 22
3001122' 1 2
03 0[2l2 1 —2/=121
00o0[32 2 1] oo

Bevezetés az algebraba 2 — Diagonalizalas ort

2016. marcius 21.
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

Pozitiv definit matrixok faktorizacidja

T L! A € R™" szimmetrikus. A kovetkezdk ekvivalensek:

A pozitiv definit,

van olyan invertalhaté valdés C matrix, hogy A = c'c,

van olyan valés R fels6haromszég-matrix, melynek minden foatlébeli
eleme pozitiv, és A = RTR.

A B pont szerinti R egyértelmii!

D Az A = RTR felbontést az A matrix Cholesky-felbontasanak
nevezziik.

3mMeiull
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

BAEA=HAA=C'C~ A pozitiv szemidefinit.
C invertalhaté ~» A = CTC is ~» A-nak 0 nem sajatértéke ~» A
pozitiv definit.

= B = B R f6atlébeli elemei pozitivak ~» R invertalhatd, igy C =R

megfelel.
= { = H A pozitit definit ~~ invertalhaté ~~» LU-felbontasa egyértelm:
A=1LU,
e,-TAe,- = e,-TLUe,- = uj >0,
uii 0 0 1 U12/U11 ul,,/ull
0 uzp ... 0 0 1 U2n/U22
U=DV = ) . ) .
0 0 ... uml |0 0 e 1

A = LDV, ahol L alsé, V fels6 egységhdromszog-matrix
AT =A - A=LD'DV =V'D'DLT egyértelmiil ~» L=VT ~~
A=LDLT ~ R=D:LT jeloléssel A = RTR.

m E felbontas egyértelm. IMEIull
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Valés kvadratikus alakok Kvadratikus alakok definitsége

P Adjuk meg az A matrix Cholesky-felbontasat, ahol

11
A=1|1 5
0 2

NN O

B A mitrix pozitiv definit (xa(x) = —x3 + 8x% — 12x + 4) Az
LU-felbontas

1 00][1 10 1 00[[too]ft1o0
A=1[1 1 0/|0 4 2/=1 1 0[|0 4 0|0 1 %],
0 3 1|0 01 0 2 1/]/0 0 1/|0 01

diag(1,4,1) = diag(1,2,1) diag(1,2,1) és az R = diag(1,2,1)LT ~

N Ol =
NN O

1
A= |1
0

= N O

1 0
=1 0
0 1

o O

10
2 1
01
3mMeiull
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