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Diagonalizalhaté matrixok polinomjai

Diagonalizalhaté matrixok polinomjai

D Matrix polinomja Ha p(x) = ¢,x" 4 cp_1x™ 1 + -+ + c1x + co egy
tetszdleges polinom, akkor értelmezheté e polinomnak egy tetszoleges
négyzetes matrixban folvett értéke:

p(A) = cpA" + cp 1 A" -+ A+ ool

m A =CAC™! ~ A2 = CACICAC™! = CA?C!, ltaldban
tetsz8leges nemnegativ k egészre AK = CAKC—1.
~~ barmely p(x) polinomra p(A) = Cp(A)C™1, ahol

p(diag(A1, A2, ..., An)) = diag (p(A1), p(A2), - - -, P(An)) -

Diagonalizalhaté matrix polinomja Legyen A = CAC™1, ahol
A = diag(A1, A2, ..., An), és p(x) egy tetszbleges polinom. Ekkor

b~

p(\1) 0 ... 0
0 p(A 0
p(A)=C| | () , . |c L
5 : B 5 3MEull
0 0 ..o p(An)
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Diagonalizalhaté matrixok polinomjai

Példa

P Szamitsuk ki az A0 méatrixot!

-4 6
g S L e
M Sajatfelbontasa A = [ 11 ] l 0 2 ] [ -1 9 ]

10
p 2 1 -1 0 1 -1
10 _ =
2. (=110 210 2. (—1)1042.210 | | 1022 2046
(—1)10 — p10 —(=1)10 4 2.210 | 7| 1023 2047

3mMeiull
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Diagonalizalhaté matrixok polinomjai

Fibonacci-sorozat explicit alakja

T A Fibonacci-sorozatra (Fop =0, F1 =1, Fpp1 = Fn+ Fp_1, €ls6
néhany tagja: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,
610, 987,...) igaz a kovetkezé:

(), (59 ()

B Az els6 egyenl6ség teljes indukcidval bizonyithatd. Jelolés:

01
F_L 1].
n = 1-re trivi, n = n+ 1:

—_—— [Fn_l Fa [o 1] _ [ Fo  Fo1+F

Fn Fn+1 11 Fn+1 Fn+Fn+1

— Fn Fn+1
Fn+1 Fn+2 ’
3MEilull
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Diagonalizalhaté matrixok polinomjai
Fibonacci-sorozat (1. bizonyitas)
B xr(A) = A2 — X — 1, F sajatértékei A1 = 3(1 +1/5), a hozzajuk

tartozé sajatvektorok x1» = (1, (1 £ /5)).
F" sajatfelbontasaval:

i 1 1 [®s o] r 1]
FF=11,56 15 0 1-v5| |1+V6 1-V6
2 2 2 2 2
1 I R RS U
1+2\ﬁ 1 72\/5 - ﬁ 1+2\/§ -1

ahonnan

1+v5\" [1-v5\"
2 B 2
AMEIull
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Diagonalizalhaté matrixok polinomjai

Fibonacci-sorozat (2. bizonyitas)

AR

Az x; és x, sajétvektorok bazist alkotnak R?-ben, igy a [9] el&4ll
azok linearis kombinaciéjaként:

[(1)] = C1X1 + OX2 = 1/\/§x1 - 1/\/§x2.
F"[?] = c1A\[x1 + 2 A5x2, behelyettesités utan ezt kapjuk:

lo 1 (1+v5\"[ 1 1 (1-v5\"[ 1
Tl ) s s ) )

Itt csak az elsé koordinatat kiszdmolva, a tételbeli allitast igazoltuk.

B Vegyiik észre

3mMeiull
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Diagonalizalhaté méatrixok polinomjai

Cayley—Hamilton-tétel

Minimalpolinom
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Cayley—Hamilton-tétel

Diagonalizalhaté matrix karakterisztikus polinomja

A (Cayley—Hamilton-tétel spec. eset) Ha ya a diagonalizdlhaté A
karakterisztikus polinomja, akkor xa(A) = O.

B A ) sajatértékre ya(A\) =0, igy
xa(A) = Cxa(A)C?
= C diag(xa(M), xa(X2), .-, xa(An)) C*
= 0.

m E tétel altaldnosan is igaz

3mMeiull
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Cayley—Hamilton-tétel

Cayley—Hamilton-tétel

T Ha A egy tetszOleges négyzetes matrix, melynek karakterisztikus
polinomja xa, akkor xa(A) = O.

B L! B=A — )l. Az A karakterisztikus polinomja igy
detB = xa(A\) = (=1)"A" + pp1 A" + ...+ p1A + po.
B barmely eleméhez tartozé eldjeles aldetermindns A egy legfoljebb
n — l-edfokd polinomja, igy léteznek olyan konstans elemii Cy,
Ci,..., C,_1 matrixok, hogy

adjB = \""1C,_1+ ...+ \C; + Co.
det(B)l = B adj(B) ~~

n—1
BadjB = (A — \l) (Z Akck>
k=0

n—1

= ACo + (Z M(AC, — ck_1)> —A"C,_1.

k=1 3mMeiull
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Cayley—Hamilton-tétel

Cayley—Hamilton-tétel

Egyutthatddsszahasonlitas:

det(B)l  BadjB

(—1)" = —Cp_, A"
pn—lI = ACn—l - Cn—2 ' Anil
pol = AC, — Cq - A?
p1| = AC1 — Co -A

pgl = ACo.

A beszorzas utan kapott egyenloségeket dsszeadva

(—1)"A" + p, 1AL 4+ pA+ pol = 0.
3MEilull
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Cayley—Hamilton-tétel

A Tetszéleges n-edrendii invertalhaté A matrixhoz létezik olyan
legféljebb n — 1-edfokli g polinom, hogy A~ = g(A).

3mMeiull
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Diagonalizalhaté méatrixok polinomjai

Cayley—Hamilton-tétel

Minimalpolinom
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Minimélpolinom

LI A € F™". Minimalpolinomnak neveziink egy olyan minimalis
fokszamu pa fépolinomot (1 féegyiitthat6ji), melyre ua(A) = O.
Azt mondjuk, hogy a p polinom az A métrix annullatora, vagy hogy
annulldlja azt, ha p(A) = O. A minimalpolinom tehat egy legkisebb
fokd annullator fépolinom.

A nullpolinom nem lehet minimalpolinom, mert nem 1 a
foegyiitthatdja. Az 1 nem lehet minimalpolinom, mert barmely méatrix
behelyettesitése utan | lesz (nem O).

Az | matrixnak (az identikus transzformaciénak) pu(x) =x—1 a
minimalpolinomja.

A ~ B = pua = ug (ugyanis p(B) = C~1p(A)C, igy minden p
polinomra p(A) és p(B) egyszerre O, illetve egyszerre nem.)

A minimalpolinom invaridns a matrixok hasonlésagéra, igy egy linearis
transzformacié minimalpolinomja megegyezik barmely bazisban folirt
matrixanak minimalpolinomjaval. Definalhaté egy A:V — V lineéris
transzformacié minimalpolinomja, ahol V egy F test folotti véges
dimenzids vektortér. 3IMEuIl
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Minimélpolinom

Minimalpolinom tulajdonsagai

T LA e ™,

A-nak pontosan egy pua miniméalpolinomja van.
Barmely p polinomra p(A) =0 <= pua | p.

pa | XA
A minden sajatértéke gyoke pa-nak.

B B A C-H-tétel V A: xa(A) = O ~» 3 anullator ~» 3 fépolinom
Tfh p és g két killonb6zé minimalis fokszam fopolinom, melyekre
p(A)=q(A) =0~ (p—q)(A)=p(A) —q(A) =0 ~ p=gq.
pa | p~» p = paq vmilyen g pol.-ra ~» p(A) = ua(A)gq(A) = O.
p(A) = 0 és p = puag + r, ahol r foka kisebb, mint pa foka,
masrészt O = p(A) = ua(A)g(A) + r(A) ~ r(A) =0 ~ r =0.
az el6z6ekbdl
(\, x) sajatpar ~ Akx = Arx (k € Nt) ~ V p-re p(A)x = p(\)x.
pa(A)x = pa(A)x, de pa(A) =0, és x # 0, ezért ua(A) =0. zmMewn
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D

Minimélpolinom

Ha xa(x) = [1;(x — Ai)?, akkor a B-beli oszthatésdg miatt

pa(x) = I1;(x — A;)™, ahol 1 < m; < a;, és a; a \; algebrai
multiplicitasa.

Ha A nilpotens, ahol Ak = O, de A*~1 £ O, akkor pua(x) = xk.
ugyanis x* annullator, gy a minimélpolinom csak valamely osztéja
lehet. Az osztdi viszont mind x™ alakiiak, ahol m < k, de azok

m < k esetén nem annullatorok.

A pontosan akkor diagonalizalhaté, ha minimalpolinomja kiilonb6z6
linedris tényezdék szorzata (egyelére az egyik irdnyt tudjuk bizonyitani).

3mMeiull
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Minimélpolinom

Példak minimalpolinomra

P Hatarozzuk meg a xa és ua polinomokat!

OO+, O OO
OoORr OO OO

O OO O oo
[l el ool
O O O o+ Oo
OO O = OO

3mMeiull
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Minimélpolinom

Példak minimalpolinomra

P
1100 1100
0100 0100
A= 0 01 1|’ B= 0 010
0 001 0 001
M xa(x) = xg(x) = (x — 1)* Minimalpolinom lehet (x — 1), ahol
k < 4. Mivel
1200 1200
, o100 , 0100
A" = 0 01 2’ B = 0 01 0
0 001 0 001

és A2 —2A +1 =0, de A — 1 # 0, ezért pa(x) = (x — 1)2.

B2-2B+1=0, de B—1+#0, ezért ug(x) = (x — 1)2. IMELI
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Minimélpolinom

Példak minimalpolinomra

P Irjuk fol a kévetkezd matrix minimalpolinomjat!

OO N D
OO = W
W N WO
=N A~ O

M Legyen
4 3 2 2
Ekkor xa(x) = x? —3x — 10 = (x — 5)(x + 2),
xg(x) =x% —3x — 4 = (x — 4)(x + 1), igy
xm(x) = (x —4)(x + 1)(x — 5)(x + 2), de mivel nincsenek tobbszoros
gyokok, ez egyuttal a minimalpolinom is.
3Melull
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Minimélpolinom

Frobenius kiséro matrix

A Barmely y(x) = x" + a;x" "t + ax""2 4 - - - + a,, polinomhoz létezik
olyan matrix, melynek x a karakterisztikus polinomja. Ezt a polinom
kiséré matrixanak nevezziik. Alakja

0 0 . 0 —ap

1 0 . 0 —ap—1
C= 01 . 0 —danp—2

0 0 1 —al

3mMeiull
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Minimélpolinom

B A karakterisztikus polinomot ad6 determinansban alulrél minden sor

x-szeresét a folotte 1évéhoz adva kapjuk, hogy

xe(x)=|0

0O ... 0
—x ... 0
1 ... 0
0o ... 1

—dp-1
—dn-2

—d] — X

0
1
0

0

0

0 x(x)

0 ?

0

1 —d1 — X

lgy xc(x) elbjelszorzét nem szamitva megegyezik a megadott x(x)

polinommal.

Wettl| Ferenc

Bevezetés az algebraba 2 — Cayley—Hamilton-

2016. aprilis 29.
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Minimélpolinom

A A kisérd matrix minimalpolinomja megegyezik karakterisztikus
polinomjaval (egy —1 szorzé erejéig).

B Tetszdleges, de nem csupa zérus ¢; konstansokra

Co
a

n—1

Z Cij el = : ?

j=0 :
Cn—1

azaz nincs n-nél alacsonyabb fokd annullator, tehat

(€)= (=1)"x(C).

3mMeiull
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