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Skaléris szorzas C"-ben

Mi lehet a skalaris szorzas?

m Hogyen terjeszthetd ki a skalaris szorzas C"-re?
(1,i) - (1,i)21-1=0
(1,i)-(1,i) = -1—-1=-2

m Az 1-dimenzids térben mi az abszol(t érték?

A z = a+ib szam abszolit értékének négyzete zz, és nem z2!

Eszerint z = (z1,22,...,2,) és aw = (wy, ws, ..., w,) vektorok
skalaris szorzatanak egy lehetséges definicidja

Z-W=2Z1W] + 2oWo + -+ + Z,W,, vagy

Z-W=2Z1W1 +2oWp + - -+ + ZnWh.
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Skaléris szorzas C"-ben

Komplex matrix adjungaltja

D Az A komplex matrix adjungéltjan (vagy Hermite-féle
transzponaltjan) elemenkénti konjugaltjanak transzponaltjat értjik.
Az A adjungéltjat A*, vagy Hermite neve utan A" jeldli, tehat
AH=RA"

m semmi koze a , klasszikus adjungalthoz"!

L =] e = [

T Az adjungdlt tulajdonsagai Legyenek A és B komplex matrixok, ¢
komplex szam. Ekkor

(AH)H = A,

(A+B)" = A" 4 B,
(cA)H =cAH

(AB)H = BHAH.

m A valds transzponialas kiterjesztése.

T
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Skaléris szorzas C"-ben

Skalaris szorzas definiciéja

D Komplex vektorok skalaris szorzata A C"-beli z = (z1, 22, ..., zn) és
w = (wy, Wy, ..., w,) vektorok skaldris szorzatan a

Z-W=2Z1wj +22Wp + -+ - + ZWp

komplex skalart értjiik. Matrixszorzatos alakja z - w = zHw.
P (1,i) és (i,i) szorzatai:

(1,i) - (1,i) = -?r H =1 - H =1-i’=2,
(i,1) - (i,i) = jH H =[-1 —i H =i —i?=2,
(1,i) - (i,i) = _T H 1 —i H =i—i?=1+i,

i

eo-wn=[] ] =t af]=eein men
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Skaléris szorzas C"-ben

Skalaris szorzas tulajdonsagai

T Legyen u,v,w € C", és legyen ¢ € C. Ekkor
Hu-v=v-u
u-(vtw)=u-v+u-w,
(cu)-v="C(u-v)ésu-(cv) =c(u-v),
Buu>0hau#0éu-u=0 hau=0.
m Kiterjesztése a valds skalaris szorzatnak!

m A harmadik tulajdonsagban felsoroltak barmelyike kévetkezik a
masikbdl az elsé alapjan.

m Komplex vektor 6nmagaval vett skaldris szorzata valés!
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Skaléris szorzas C"-ben

Tavolsag és a meroleges vetités komplex terekben

D Komplex vektorok hossza, tavolsdga, merdlegessége A komplex
u € C" vektor hossza, vagy abszol(t értéke |u| = \/u - u, két vektor
tavolsaga megegyezik kilonbségiik hosszaval, azaz u,v € C” vektorok
esetén d(u,v) = |u — v|. Két vektort merdlegesnek tekintiink, ha
skalaris szorzatuk 0.

T Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlétlenség Tetszbleges u,v € C”
vektorokra

u - v| < ullv]. (1)

Egyenldség pontosan akkor all fenn, ha u és v linearisan 6sszefliggok,
azaz ha egyik vektor a masik skalarszorosa.
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Skaléris szorzas C"-ben

Unitér matrixok

m Az ortogonalis matrixok komplex analogonjai az unitér matrixok.
D Unitér matrix Egy komplex négyzetes U matrix unitér, ha UHU = 1.

m Az ortogonalis matrixokhoz hasonléan bizonyithatd, hogy egy
U € C"™" matrix pontosan akkor unitér, ha az aldbbiak barmelyike

teljesil:

uut =1,

u-t=uU"

U oszlopvektorai ortonormalt bazist alkotnak a komplex skalarszorzasra
nézve,

U sorvektorai ortonormalt bazist alkotnak a komplex skaldrszorzasra
nézve,

|Ux| = |x| minden x € C" vektorra,

@ Ux-Uy=x"y.
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Skaléris szorzas C"-ben

Komplex matrix kitlintetett alterei

m Komplex matrixok szorzatdban NEM sorvektor és oszlopvektor
skalaris szorzata szerepel!
m Ax =0 ~ C" = S(A) @ N(A) C™ = O(A) & N(AT)
T Komplex matrix kitlintetett alterei Ha A € C™*", akkor
O(A") L N(A), O(A) L N(AM),
C" = O(A") @ N(A), C™ = O(A) @ N(AM),
K Az A € C™" négyzetes matrixra ekvivalensek a kdvetkezék:
O(A) L N(A),
O(AH) = O(A),
N(AH) = N(A).
m Az invertalhaté matrixok mind ilyenek, hisz a nulltér csak a
nullvektorbdl all.
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Skaléris szorzas C"-ben

Merdleges vetités és tikrozés egy hipersikra

m Az x vektornak az e egységvektor egyenesére es6 merdleges vetlilete:
e(e - x), x rd merdleges osszetevje: x —e(e-x) = (I — eeM)x

m Merdleges titkrozés matrixa | — 2eel
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Skaléris szorzas C"-ben

GS-ortogonalizacié komplex terekben

P Ortogonalizaljuk az (i,0,0), (i,i,1), (i,1,0) vektorokbdl &ll6
vektorrendszert.
M v; = (i,0,0), a tovabbiakban hasznaljuk a

i vk(viairn) | o )
Vitl = @j41 — D j=1 vﬁi‘,; képletet:

o ! 0 R
A o aly el 3
o | i ] i
[-i 0 0] 8 [0 —i i |i 3IMEI
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Skaléris szorzas C"-ben

Az ONB
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Skaléris szorzas C"-ben

Onadjungalt matrixok

D Az A komplex matrixot 6nadjungéalt vagy Hermite-féle matrixnak
nevezzik, ha
A" = A
m onadjungalt matrix féatldéjaban csak valdsok allhatnak
m Minden valds szimmetrikus matrix 6énadjungalt,

a komplex szimmetrikus matrixok pontosan akkor 6nadjungaltak, ha
minden elemiik valds.

P Melyek 6nadjungaltak?

S 12 P14 1 1+i

o2 273 sl i 1 (14 2

1—i 24+3 3 ! !
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Skaléris szorzas C"-ben

Ferdén onadjungalt matrixok

D A € C"™" ferdén 6nadjungalt, ha

A = —A"

—3—1i
ferdén 6nadjungalt matrixok fé6atldéjaban tiszta imaginarius szamok
allnak (a 0 is annak tekintendd).

P l 21 3511 ferdén 6nadjungalt.

S

™

ha A ferdén 6nadjungalt, akkor iA és —iA 6nadjungalt.

>\

Minden komplex négyzetes matrix egyértelmiien elGall egy
6nadjungélt és egy ferdén 6nadjungalt matrix osszegeként.
B A=B+C, ahol B = J(A+ AH), C= (A — A") és B 6nadjungilt,
C ferdén 6nadjungalt.
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Skaléris szorzas C"-ben

Normalis matrixok

D Az adjungaltjaval folcserélheté matrixokat normalis matrixoknak
nevezziik:
AA" = AHA

A Minden valds szimmetrikus, ferdén szimmetrikus és ortogonalis matrix
normalis. Minden komplex 6nadjungalt, ferdén 6nadjungalt és unitér
matrix normalis.

m Van olyan matrix, mely nem esik a font folsorolt osztalyokba, de

normalis:
1 01 2 1 1
A=1110 AAH = AFA = |1 2 1
01 1 11 2
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Skaléris szorzas C"-ben

Kapcsolatok

A {valés szimmetrikus} C {énadjungélt} C {normalis} C {nulltér L
oszloptér}

B A C relacidk kozil csak az utolsé nem trivi: Tudjuk, hogy
O(A) = O(AAH) = O(AHA) = O(AH), ami ekvivalens azzal, hogy
O(A) L N(A).

Azt, hogy mindegyik tartalmazés valédi, példakkal igazoljuk:

I . :
i 0] onadjungalt, de nem szimmetrikus

1
_01 0] (ferdén szimmetrikus) nem 6énadjungélt, de normalis

nem normalis, de invertalhatd, igy a nulltér merdleges az
2 1

oszloptérre.
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