11. Hazi feladat (hatarid6: 2016-05-06)

A feladatokra teljes megolddst kériink részletszamitd-
sokkal, indokldssal, az eredmény leirdsa nem elegen-
dé. Mas megoldasdt lemdsolni nem szabad!

1.

Legyen V egy tetszbleges vektortér, és legyen
X = {x1,X2,...,xi}. Igazoljuk, hogy span(X)
metszete mindazon W < V altereknek, melyek
tartalmazzak X-et, azaz

span(X) = ﬂ W.
XCW

Melyek linearisan fiiggetlenek az aldbbi halma-
zok kozil?

a){sinz,cosz,zsinz,xcosz},
b){e®, ze®, x%e®},
c¢){sin kz, cos kx,sinnx, cosnx}, k#n, k,n € Nt

2

d){sin? z, cos® z, sin 2z, cos 2x}.

A legfoljebb n-edfoku valés polinomok P, vek-
torterén az alabbi leképezések melyike linearis
leképezés, ahol D : p — p’ a differencidlopera-
tor:

(a) 2, D™ + Xy D™ 4 oo+ 2D + 0,
(0,21, ..., Zm €R)

(b) p(x) — x"p'(0)
(c) p(x) = 3 [y p(y)dy

(d) Trjuk fel az n = 3 esetben az {1,z,z%, 2%}
bazisra vonatkoz6 matrixat a fenti linearis leké-
pezéseknek.

Legyen A és B két felcserélhetd linearis transz-
formacié a V véges dimenzios C feletti vektor-
téren. Mutassuk meg, hogy van olyan bazis V-
ben, amelyben mindkét transzformécié méatrixa
fels6 haromszogmétrix! (hasznaljunk indukciét
és faktorteret!)

Mutassuk meg, hogy ha Vi, Vs két F test felet-
ti vektortér, dimV; = n, dim Vs = m, akkor a
V1 — Vs linedris leképezések vektorteret alkot-
nak és ez a vektortér izomorf M,, ,[F]-fell

10.

. Mutassuk meg, hogy két azonos test feletti véges

dimenziés vektortér pontosan akkor izomorf, ha
azonos dimenziéjiak!

Legyen A az n csdcsu iranyitott G graf szom-
szédsagi matrixa, azaz legyen

1, ha az i-edik csticsbdl vezet irdnyitott

aij = él a j-edik csticsba,

0, egyébként.

Mutassuk meg, hogy G pontosan akkor erdsen
Osszefliggd (azaz pontosan akkor vezet barme-
lyik pontbdl barmelyik mdsikba irdnyitott tt),
ha nincs olyan P permutdciémétrix, hogy PAP”

alakja
XY
o Z|’°

ahol X és Z négyzetes matrixok.

. Tekintsiik az

1 010
2 -1 01
3 -1 1 1
A= 1 1 11
0 0 1 1
3 -1 2 2

matrix sorterét V-t és ebben az els6 két sorvek-
tor altal kifeszitett VW alteret. Hatdrozzuk meg
a V/W fatortér dimenzigjat. Adjunk meg a fak-
tortérben egy bazist annak segitségével, hogy ki-
egészitjiilk W egy bézisat V egy bézisdva!

. Mutassuk meg, hogy egy véges dimenziés V vek-

tortérben minden W altérhez van direkt kiegé-
szit6 altér! Mutassuk meg, hogy ez nem egyér-
telmil, de dimenzidja egyértelmii!

Legyen f(z,y) = 2+ 32y +y3 +xy®. Szamitsuk
ki az a = (1,1) pontban és h = (hy, hy) megval-
tozésvektornal a df(a,h), d®f(a,h), d®f(a,h),
d*(a,h) differencidlokat és mutassuk meg, hogy
df(a,h) linedris h-ban, d?f(a,h) kvadratikus
alak. Irjuk fel f a-beli Taylor-polinomjénak elsé
négy tagjat!



