
11. Házi feladat (határidő: 2016-05-06)
A feladatokra teljes megoldást kérünk részletszámítá-
sokkal, indoklással, az eredmény leírása nem elegen-
dő. Más megoldását lemásolni nem szabad!

1. Legyen 𝒱 egy tetszőleges vektortér, és legyen
𝒳 = {x1, x2, . . . , x𝑘}. Igazoljuk, hogy span(𝒳 )
metszete mindazon 𝒲 6 𝒱 altereknek, melyek
tartalmazzák 𝒳 -et, azaz

span(𝒳 ) =
⋂︁

𝒳 ⊆𝒲

𝒲.

2. Melyek lineárisan függetlenek az alábbi halma-
zok közül?
a) {sin 𝑥, cos 𝑥, 𝑥 sin 𝑥, 𝑥 cos 𝑥},
b) {e𝑥, 𝑥e𝑥, 𝑥2e𝑥},
c) {sin 𝑘𝑥, cos 𝑘𝑥, sin 𝑛𝑥, cos 𝑛𝑥}, 𝑘 ̸=𝑛, 𝑘, 𝑛 ∈ N+

d) {sin2 𝑥, cos2 𝑥, sin 2𝑥, cos 2𝑥}.

3. A legföljebb 𝑛-edfokú valós polinomok 𝒫𝑛 vek-
torterén az alábbi leképezések melyike lineáris
leképezés, ahol 𝐷 : 𝑝 ↦→ 𝑝′ a differenciáloperá-
tor:
(a) 𝑥𝑚𝐷𝑚 + 𝑥𝑚−1𝐷𝑚−1 + · · · + 𝑥1𝐷 + 𝑥0,
(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 ∈ R)
(b) 𝑝(𝑥) ↦→ 𝑥𝑛𝑝′(0)
(c) 𝑝(𝑥) ↦→ 1

𝑥

∫︀ 𝑥

0 𝑝(𝑦) d𝑦

(d) Írjuk fel az 𝑛 = 3 esetben az {1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3}
bázisra vonatkozó mátrixát a fenti lineáris leké-
pezéseknek.

4. Legyen 𝐴 és 𝐵 két felcserélhető lineáris transz-
formáció a 𝒱 véges dimenziós C feletti vektor-
téren. Mutassuk meg, hogy van olyan bázis 𝒱-
ben, amelyben mindkét transzformáció mátrixa
felső háromszögmátrix! (használjunk indukciót
és faktorteret!)

5. Mutassuk meg, hogy ha 𝒱1, 𝒱2 két F test felet-
ti vektortér, dim 𝒱1 = 𝑛, dim 𝒱2 = 𝑚, akkor a
𝒱1 → 𝒱2 lineáris leképezések vektorteret alkot-
nak és ez a vektortér izomorf 𝑀𝑚,𝑛[F]-fel!

6. Mutassuk meg, hogy két azonos test feletti véges
dimenziós vektortér pontosan akkor izomorf, ha
azonos dimenziójúak!

7. Legyen A az 𝑛 csúcsú irányított 𝒢 gráf szom-
szédsági mátrixa, azaz legyen

𝑎𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, ha az 𝑖-edik csúcsból vezet irányított

él a 𝑗-edik csúcsba,
0, egyébként.

Mutassuk meg, hogy 𝒢 pontosan akkor erősen
összefüggő (azaz pontosan akkor vezet bárme-
lyik pontból bármelyik másikba irányított út),
ha nincs olyan P permutációmátrix, hogy PAP𝑇

alakja [︂
X Y
O Z

]︂
,

ahol X és Z négyzetes mátrixok.

8. Tekintsük az

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 1 0
2 −1 0 1
3 −1 1 1
1 1 1 1
0 0 1 1
3 −1 2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
mátrix sorterét 𝒱-t és ebben az első két sorvek-
tor által kifeszített 𝒲 alteret. Határozzuk meg
a 𝒱/𝒲 fatortér dimenzióját. Adjunk meg a fak-
tortérben egy bázist annak segítségével, hogy ki-
egészítjük 𝒲 egy bázisát 𝒱 egy bázisává!

9. Mutassuk meg, hogy egy véges dimenziós 𝒱 vek-
tortérben minden 𝑊 altérhez van direkt kiegé-
szítő altér! Mutassuk meg, hogy ez nem egyér-
telmű, de dimenziója egyértelmű!

10. Legyen 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 +3𝑥𝑦 +𝑦3 +𝑥𝑦5. Számítsuk
ki az a = (1, 1) pontban és h = (ℎ1, ℎ2) megvál-
tozásvektornál a d𝑓(a, h), d2𝑓(a, h), d3𝑓(a, h),
d4(a, h) differenciálokat és mutassuk meg, hogy
d𝑓(a, h) lineáris h-ban, d2𝑓(a, h) kvadratikus
alak. Írjuk fel 𝑓 a-beli Taylor-polinomjának első
négy tagját!
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