Mésodrendii differencidlegyenletek

ATTEKINTES Az alabbiakban masodrendii differencialegyenletekkel fogunk
foglalkozni: ez az egyenlettipus gyakran keriil el6 a tudoményos és a mérndki
gyakorlatban — gondoljunk példaul a rugok rezgéseit vagy az elektronikus dram-
koroket leird egyenletekre. A fejezet soran megismerjiik a masodrendi egyenle-
tek kiilonféle megoldéasi modszereit.

1. Masodrendii linearis egyenletek

Masodrendii linearis differencialegyenlet alatt a

P(z)y" (z) + Qx)y'(x) + R(z)y(z) = G(x) (1)

alaku egyenleteket értjik. Ez az egyenlet az y ismeretlen fliggvényben és de-
rivaltjaiban linearis. Feltessziik, hogy a P, @, R és G fiiggvények egy alkalmas
I nyilt intervallumban folytonosak. Ha G(x) azonosan nulla az I intervallu-
mon, akkor az egyenletet homogénnek, kiilénben inhomogénnek mondjuk.
A homogén méasodrendd linearis differencidlegyenlet altalanos alakja tehat

P(x)y" + Q(z)y' + R(x)y = 0. (2)

Azt is feltessziik, hogy P(x) sehol sem veszi fel a nulla értéket az I intervallum-
ban.

A (2) egyenlet megoldasaval kapcsolatban két alapvetd tényt mondunk ki.
Ezek koziil az els§ azt allitja, hogy ha ismerjiik a homogén lineéaris egyenlet
két megoldéasat, az y; és yo fliggvényeket, akkor ezen megoldasok tetszdleges
y = c1y1 + coyo linearis kombinacidja is megoldés, a ¢; és ¢y konstansok
tetszéleges valasztasa mellett.

1. TETEL — A szuperpozicio elve. Ha y;(z) és y2(2) a (2) homogén
linearis egyenlet két megoldéasa, akkor tetszdleges ¢ és co konstansok
esetén az

y(x) = crya(z) + caya(x)

fiiggvény is megoldasa a (2) egyenletnek.

Bizonyitas. Az y-ra megadott kifejezést behelyettesitve (2)-be azt kapjuk,

hogy
P(2)y" + Q(x)y' + R(x)y =



P(x)(c1y1 + cay2)” + Q(x)(cry1 + caya)’ + R(x)(crys + caya) =
P(z)(c1y) + cayy) + Q) (c1y) + cays) + R(x)(cryr + caya) =
a (P(x)y! + Qz)yy + R(x)y1) + co(P(z)ys + Q(x)yy + R(x)y2) =

=0, mert y; megoldés =0, mert y> megoldas

c1-0+4+c-0=0.

Ezzel belattuk, hogy y = c1y1 + cays szintén megoldéasa a (2) egyenletnek. W

Most felsoroljuk az 1. Tétel néhany azonnali kovetkezményét, amelyek a
homogén linearis egyenletre vonatkoznak.
1. A (2) egyenlet barmely két megoldasanak y; + yo Osszege szintén megoldas.
(Legyen ugyanis az el6bbiekben ¢; =1 és ¢o = 1.)
2. A (2) egyenlet barmely y; megoldasanak ky; konstansszorosa is megoldas.
(Legyen ugyanis ¢; = k és ¢ = 0.)
3. A (2) egyenletnek mindig megoldasa az y(z) = 0 trivialis megoldas. (Le-
gyen ugyanis ¢; = co = 0.)

A homogén linearis egyenletekre vonatkozd mésik alapvet§ eredmény az
egyenlet altalanos megoldasardl szol: 1étezik az egyenletnek két megoldésa,
y1 és Y2, hogy az egyenlet Gsszes tobbi megoldasa megkaphaté e két megol-
dés alkalmas linearis kombinaciojaként, vagyis a ¢; és co konstansok alkalmas
megvalasztasaval. Az itteni y; és yo megoldasok azonban nem lehetnek tetszs-
legesek, fenn kell allnia ugyanis annak, hogy 6k linearisan fiiggetlenek, azaz
y1 és yo egyike sem lehet a masik konstansszorosa. Példaul az f(x) = e® és
g(z) = we® fiiggvények linedrisan fiiggetlenek, mig az f(z) = 22 és g(z) = T2
fiiggvények nem (ezért ket linearisan osszefiiggének hivjuk). Az alabbi, linearis
fiiggetlenségrdl szolo tételt itt nem bizonyitjuk be, csak kimondjuk.

2. TETEL Ha P,Q és R folytonosak az I intervallumban és P(x)
sehol sem nulla I-ben, akkor a (2) homogén linearis egyenletnek létezik
két linearisan fiiggetlen y; és y» megoldasa az I intervallumon. Fennéll
tovabba, hogy ha y; és yo tetszdleges linearisan fiiggetlen megoldasai a
(2) egyenletnek, akkor az egyenlet altalanos megoldasa elall

y(r) = c1y1 () + coya ()

alakban, ahol ¢y és ¢ tetszéleges konstansok.

Most azzal a kérdéssel fogunk foglalkozni, hogy hogyan talalhatunk két li-
nearisan fiiggetlen megoldast abban a specialis esetben, ha a (2) egyenletben a
P, @ és R fiiggvények konstans fiiggvények.

1.1. Allandé egyiitthatés homogén egyenletek



Tegyiik fel, hogy a megoldando egyenletiink az alabbi alaku
ay” +by' +cy =0, (3)

ahol a,b és ¢ adott allandok. A (3) egyenlet megoldasédhoz olyan fliggvényt
keresiink, amelyet konstanssal megszorozva, majd hozzdadva elsé derivaltjanak
konstansszorosat, végiill masodik deriviltjdnak konstansszorosat is, az Osszeg
nulla. Egy ilyen tipusu fiiggvény az y = e"® alaka exponencialis fiiggvény, ahol
r valamilyen alland6. Ebb6l kétszeri derivalassal kapjuk, hogy v/ = re"™ és y” =
r2e"®, melyek mindketten az eredeti exponencialis fiiggvény konstansszorosai.
Behelyettesitve ezeket a (3) egyenletbe azt nyerjiik, hogy

ar’e™ + bre"® + ce™ = 0.

Mivel az exponencidlis fiiggvény sehol sem nulla értékid, osszuk le ez utébbi
egyenletet e"*-szel. Belattuk tehat, hogy y = €™ pontosan akkor megoldéasa a
(3) egyenletnek, ha

ar? +br +¢=0. (4)

A (4) egyenletet az ay” + by’ + cy = 0 differencidlegyenlet karakterisztikus
egyenletének nevezziik. Figyeljiik meg, hogy a karakterisztikus egyenlet r-ben
egy kozodnséges masodfoku egyenlet, melynek két gydke

—b+ Vb? — dac . —b— Vb?% — 4ac
f— — 2: —_— .

71 es
2a 2a

A b? — 4ac diszkriminans elgjelétsl fiiggSen harom esetet kiilonbodztetiink
meg.

1. eset: b2 —4ac > 0. Ilyenkor a karakterisztikus egyenletnek r; és ry két
kiilonb6z6 valos gydke, tehat y; = e™* és yo = €% a (3) egyenletnek két linea-
risan fliggetlen megoldasa (hiszen €"2* nem konstansszorosa e™**-nek, lasd a 61.
feladatot). A 2. Tétel alapjan igy belattuk az alabbit.

3. TETEL Ha r és ry az ar? + br + ¢ = 0 karakterisztikus egyenlet
két kiilonbo6z6 valos gyoke, akkor

y — Cle’r’lw + 0267’2:6

adja meg az ay’' +by’ +cy = 0 differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

1. PELDA Adjuk meg az



egyenlet altalanos megoldasat.

Megoldas Az y = e"* helyettesitéssel a differencidlegyenletbdl az
P —r—6=0
karakterisztikus egyenletet kapjuk, melyet
(r=3)(r+2)=0

alakban is felirhatunk. Ennek két kiilonb6z6 valos gydke van, r1 = 3 és ro = —2,
igy a differencidlegyenlet altalanos megoldasa

y = 1€ + e %, W

2. eset: b2 —dac = 0. Ekkor r; = ry = —%. A jelolés egyszertsitése
érdekében legyen r = —%. A differencidlegyenlet egyik megoldasa most y; =
e ahol 2ar + b = 0. Mivel azonban e™ konstansszorosa nem adna linearisan

fiiggetlen masik megoldast, probalkozzunk azzal, hogy fiigguénnyel szorzunk. A
legegyszertbb ilyen fliggvény az u(x) = x, nézziikk meg tehat, vajon yo = xe™
megoldéas-e. A differencidlegyenletbe behelyettesitve azt nyerjiik, hogy

ayy + by + cyz = a(2re™ + r2xe™) + b(e"” + rae™) 4 cxe’ =

(2ar 4 b)e™ + (ar? + br + c)ze™ =

0-e™+0- -z =0.

Az utolso sorban az elsd tag azért nulla, mert r = f%, a méasodik tag pedig

azért, mert r a karakterisztikus egyenlet gyoke. Az y; = e és yo = xe"™
fiiggvények lineédrisan fiiggetlenek (lasd a 62. feladatot), igy a 2. Tétel alapjan

kimondhatjuk az alabbit.

4. TETEL Ha az ar? + br + ¢ = 0 karakterisztikus egyenletnek r az
egyetlen (kétszeres) valos gyoke, akkor

y=cre" 4+ coxe’™

adja meg az ay” + by’ +cy = 0 differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

2. PELDA Adjuk meg az

' +4y +4y =0
egyenlet altalanos megoldasat.
Megoldas A karakterisztikus egyenlet most

2 4+4r4+4=0,



amely teljes négyzet, azaz
(r+2)*=0.

Ennek az r = —2 kétszeres valos gyoke, igy a differencidlegyenlet altalanos
megoldésa
y=cre " +core . M

3. eset: b2 —dac < 0. A karakterisztikus egyenletnek ebben az esetben
két konjugalt komplex gydke van, r; = o + 13 és ro = a — i, ahol « és (8
valos szdmok, és szokés szerint i2 = —1. (Fennall egyébként, hogy a = f%
és 0 = 7”“;‘;’!’2) A két komplex gyok segitségével a differencidlegyenlet két
linearisan fiiggetlen megoldasa felirhat6, mint

g = el@FOT — 0T (cog(Bx) + isin(fz)),

illetve '
yo = elTPT — 2% (cos(Bx) — isin(fx)).

(A szinuszt és koszinuszt tartalmazo kifejezések az Euler-formulabol kovetkez-
nek.) Ezek az y; és yo megoldasok komplex szamokat tartalmaznak, noha az
eredeti differencidlegyenletben csak valds szamok szerepeltek. Az 1. Tételben
megfogalmazott szuperpozicios elv alapjan azonban két valés értékd megoldast
nyeriink, ha példaul az

1 1

Ys =gyt gy = e™* cos(fr)
és 1 1
Ya =50 — 5ol = e sin(fx)

valasztéassal éliink. Az ys és y4 fliggvények szintén linearisan fiiggetlenek (lasd
a 63. feladatot), igy a 2. Tétel szerint igaz az alabbi allitas.

5. TETEL Har =a+ifésro=a—ifazar®+br+c=0
karakterisztikus egyenlet két komplex gyoke, akkor

y = e**(cq cos(Bx) + ca sin(fx))

adja meg az ay” + by’ +cy = 0 differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

3. PELDA Adjuk meg az
y//_4y/+5y20
egyenlet altalanos megoldasat.

Megoldas Az
r?—4r4+5=0



karakterisztikus egyenletnek a két komplex gydke r1 2 = 4£V16-20 V§6_20, vagyis r; =

241ésro =2 —1i. EbbSl a = 2 és = 1 adodik, tehat a differencidlegyenlet
altaldnos megoldasa

y = e**(cy cos(z) 4 cosin(z)). W

1.2. Kezdeti- és peremérték-problémak

Egy els6rendd linearis differencidlegyenlet megoldasat egyértelmiien meghaté-
rozza a megoldas valamely pontbeli ismerete. A maéasodrendi egyenletek Aal-
taldnos megoldésa azonban két szabad paramétert tartalmaz, igy egy konkrét
megoldas kivalasztasahoz két feltétel sziikséges. Az egyik lehetGség az, hogy
a megoldas és derivaltjanak értékét egy adott helyen elsirjuk: y(xo) = yo és
y'(x0) = y1. Ezeket kezdeti feltételeknek hivjuk. Az alabbi idevago ered-
ményt nem bizonyitjuk be; a tétel az egyértelmd megoldés 1étezését biztositja
homogén és inhomogén mésodrend( linearis kezdetiérték-problémakra.

6. TETEL Ha P,Q, R és G folytonosak egy nyilt I intervallumban,
akkor pontosan egy olyan y(x) fliggvény létezik, amelyik megoldésa a

Px)y"(z) + Q@)y'(z) + R(z)y(x) = G(x)

differencialegyenletnek az I intervallumon és teljesiti az y(zg) = yo és
y'(zo) = y1 kezdeti feltételeket valamely adott 29 € I pontban.

Itt fontos hangsulyoznunk, hogy az yg és y1 valos szamok a tételben tetszdéleges
modon elGirhatok. Az alabbi példdban egy homogén egyenletet kezdeti feltétellel
egyiitt oldunk meg.

4. PELDA Adjuk meg azt a fiiggvényt, amely megoldésa az
y' =2y +y=0, y(0)=1, ' (0)=-1
kezdetiérték-feladatnak.
Megoldas A karakterisztikus egyenlet
r?—2r+1=(r—-172=0,
melynek kétszeres gydke r = 1, az altalanos megoldas tehat
y = cre’ + coxe”.
Ebbél derivalassal azt kapjuk, hogy

y' = c1e” + ca(x + 1)e”.



A kezdeti feltételekbdl felirhatjuk, hogy
l=ci4+c-0 és —1=cy+co-1,

melyet megoldva ¢; = 1 és co = —2 adddik, tehat a kezdetiérték-probléma
egyértelmi megoldésa az
y=e" —2xe”

fiiggvény. A megoldast az 1. abran rajzoltuk fel. MW
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1. abra A 4. példa megoldasgorbéje.

A maésodrendii differencidlegyenlet altalanos megoldasaban fellépd két tetszole-
ges allandot a fentiektdl eltérden gy is meghatarozhatjuk, ha a megoldasfiigg-
vény értékét az I intervallum két kilonbozd pontjiban irjuk els. Ez képlettel azt
jelenti, hogy a differencidlegyenletet és az

y(x) =y e ylrz) =2

peremfeltételeket tekintjiik, ahol 1 # x9 mindketten adott I-beli pontok.
(y1 és yo itt is tetszGleges valos szamot jelolhet.) A differencidlegyenlet és
a peremfeltételek egyiitt alkotjik a peremérték-problémat. A 6. tételbeli
eredménnyel ellentéthben azonban a peremérték-feladatoknak nincs mindig meg-
oldasuk, s6t az is el6fordulhat, hogy van megoldas, de az nem egyértelmd (lasd
a 65. feladatot). Ezekre a jelenségekre részleteiben itt nem tériink ki; az alabbi
példa olyan esetet illusztral, amikor a megoldas egyértelmd.

5. PELDA Oldjuk meg az
! 4 = = (— = 1
y' +4y=0, y(0)=0, y 12)

peremeérték-feladatot.



Megoldas A karakterisztikus egyenlet
r? 44 =0,

melynek komplex gyokei 71 o = £2i. A differencidlegyenlet altalanos megoldasa
tehét
y = ¢1 cos(2x) + co sin(2z).

A peremfeltételek akkor teljesiilnek, ha

y(0)=c1-14+c2-0=0,

(35) =rcos(§) +exsn(§) =1
y 12 = C1 6 Co S11l 6 = 1.

Az egyenletrendszer megoldasa ¢; = 0 és ¢c; = 2, igy a peremérték-probléma
egyértelmi megoldésa az
y = 2sin(2x)

fiiggvény. W

1.3. Feladatok

Az 1-30. feladatokban a megadott differencidlegyenlet altalanos megoldésanak
megkeresése a cél.

1.y —y =12y =0
2. 3y" —y' =0
3.y +3y —4y =0
4. y" -9y =0
5.y —4y=0
6.y —64y =0
7.2y —y' =3y =0
8. 9 —y=0

9. 8y — 10y — 3y =0
10. 3y" —20y' + 12y =0
1.y + 9y =0

12. y" + 4y + 5y =0
13. y" + 25y =0

14. vy +y=0

15. 34" — 2y’ +5y =0
16. vy’ + 16y =0

17. 4" + 2y +4y =0
18. ¢y — 2y +3y=0
19. " +4y +9y =0
20. 4y — 4y + 13y =0
21. " =0

22. y" 4+ 8y + 16y =0



d? d
d d
24.d—zg* d—z+9y:0

25. L4 46 49y =0

26. 424 — 1298 4 9y = 0
27. 444 4% Ly =0
28. 4Ly _4du 4y -0

29. 994 1 6% 1y —0
30. 9Ly — 1298 44y — 0

A 31-40. feladatokban a masodrendi kezdetiérték-feladat egyértelmi megolda-
sat hatarozzuk meg.

31. y"+6y" +5y=0, y(0)=0, ¢'(0)=3
32. y" + 16y =0, y(0)=2, ¢ (0)=-2

33. y" +12y =0, y(0)=0, "0)=1

34. 12y" +5y —2y=0, y(0)=1, ¢'(0)=-1
35. v/ +8y=0, y(0)=-1, y(0)=2

36. ¥y +4y +4y=0, y(0)=0, ¢(0)=1
37.y" -4y +4y=0, y(0)=1, ¢'(0)=0
38. 4y — 4y +y=0, y(0)=4, ¢ (0)=4

39. 424 4 128 L9y —0, y

dz?

( )
d2y dy _ _ dy _
A 41-55. feladatokban adjuk meg az altalanos megoldast.

41. y" -2y =3y =0
42. 6y" -y —y =0

43. 44" +4y' +y=0
44. 9y" + 12y’ +4y =0
45. 4y" + 20y =0

46. vy +2y +2y =0
47. 25y" + 10y +y =0
48. 6y” + 13y’ — 5y =0
49. 4y" + 4y’ + 5y =0
50. ¥’ +4y +6y =0
51. 16y" — 24y’ +9y =0
52. 6y” — 5y —6y =0
53. 9" + 24y’ + 16y = 0
54. 4y + 16y + 52y = 0
55. 6y’ — 5y —4y =0

Az 56-60. feladatokban oldjuk meg a kezdetiérték-feladatokat.



56. y' —2y' +2y=0, y(0)=0, %' (0)=2
57. " +2y +y=0, y0)=1, '(0)=1
58. 4y" —4dy' +y =0, y(0)=-1, y'(0)=2
59. 3y +y —14y=0, y(0)=2, ¢'(0)=-1
60. 4y" +4y' +5y =0, y(m)=1, y'(m)=0

61. Bizonyitsuk be, hogy a 3. tételbeli két megoldasfiiggvény, e™* és e"2*,
linearisan fiiggetlen.

62. Bizonyitsuk be, hogy a 4. tételbeli két megoldasfiiggvény, e és ze™,
linearisan fiiggetlen.

63. Bizonyitsuk be, hogy az 5. tételbeli két megoldasfiiggvény, e®* cos(fx) és
e** sin(fx), linearisan fiiggetlen.

64. Bizonyitsuk be, hogy ha y; és y2 a (2) homogén egyenlet két linearisan
fliggetlen megoldasa, akkor y3 = y1 + y2 és y4 = y1 — yo is linearisan fiiggetlen
megoldasok.

65. a. Bizonyitsuk be, hogy az

y' +4y=0, y(0)=0, y(m) =1

peremérték-feladatnak nincs megoldasa.
b. Bizonyitsuk be, hogy az

y' +4y=0, y(0)=0, y(r)=0

peremérték-feladatnak végtelen sok megoldasa van.
66. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b és ¢ pozitiv dllanddk, akkor az

ay’ +by +cy=0

homogén differencidlegyenlet minden megoldasa © — +oo esetén 0-hoz tart.

2. Inhomogén linearis egyenletek

Ebben a részben két médszert ismertetiink, melyekkel allandé egyiitthatés ma-
sodrendi inhomogén linearis differencidlegyenleteket oldhatunk meg. Az egyik
modszer neve a probafiggvény mddszere (méas néven hatdrozatlan egyiitthatok
mddszere), a masiké pedig az dllanddk varidldsa. MindenekelStt tekintsiik at,
hogyan néz ki egy inhomogén egyenlet megoldasanak szerkezete.

2.1. Az altalanos megoldas alakja
Tegyiik fel, hogy megoldando az
ay”" + by’ + cy = G(x) (5)

inhomogén egyenlet, ahol a, b és ¢ adott allandék és G egy adott folytonos
fliggvény egy I nyilt intervallumon. Jeldlje y;, = c1y1 + coyo a fenti inhomogén
differencidlegyenlethez tartozo

ay’ +by +cy=0 (6)

10



homogén egyenlet dltaldnos megoldasat. (Ez utobbi egyenlettipussal az 1. fe-
jezetben foglalkoztunk.) Most tegyiik fel, hogy valahogy talaltunk egy y, fiigg-
vényt, amelyik az (5) inhomogén egyenlet egy megoldasa. (Barmelyik ilyen
fliggvényt az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsdnak hivunk.) Ekkor az

Y="yn+up (7)
Osszeg szintén megoldasa az (5) inhomogén egyenletnek, hiszen
a(yn +yp)" + b(yn +yp)" + clyn + yp) =

(ayp, + by, + cyn) + (ay, + by, + cyp) =
(most felhasznaljuk, hogy yn a (6) egyenlet, mig y, az (5) egyenlet megoldasa)

0+ G(z) = G(x).

Maésrészt, ha y = y(x) az (5) inhomogén egyenlet &ltalanos megoldasa, akkor
y sziikségképpen olyan alakt, mint ahogy azt a (7) képlet mondja. Ez utébbi
allitas bizonyitasa az alabbi észrevételen milik. Ha egy tetsz6leges y, fiiggvény
megoldasa az (5) egyenletnek, akkor

aly —yp)" + by —yp) +cly —yp) =
(ay” + by’ + cy) — (ay, + by, + cyp) =
G(z) — G(z) =0,

ez pedig pont azt jelenti, hogy y, = y — vy, az (5) homogén egyenlet altalanos
megoldasa. Ezzel az alabbi tételt lattuk be.

7. TETEL Az (5) inhomogén egyenlet y = y(z) altalanos megoldasa

Y=Yn+Yp

alakd, ahol v, a (6) homogén egyenlet altalanos megoldéasa, mig y, az
eredeti (5) inhomogén egyenlet egy tetszéleges (partikularis) megol-
dasa.

2.2. A prébafiiggvény mddszere

A probafiiggvény modszere azokban a specialis esetekben hasznalhato az (5)
inhomogén egyenlet egy v, partikuldris megoldasanak megkeresésére, amikor a
jobboldali G(z) fiiggvény olyan tagok Gsszege, melyek mindegyike egy p(x) poli-
nom, egy exponencialis fliggvény és egy szinusz vagy egy koszinusz szorzataként
all els. Méas szavakkal G(x) most az alabbi alaka tagok Gsszege lehet:

pr(x)e™,  pa(x)e® cos(Bx), ps(x)e®” sin(fx).
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Ilyen G(z) fiiggvények példaul az 1 — z, €?®, xe®, cos(x), vagy az 5e® — sin(2z).

(Figyeljiikk meg, hogy lényegében ezen fiiggvények alkotjik az elsG-, masod-
vagy magasabb rendd allandé egyiitthatés homogén linearis differencidlegyen-
letek megoldésait.) A probafiiggvénymodszer részleteit a kovetkezd példakon
keresztiil illusztraljuk.

1. PELDA Oldjuk meg az
y' =2y —3y=1-2"

inhomogén differencidlegyenletet.

Megoldas Az egyenlethez tartozé y” — 2y’ — 3y = 0 homogeén egyenlet karak-
terisztikus egyenlete
r?—2r—3=0,

melynek két megoldasa 1y = —1 és ro = 3. A homogén egyenlet altalanos
megoldasa tehat
yn = cre” % 4 c9e3?.

Az inhomogén egyenlet jobb oldalan szerepls G(z) = 1 — 22 fiiggvény most ma-
sodfokt polinom. Célszert feltételezésnek latszik, hogy az inhomogén egyenlet
partikularis megoldésa is masodfoka polinom, hiszen ha y méasodfoka polinom,
akkor y” — 2y’ — 3y = 0 is masodfokt polinom. Az y, partikuldris megoldést
tehét

Yp = Az? + Bx +C

alakban probaljuk megkeresni. Ehhez méar csak az ismeretlen A, B és C egyiitt-
hatokat kell megtalaljuk. (Innen ered a médszer masik neve — a hatérozatlan
egyiitthatok modszere.) Ezt az y, kifejezést és derivaltjait az eredeti inhomogén
egyenletbe visszahelyettesitve a

2A — 2(2Az + B) — 3(Az* + Br + C) =1 — 22

egyenletet kapjuk. A bal oldalt x hatvanyai szerint atrendezve, és hasonlokép-
pen, a jobb oldalt is csokkend x-hatvinyok szerint felirva azt nyerjiik, hogy

(=3A)2? + (—4A - 3B)z + (24— 2B - 3C) = (-1)z* + 1.

Itt az A, B és C szamokat gy kell meghatarozzuk, hogy a fenti egyenlGség
minden x esetén fennélljon. Ez csak gy lehet, ha a bal oldali polinom tagonként
azonos a jobb oldali polinommal; ebbdl az egymasnak megfelels z-hatvanyok
egyenlGségét felirva a

—3A4=-1, —-4A-3B=0, 24-2B-3C=1

feltételeket kapjuk. Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa A = 1/3, B =
—4/9 és C' = 5/27. Innen megkapjuk az y, figgvényt, mint

1, 4 5
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A 7. tétel szerint az eredeti inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa az alabbi:

1 4 5
y=tntyp=ce o foat st . W

2. PELDA Adjuk meg az 3y’ — y' = 2sin(z) egyenlet egy partikularis megol-
déasat.

Megoldas Keressiik a partikularis megoldast
yp = Asin(x)

alakban. Ezt és a derivaltakat az egyenletbe visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy
A-nak a
—Asin(z) + Acos(z) = 2sin(x)

egyenletet kell teljesitenie minden z-re. Am a fenti egyenléség az = = 0 helyen

az A = 0 kijelentésbe menne at, ami nyilvin nem lehetséges. Ez azt jelenti,

hogy az inhomogén differencidlegyenletnek nincs Asin(x) alakt megoldasa.
Megmutatjuk, hogy van viszont

yp = Asin(x) + B cos(x)

alaki megoldas. Ezen 0j probafiiggvényiink megfelel$ derivaltjait az egyenletbe
visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy

—Asin(z) — Beos(x) — (Acos(x) — Bsin(z)) = 2sin(x),

vagyis
(B — A)sin(z) + (A + B) cos(x) = 2sin(z).

Ez utébbinak minden x esetén fenn kell allnia. Ez biztosan teljesiil, ha a bal
oldalon a szinusz egyiitthatéja 2, mig a koszinuszé 0:

B-A=2 ¢ A+B=0,
melybdl A = —1 és B = 1. Egy partikularis megoldés tehat az
yp = cos(x) — sin(x)
fiiggvény. W

3. PELDA Adjuk meg az iy — 3y’ + 2y = 5¢® egyenlet egy partikularis meg-
oldasat.

Megoldas Keressiik a partikularis megoldést

yp = Ae”

13



alakban. Ezt az egyenletbe visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy
Ae” — 3Ae” + 24e” = be”,
azaz
0 = 5e”,
am az exponencialis fliiggvény sehol sem nulla. A probafiiggvényiink most azért
nem volt a j6 alakd, mert az y = e* fliggvény az

y//_3y1+2y20

homogén egyenlet megoldésa: a karakterisztikus polinom 72 — 37 +2 = 0, mely-
nek gyokei 11 = 1 és 72 = 2. A homogén egyenlet altalanos megoldasa tehét
c1e” +cpe?®. A ¢y = A, ¢y = 0 valasztas azt mutatja, hogy a bal oldal sziikség-
képpen nullava valik, ha y helyére Ae” alaku fiiggvényt helyettesitiink.
Ebben a helyzetben a helyes alaku prébafiiggvényt egy extra x szorzé hoz-
zavételével nyerjik, vagyis
yp = Axe”

alakban keressiik a partikularis megoldast. A differencidlegyenletbe visszahe-
lyettesités utan ebbdl azt kapjuk, hogy

(Aze® 4 2Ae”) — 3(Axe® 4+ Ae”) + 2Axe” = be”,

azaz

—Ae” = 5e”.
Ennek megoldasa A = —5, mely alapjan egy partikularis megoldas

yp = —dze”. M

4. PELDA Keressiik meg az 3’ — 6y’ + 9y = e3® egyenlet egy partikularis
megoldésat.

Megoldas A homogén egyenlet karakterisztikus polinomja
r* —6r+9=(r—3)>=0,

melynek 71 o = 3 kétszeres gyoke. Az y, partikularis megoldas tehat most biz-
tosan nem talalhaté meg sem Ae3?, sem Axe3® alakban, mert ezek mindketten
a homogén egyenlet megoldasai. Az otlet ilyenkor az, hogy tovabb néveljiik z
kitevGjét a probafiiggvényben, vagyis probaljuk meg a megoldast

Yp = Ax?e®

alakban megtalalni. Az inhomogén egyenletbe ezt visszahelyettesitve azt kap-
juk, hogy

(9Az2e3" 4 12A2e3® + 24e37) — 6(3Ax2e3” 4 2Axe3®) + 9Ax?e3” = 37,
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vagyis
243" = 37,

Innen A = 1/2, egy partikularis megoldas tehat

1
Yp = 5332631. [ |

Azokban az esetekben, amikor az (5) egyenletbeli G(x) fliggvény t6bb tag
Osszege, a linearitas miatt a probafliggvényt is 6sszeg alakban kereshetjiik meg:
G(z) minden tagjahoz tartozni fog egy megfelels tag a probafiiggvényben.

5. PELDA Keressiik meg az y” —y' = 5e® — sin(2z) egyenlet 4ltalanos meg-
oldéasat.

Megoldas A homogén egyenlet karakterisztikus polinomja

r? —r=0,

melynek 1y = 1 és ro = 0 a két gy6ke. A homogén egyenlet altalanos megoldasa
tehéat
yn = c1e” + co.

Az y, partikularis megoldés probafiiggvényének felirdsdhoz figyeljiik meg, hogy
a jobb oldalon all6 5e* — sin(2z) kifejezés két tagbol all, a probafiiggvényt is
célszeri tehéat kéttagu 6sszeg alakban felirni.
Mivel c;e” tetszéleges ¢; dllando esetén a homogén egyenlet egyik megoldasa,
a probafiiggvény elss tagja Ae® helyett legyen Axe®, vagyis a teljes probafiigg-
vénylink legyen az alabbi:
yp = Axe” + Bcos(2x) + C'sin(2x).

A differencidlegyenletbe visszahelyettesités utdn a derivalasokat elvégezve azt
nyerjiik, hogy
(Aze® + 2Ae” — 4B cos(2z) — 4C'sin(2z))

—(Aze® 4+ Ae® — 2Bsin(2z) + 2C cos(2x)) = 5e” — sin(2x),

azaz
Ae® — (4B 4 2C) cos(2x) + (2B — 4C) sin(2x) = 5e” — sin(2x).
Az egyenl@ség fennéll, ha az
A=5 4B+20=0, 2B—4C =1

egyenletek egyszerre teljesiilnek, melybsl A =5, B = —1/10és C = 1/5 adodik.
Egy partikularis megoldas tehét

1 1
Yp = dxe” — 10 cos(2x) + £ sin(2z).
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A differencialegyenlet dltalanos megoldasa

A valasztando probafiiggvények tipikus alakjat tartalmazza az alabbi tabla-

1 1
y =cie” + ca + bae” — 10 cos(2x) + R sin(2z). W

zat.
1. tablazat A probafliggvény modszere az ay” + by’ +cy = G(x)
alakt inhomogén egyenlet y, partikularis megoldasdnak megke-
resésére
Ha G(z)-ben ... és ha ... akkor ezt a ta-
eléfordul kons- got is vegyiik bele
tansszor az alabbi az vy, probafiigg-
kifejezés... vénybe:
e r nem gyoke a karak- ~Ae™
terisztikus  polinom-
nak
r egyszeres gyOke a Axe™
karakterisztikus poli-
nomnak
r kétszeres gytke a Ax’e’™
karakterisztikus poli-
nomnak
sin(kx), cos(kx) k - i nem gyoke a Bcos(kz)+ Csin(kx)
karakterisztikus poli-
nomnak (ahol i? =
~1)
px? +qr +m a 0 nem gydke a Dz’+FEx+F
karakterisztikus poli-
nomnak
a 0 egyszeres gydke a Dz’ + Ex? + Fux
karakterisztikus poli-
nomnak
a 0 kétszeres gydke a Dz* + Fa’ + Fx?
karakterisztikus poli-
nomnak
2.3. A két allandd varidlasanak moddszere

Ezzel az altalanos modszerrel az (5) inhomogén egyenlet partikuldaris megol-
dasat mindig meg tudjuk talélni, feltéve, hogy a homogén egyenlet altalanos
megoldasa ismert. Bebizonyitjuk, hogy ha yu(x) = ci1y1(z) + cayz(x) a ho-
mogén egyenlet altalanos megoldasa, akkor az inhomogén egyenlet partikularis
megoldasa mindig elSall y, = vi(x)y1(z) + vo(x)y2(x) alakban: az yp,-beli ¢
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és co allandokat tehat ,megvaridltuk”, mert helyettiik y,-ben a vi(x) és va(x)
fiiggvenyeket irtuk. Itt feladat a vi(x) és va(x) fliggvénypar megtaléalasa.

A megadott y, kifejezésnek az eredeti (5) egyenletet ki kell elégitenie, ez
egyeldre egy feltétel. Masik feltételként azt koveteljiik meg, hogy

VY1 + vhy2 =0 (8)

legyen. Noha ez utébbi egyenlség dnkényesnek tiinhet, azt allitjuk, hogy a fenti
két feltételbdl a vy és vy fliggvenyek (additiv allandotol eltekintve) egyértelmtien
meghatarozhatok.
Ehhez el6szor szamitsuk ki az y, fliggvény derivaltjait:
Yp = V1Y1 + V2Y2,

/

Yp = V1Y1 + 01y} + VaY2 + vayh = V1Y) + vays,
Yp = v1y] +v2yy +viyr + vayh,
ahol a (8) feltételt is figyelembe vettiik. Elvégezve most az (5) egyenletben az
y = yp helyettesitést, a fentiek alapjan az aldbbit nyerjiik:
vi(ayy +byy + cyr) + valayy +byh + cyz) + a(viyy +vhys) = G(x).

Az els6 két zardjelben 1évs Osszeg nulla, mert y1 és yo2 a (6) homogén egyenlet
megoldasa. Az (5) inhomogén egyenlet tehat teljesiil, ha a (8) feltételen kiviil
azt is megkoveteljiik, hogy

a(viyy +vyys) = G(x) (9)

legyen.
Tekintsiik tehat a (8) és (9) egyenletekbdl allo

VY1 + vhy2 =0
G(z)

/o ror
V1Y) + VoY =

linedris egyenletrendszert a v és v} fiiggvényekre: ennek a megoldéasat példaul
a linearis algebrabol ismert Cramer-szaballyal egyszerten felirhatjuk determi-
néansok segitségével. Ezt majd a példakban illusztraljuk.

Ha tehat a v} és o4 derivaltfiiggvények rendelkezésre allnak, a v1 = vy (x) és
vy = va(x) fliggvényeket integralassal kapjuk meg. A most bemutatott mod-
szert az aldbbi 1épésekben foglalhatjuk Gssze.
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A két allandé varidlasanak modszere Az
ay” + by’ + cy = G(x)

alaki inhomogén differencidlegyenlet partikularis megoldasanak meg-
kereséséhez felhasznaljuk a (8) és (9) osszefiiggéseket. (Ezeket nem kell
tjra levezetni.) A megoldas menete a kovetkezs.

1. Az ay” + by’ + cy = 0 homogén egyenlet megoldasaval megkeressiik
az yp és ys fliggvényeket.
2. A

ViYL + vay2 =0

G(x)

/o s
V1Yy + VoY =

linearis egyenletrendszerbsl meghatarozzuk a vf és v} derivaltfiiggveé-
nyeket.

3. Ebbdl integralassal meghatarozzuk a v1 = vy (x) és va = vo(x) fiigg-
vényeket.

4. Az (5) inhomogén egyenlet partikularis megoldasa

Yp = V1Y1 + V2Y2.

6. PELDA Keressiik meg az 3’ + y = tg(z) egyenlet altalanos megoldasat.
Megoldas Az
y'+y=0
homogén egyenlet altaldnos megoldasa
yn = c1 cos(x) + co sin(x).

A (8) és (9) egyenldségekben tehat yi(x) = cos(x) és ya(x) = sin(x) egy lehet-
séges valasztas, igy
v} cos(x) + v sin(x) = 0

—v] sin(z) + v} cos(z) = tg(z),

mert most @ = 1. Ennek a lineéris egyenletrendszernek a megoldasa

r_ ‘ tg(()x) :;r;((i)) ‘ _ —tg(z) sin(z) _ — sin®(z)
E } co§(x) sin(x) ‘ cos?(z) + sin?(x) cos(x)
—sin(x) cos(x)
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Hasonloan
cos(x) 0
, —sin(z) tg(x)
cos(z)  sin(
—sin(z) cos(

'U2:

8

8
~— —

Integraljuk most a v} és v} fliggvényeket:

vy () :/de:

cos(x)

_/%(S;@dx _ _/ﬁ — cos(z)da.

Itt az [ o myde integralt a jol ismert ¢ = tg (%) helyettesitéssel szamoljuk ki:

1 1 2 2
L o= [ 2 2= [ =
/cos(m) . / 112 ] 4 ¢2 /1 — 12

1+4t2

——dtlt 1|—In|l -t =
[+ e =t 1= nj1 - o

s (3) 1wl (3)]

Igy azt kapjuk, hogy

vi(x) = —ln’tg( ) +1’ +ln‘1—tg( )‘ + sin(z).
Nyilvan
va(x) = /sin(m)dm = — cos(z).

Figyeljiik meg, hogy az integraciés konstansokat itt nyugodtan figyelmen kiviil
hagyhatjuk, hiszen most partikuldris megoldast keresiink. (Egyébként, ha a vy
és vy fliggvényekben az integracios konstansokat mégis kiirnank, akkor semmi
ajat nem kapnénk: egyszerten lathatjuk, hogy azokat beleolvaszthatnank a
végeredményben szerepl$ y fliggvény ¢; és ¢ konstansaba.)

A fenti 6sszefoglalo tablazat 4. 1épése alapjan tehat azt nyerjiik, hogy

1 —tg(3)
Yp = | In|—7=<—==| +sin(z) | cos(x) + (— cos(x)) sin(z) =
: ( tg (3) +1
1—tg (%
cos(z) In zig(Q) .
tg(3)+1
Az altalanos megoldas tehat
1—tg (%
y(x) = 1 cos(z) + casin(x) + cos(x) In ﬁ
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7. PELDA Oldjuk meg az y" + 4’ — 2y = ze® inhomogén egyenletet.

Megoldas A homogén egyenlet karakterisztikus polinomja
rPP4r—2=@+2)(r—1)=0,
igy a homogén egyenlet altalanos megoldésa
yp = cre” 2% + cpe”.
Mivel most ismét a = 1, igy a (8) és (9) egyenletek az
vie ™ fhe” =0
—20]e™ % 4 vhe® = xe”

alakot o6ltik.
A lineéris egyenletrendszer megoldasa

0 T
, xe® ev —ze?® 1 s,
U1 = —2z T = — =T,
e e 3e~® 3
72672x et
valamint
e 2 0
, —2e72  ge® re T T
Vo = = = —
2 6721 ev 3e— = 3
_26—21 e®

Integraljuk most a v és v} fiiggvényeket. A v; fliggvény esetén hasznaljunk
parcialis integralast:

1
vi(z) = /—gxe%d:n =

1 [ ze®® e3®
_— _ —d f—
3( 3 / 3 x)

1
2—7(1 — 3x)e”
Masrészt 5
T x
va(x) = /gdx = de
Igy ( o ,
1-3z)e’* 5, = .
T
1 x 1 x + 2 x
—e¥ — —zxe —ze”.
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Az egyenlet altaldnos megoldasa tehat

1
y(x) = cre™* + coe” — —xe” + —x?

9 6

61
ahol az y,-ben szerepld 2%6”” tagot az egyszertség kedvéért beleolvasztottuk a
coe”-es tagha. M

2.4. Feladatok

Az 1-16. feladatokban megadott differencidlegyenleteket a probafiiggvény mod-
szerével oldjuk meg.

Ly =3y — 10y = -3

Ly =3y — 10y =22 — 3

Yy =y =sin(x)

. y”+2y'+y:x2

.y +y = cos(3x)

. y// +y= e

Yy =y — 2y =20cos(x)
Yty =21+ 3e”

9, ylliy:€z+12

10. " + 2y’ 4+ y = 6sin(22)

11. ¢ —y — 6y = e — Tcos(x)
12. ¢ +3y +2y=e T +e 2 —x
13. L4 4 500 — 15,2

WO Utk W=

2y _
15. L% — 34 = ¢3v 195

16. T4 4 79 — 42,2 4 5141

A 17-28. feladatokban megadott differencidlegyenleteket a két allando variala-
sdanak modszerével oldjuk meg.

17. ¢y +y==x
18. y" +y=tg(x), ha - <z <3
19. " + y = sin(z)
20. ' +2y +y=¢"
21. "+ 2y +y=e*
22. ¢y —y==x

23. y' —y=¢€"

24. y"” — y = sin(x)
25. ¢y + 4y + 5y =10
26. y;’ —y =27

27. % +ty= cosl(:n)’

2
28. % - % =e”cos(z), haxz >0

us us
ha—§<$<§
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A 29-32. feladatokban megadtuk az y, partikularis megoldas paraméteres alak-
jat. Hatarozzuk meg ezeket a paramétereket és oldjuk meg a differencialegyen-
letet.

29. y” — 5y’ = ze®, vy, = Az?e®® + Bred”

30. ¥’ —y = cos(x) +sin(x), y, = Acos(z)+ Bsin(x)
31. ¥y’ +y =2cos(x) +sin(x), vy, = Azxcos(z) + Bxsin(x)
32. v/ +y' — 2y =uze®, y, = Az’e” + Bxe®

A 33-36. feladatokban oldjuk meg az adott differencidlegyenleteket (a) a két
allando varialasanak modszerével és (b) a probafliggvény modszerével is.
33. %f% =e4+e*
34. % — 4B gy = 2%
35. L4 4 5y =c 4
d? dy _ .9z
36. % —97% =9e
A 37-46. feladatokban oldjuk meg a megadott differencidlegyenleteket. Bizo-
nyos egyenleteket a probafiiggvény modszerével is meg lehet oldani, masokat

azonban nem.

37. y"+y=ctg(x), hat<az<m

38. y”er:ﬁ, ha0<z<m

39. v/ — 8y = ¢

40. y" + 4y = sin(x)

41. y// _ y/ = 73

42, ¢y + 4y + 5y =x+2

43. ¢y + 2y = 2% —¢*

44. y" + 9y = 9z — cos(x)

45. " +y = ﬁ(m) tg(x), ha - <z <3
46. y" — 3y + 2y = ¥ — e2*

A probafiiggvény modszerével bizonyos elsérendi egyenleteket is meg lehet ol-
dani. Oldjuk meg a 47-50. feladatokat ezzel a modszerrel.

47. y — 3y =-e*
48. y —4dy==x
49. y — 3y = 5e3*
50. v’ + y = sin(z)

A megadott kezdeti feltételek mellett oldjuk meg az 51. és 52. feladatokat.

51. T4 +y = ha —5 <z <5 & y(0) =y'(0) =1

52. £4+y=e>, hay(0)=0,y(0) =2

1
cos2(z)’
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Az 53-58. feladatokban megadott y, fliggvényrdsl bizonyitsuk be, hogy az a
feladatban szerepls differencidlegyenlet partikularis megoldasa. Adjuk meg a
differencidlegyenlet altaldnos megoldasat, majd az integraciés allandok alkal-
mas megvalasztasaval az adott kezdeti feltételt kielégits egyértelmd megoldést
is.

53. 4 +y =z, yy=% —a, y(0)=0,y(0)=0

54. y' +y ==z, y,=2sin(z)+z, y(0)=0,y(0)=0

55. 1y” +y' +y = 4e®(cos(z) —sin(z)), y, = 2e%cos(z), y(0) =0,y (0)=1
56. y' —y' —2y=1-2z, y=2—1, y(0)=0,7'(0)=1

57. y" =2y +y=2e", y,=2a", y(0)=1,1(0)

58. y" -2y +y=%.hax >0, y,=ze"In(z), yl)=e y'(1)=0

Az 59. és 60. feladatokban megadtuk az ott szerepld fiiggvényegyiitthatos in-
homogén differencidlegyenlet homogén részének két linearisan fiiggetlen y; és yo
megoldasat. A két allando varidlasaval adjuk meg az inhomogén egyenlet parti-
kularis megoldéasat. Mindkét példdban legyen az értelmezési tartomany x > 0.

59. 2%y + 22y —2y=2%, Y=L, ypp=x
60. 2%y +xy —y=2z, y1=1,p=u

3. Alkalmazasok

Ebben a részben a méasodrendd differencidlegyenletek elméletét alkalmazzuk ru-
gok rezgéseinek leirdsara és aramkorok vizsgalatara.

Rezgések

Egy rugd felss végét a 2. dbranak megfelelGen rogzitettiik, majd egy m tomegii
testet a rugora akasztunk. A rugo6 s egységgel megnyulik, majd egyensilyba
keriil. A Hooke-torvény szerint a rugberd ks, ahol k a rugoallandé. A gravitacid
mg erével huzza a testet, igy az egyensuly feltétele az, hogy

ks = mg. (10)

Tegyiik fel, hogy a testet yg egységgel az egyenstlyi helyzet ald huzzuk, majd
elengedjiik. A test mozgasat szeretnénk tanulményozni, vagyis tomegkdzép-
pontjanak fiiggdleges kitérését vizsgalni az id6 fiiggvényében.

23



az mtdmegl test
egyensulyban

y

2. abra Az m tomegi test a rugdt s egységnyire megnyujtja és az y =0
helyzetben egyensilyban van.

Jelolje y(t) a test elmozdulasat az y = 0 egyenstlyi helyzettdl, ¢ idGegységgel
a mozgas megkezdése utan. Az y fiiggvény elGjele pozitiv, ha a mozgas lefelé
torténik. Ekkor a testre hato erck az alabbiak (lasd a 3. abran):

F, = mg, a gravitaciébol fakado silyerd,

Fs = k(s +y), a rugo megfesziilése miatti visszahuzo erd,

F. = 6%%, a surlodasi erd, melynek nagysagat a sebességgel egyenesen ara-
nyosnak tételezziik fel.

A surlodasi erd a test mozgésat akadalyozni igyekszik. A fenti harom erd ereddje
F = F, — Fy — F,.. Mivel tovibba Newton méasodik torvénye szerint F' = ma,
igy fennall, hogy

A (10) egyenlet szerint mg — ks = 0, igy az iménti egyenletbdl azt kapjuk, hogy

d’y  dy
— +0—+ky=0 11
M 0 TR (1D
az y(0) = 0 és y'(0) = yo kezdeti feltételekkel. (A fels§ vesszd itt természetesen

az id§ szerinti derivalast jelenti.)
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az elengedés F,S

utani helyzet T £

| tiddvel 1 1 _
amozgas l
Yo -megkezdésének £,
helye

y

3. abra Az F), stlyerd a testet lefelé htizza, a rug6 azonban Fy erével
visszahuizza azt. Szintén felfelé hat az F,. surlodasi erd is. A fel-le rezgésekbdl
all6 mozgas kezdGpontja y = yo.

Azt varjuk, hogy a (11)-es egyenlet altal leirt mozgas az y = 0 egyensilyi helyzet
koriili oszcillalé mozgas lesz, amely id6vel elhal a jelenlevs sirlédési eré miatt.
A modellbdl valoban ez lesz kiolvashatd. A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy
az m, 0 és k paraméterek hogyan befolyésoljik a csillapitott rezgmozgast. Azt
is latni fogjuk, hogy surlédas hidnyaban (vagyis ha § = 0) a mozgas végtelen

ideig oszcillalo volna.

Harmonikus rezgémozgas

Tegyiik fel elGszor, hogy nincs jelen a mozgast akadalyozo sarlédasi erd, vagyis
0 = 0. Ekkor nincs csillapitas. A szamitasok egyszertisitése érdekében vezessiik

be az w = \/% jelolést. Ekkor a (11)-es masodrendi egyenlet

y" +wly =0, y(0)=0,4(0) =1y

alakban irhat¢ fel.
A karakterisztikus egyenlet most

r? 4+ w? =0,

melynek két tisztan képzetes konjugélt komplex gyoke van, r = +wi. A (11)-es
egyenlet altalanos megoldasa

y = ¢1 cos(wt) + co sin(wt). (12)
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A kezdeti feltételeket is teljesité konkrét megoldas megtaldlasdhoz elGszor sza-
mitsuk ki az els§ derivaltat

Yy = —ciwsin(wt) + cow cos(wt),

majd helyettesitsiik be a t = 0 értéket. A ¢y és co konstansokra azt kapjuk, hogy
1 =1yo és co = 0. A (11)-es egyenlet kezdeti feltételeket is kielégité megoldasa
tehét

y = yo cos(wt). (13)

P . P ci 12 ) _ 2
A (‘11)—es‘ egyenlet egyszerti harmonikus rezgést ir le, yo amplitidéval és T' = ==
periodusidével.

Megjegyezziik, hogy a (12)-es altalanos megoldast trigonometrikus azonos-
sagokkal tomdrebb formaban is felirhatjuk. Ehhez hasznaljuk fel, hogy

sin(wt + ¢) = cos(wt) sin(¢) + sin(wt) cos(¢).
Az azonossag alkalmazaséhoz a 4. abra alapjan irjuk fel ¢; és co-t

¢1 = Csin(¢) és co = Ccos(9)

C =,/ +c3 és ¢=arctan (c—l) :
C2

alakban, ahol

&)

4. dbra ¢; = Csin(¢) és ca = C cos(d).

Ezekkel a jelolésekkel a (12)-es altalanos megoldas az
y = Csin(wt + ¢) (14)

alakban is felirhato. (Valojaban ahhoz, hogy a (12)-es képlet azonos legyen a
(14)-es formuléval, bizonyos c¢; és ¢y értékekre esetszétvalasztésokat kell beve-
zetniink: példaul ha c¢o = 0, akkor a (14)-es képletben szerepls ¢ szog fenti
definici6ja nyilvan értelmetlen, de ekkor legyen C' = ¢ és ¢ = 7.) A (14)-es
képletben C' és ¢ most mar két tetszéleges allandonak valaszthaté meg a c; és
co konstansok helyett. A (14)-es képlet harmonikus rezgémozgast ir le, C' amp-
litudoval és T periddusidével. Az wt + ¢ szoget fazisszognek hivjuk. Ekkor a
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¢ sz0g a fazisszog kezdeti értéke a ¢ = 0 idgpillanatban. A harmonikus rezgd-
mozgas grafikonjat az 5. abran lathatjuk.

=

periddus

27
—T=%

A s
NS

y=Csin(wr+ ¢)

|

Bi

(=]

5. abra Harmonikus rezgémozgas C amplitadéval, T' periédusidével és ¢
kezdeti fazissal, lasd a (14)-es egyenletet.

Csillapitott rezgémozgas

Ezek utén tegyiik fel, hogy a rugéra most sirlodas is hat, azaz § # 0. Elvégezve
k

az w = /- ésa2b= % helyettesitést, a (11)-es differencidlegyenletet most

Y+ 20y + Wiy =0 (15)
alakban irhatjuk fel. Ennek karakterisztikus polinomja
2 4 2br + w? =0,

melynek gyokei r = —b 4 /b2 — w2. Erdemes lesz harom esetet megkiilénboz-
tetniink, a b és w paraméterek nagysagatol fliiggsen.

1. eset: b = w. A karakterisztikus egyenlet kétszeres gyoke valos és r = —w.
Ekkor a (15)-0s egyenlet altalanos megoldésa

y = (c1 + cat)e "

Ezt a mozgast a kritikus csillapitas esetének hivjuk. Oszcillacio ilyenkor nem
lép fel. A mozgést a 6. abra (a) részén lathatjuk.

2. eset: b > w. A karakterisztikus egyenlet gyokei kiilonb6z6 valos szamok:
rr = —b+ Vb —w? és g = —b— Vb2 —w? A (15)-6s egyenlet altalanos
megoldésa

(=b+VbZ—w?)t Jche(fbf\/W)t.

Yy = cpe

A mozgais most sem oszcillalo. Mivel r; és ro mindketten negativ elGjeliek,
igy y nulldhoz tart az id6 elérehaladtaval. Ezt a mozgast a 6. abra (b) részén
lathatjuk, melyet talesillapitasnak hivunk.
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3. eset: b < w. A karakterisztikus egyenlet gydkei konjugalt komplex szamok:
r=—b+ivw? — b2 A (15)-6s egyenlet altalanos megoldasa

y=e (01 cos (t w? — b2) + cosin (t w? — b2)) .
Ezt az esetet az alulesillapitas esetének mondjuk: fokozatosan csillapodé amp-

litadoju oszcillaciok lépnek fel. Az amplitiadé az e~ faktor miatt nem allando,
hanem lecseng, viszont — a harmonikus rezgéshez hasonléan — a periédus al-

landé, mégpedig T = \/% Az id6 mulasaval tehét a kitérés a nulldhoz tart,

a rezgések fokozatosan elhalnak. Figyeljiik meg, hogy a T' = \/% periodus

most nagyobb, mint a surlédasmentes, harmonikus esetben, ahol is Ty = 27”
Tovabba vegyiik azt is észre, hogy minél nagyobb a b = % csillapitasi tényezd,
a rezgések annal gyorsabban csdkkennek a 0 szint kozelébe. Ezt a mozgast a 6.
abra (c) részén tiintettiik fel.

y y y
T
t ’ t /\v t
0 0 o] \/
y=(1+1)e™" y=2e 2! y=e"'sin(5t + m/4)
(a) kritikus csillapitas {b) tulcsillapitas {¢) alulcsillapitas

6. abra A surlodas altal (0 # 0) okozott csillapitott rezgémozgas harom
tipikus esete.

A modelliink tovabbi kiterjesztését jelentené az, ha a (15)-0s egyenletben
egy kiils§ F(t) erdt is figyelembe vennénk. Ez nem mads, mint a rendszerre
hato kiils6 zavaré hatés, melyet gyakran gerjesztésnek hivunk. Ha példaul az
egyenletiink egy gépjarmii felfiiggesztését modellezné, akkor e kiilsg erd jelent-
hetné az uttesten periodikusan el6forduld bukkanok vagy katyuk altal a rugéra
gyakorolt extra erGket; vagy, egy méasik példaban jelenthetné a fiiggéhidra mért
periodikus széllokések hatasat, ha minket csak a hid fiiggéleges kitérése érdekel.
Matematikailag a gerjesztett rezgés egyenlete egy

2
m%—l—é%—i—k’y:F(t) (16)
alakd inhomogén méasodrendd linearis egyenlet. Az ilyen rugos rendszerekkel
azonban most nem foglalkozunk.

Elektronikus aramkorok
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Az elektromossigtanban az alapvet§ mennyiség a ¢ t6ltés (amely a rezgések
esetében a tomeggel analog fogalom). Elektromos mez&ben a toltések aramlasa
elektromos aramot hoz létre, melynek erGsségét I-vel jeloljik. Az I = % for-
mula azt mutatja, hogy az aramer@sség a gravitaciés mezdében torténd mozgasok
esetében a sebességgel rokon fogalom. Valdjaban sok hasonlésagot fedezhetiink
fel egy test gravitacids térben torténd mozgasa és az elektromos térben torténd
toltésvandorlas kozott, melyet a toltéshordozé elektronok mozgésa jelent.
Tekintsiik a 7. 4bran megjelenitett dramkort, amely négy alkotdelembdl all:
fesziiltségforrasbol, ellenallashol, tekercsbdl és kondenzatorbol. Az elektromos
toltések aramlasara gondolhatunk gy, mint egy folyadék aramléasara, ahol a
fesziiltségforras egy pumpa, az ellenéllds, a tekercs és a kondenzator pedig a
folyadék aramlasat akarjak akadalyozni. A fesziiltségforrasra tényleges példa
egy elem vagy akkumulator, amely az aramkort zaré kapcsolé aktivalasakor
fesziiltséget hoz létre és az aram folyni kezd. Az ellenallas lehet példaul egy vil-
lanykorte vagy egy héaztartasi gép. A tekercs induktiv ellenallasként van jelen:
a magneses tér akadalyozni igyekszik az dram folyésat; a kondenzatorban pedig
a két fémlap kozott felépiils elektromos tér akadalyozza a toltések mozgasat. Az
aramkori elemek legfontosabb jellemzgit az alabbi mennyiségekkel mérhetjiik:

q: a vezet$ keresztmetszetén idGegység alatt atfolyd toltésmennyiség, mér-
tékegysége a coulomb, jele c;

I: az dramerGsség, vagyis a toltésvaltozas mértéke, %, amelyet az elektronok
aramlasa okoz a vezet$ keresztmetszetében, mértékegysége az amper, jele A;

E: az elektromos fesziiltség mértékegysége a volt, jele V;

U: avezets két pontja kozott mért potencialkiilonbség, szintén voltban mér-

iik.

R, ellenallas

AV

feszlltség-
forras Q:_) L, tekercs

|l
11

C. kondenzator

7. abra Egy elektromos aramkor.

Ohm észrevette, hogy az ellenallason atfolyo I aramerGsség hozzavetslegesen
egyenesen aranyos az ellenallas két végpontja kdzott mérhetd potencialkiilonb-
séggel (més néven fesziiltségeséssel). Az arényossagi tényezst +-rel jeldlte és
R-et ellenallasnak nevezte. Igy Ohm térvénye kimondja, hogy

I =—=-U.

Hasonlo formulak igazak a tekercsen és a kondenzatoron mérhetd fesziiltsé-
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gesésre:
dl q

i O
ahol L az indukcids egyiitthato és C' a kapacitas (¢ pedig a kondenzator
toltése).
Gustav R. Kirchhoff (1824-1887) német fizikus megfigyelése szerint egy zért
aramkorben a fesziiltségesések Osszege megegyezik az E(t) betaplalt fesziiltség-
gel. Képlettel ez azt jelenti, hogy

dl ¢
RI+ L— + = = E(1).
Tl o= E
Mivel I = %, ezért Kirchhoff torvénye felirhato az
d*q dg 1
L— +R—+ —=q=E(t 17
2 TR+ 5e=E@) (17)

alakban is. Ez az dramkort modellez6 méasodrendi differencidlegyenlet pont
olyan alakt, mint a (16)-os, rezgéseket leird egyenlet. Mindkét egyenlettipust
kezelni tudjuk a 2. fejezetben leirt modszerekkel.

Osszefoglalas

Az alabbi tablazatban osszefoglaltuk, hogy milyen analbgidkat fedezhetiink fel
egy rugoéra rogzitett test mozgasanak leirdsa és egy aramkdr toltott részecskéi
dramlasénak leirdsa kozott.

Allandé egyiitthatés masodrendii linearis modellek

Mechanikai rendszer Elektronikai rendszer
my" + 6y + ky = F(t) Lq"+ R + &q = E(t)

y: az elmozdulas q: a toltés

y': a sebesség q': az dramerGsség

y": a gyorsulés q": az dramerdsség valtozasa
m: a tomeg L: az indukcids egyiitthato
0: a csillapitasi tényezd R: az ellenallas

k: a rugéallando %: ahol C a kapacitéas
F(t): a gerjesztofiiggveny E(t): a fesziiltségforras

3.1. Feladatok
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Az alabbi tablazatban megadunk néhany megfeleltetést a kiilonb6z6 tipust mér-
tékegységek kozott, amelyek a feladatokban elGfordulnak.

mértékegység angolszasz SI

tavolsag lab, inch méter (m)
tomeg slug kilogramm (kg)
id6 masodperc mésodperc (s)
erd font newton (N)
foldi gravitacios gyor- 32 14b/s? 9,81 m/s?
sulés (g)

1. Egy 16 font sulyu testet egy rugd alsé végéhez rogzitiink. A rugd felss vége a
mennyezethez csatlakozik, a rugoallando 1 font/l1ab. A kozegellenéllas mértéké-
nek szamértéke a test pillanatnyi sebességével egyezik meg. A ¢ = 0 id6pontban
mozgasba hozzuk a sulyt, az egyensilyi helyzet alol 2 labbal inditva, 2 1ab/s le-
felé iranyul6 sebességgel. Trjuk fel a fentieket modellezs kezdetiérték-problémat.

2. Egy 8 font sulyu test 4 labnyira nyijt meg egy rugdt. A test-rugo rendszer
olyan kozegben helyezkedik el, melyben a mozgassal szembeni ellenallas szamér-
téke a pillanatnyi sebesség 1,5-szorose. A testet az egyensulyi helyzet folott 2
labbal, 3 1ab/s lefelé iranyul6 sebességgel hozzuk mozgésba. ITrjuk fel a fentieket
modellez6 kezdetiérték-feladatot.

3. Egy 20 font stulyu test 16g egy 18 inch-es rugén, melyet az 6 inch-csel meg-
nydjt. A testet 5 inch-csel lehuzzuk és 5 fonttal még megnoveljiik a sulyt, majd
vg inch /s lefelé iranyulé sebességgel elengedjiik. Trjuk fel a fentieket modellezs
kezdetiérték-problémat.

4. Egy 10 font sulyd testet rugora akasztunk, melyet a test 2 inch-csel meg-
nyujt. A kozegellenallas abszolut értékben vett nagysaga 20 /+/9 font szorozva a
1ab/s-ben mért v pillanatnyi sebesség nagysagaval. Irjuk fel a test-rugo rendszer
mozgasegyenletét, ha a testet az egyensulyi helyzet ald 3 inch-csel lehizzuk és
onnan elengedjiik.

5. Egy (nyitott) dramkorben tekercs, ellenallas és kondenzator van. A kon-
denzétor kezdeti toltése 2 coulomb. Az dramkor zardsanak pillanataban 3 am-
peres aram lép fel és E(t) = 20 cos(t) volt fesziiltséget taplalunk a rendszerbe.
Az aramkdrben az ellenallason keresztiili fesziiltségesés 4-szerese a toltés pilla-
natnyi megvaltozasidnak, a kondenzéatoron keresztiili fesziiltségesés 10-szerese a
toltésnek, mig a tekercsen keresztiili fesziiltségesés 2-szerese a pillanatnyi aram-
ersségvaltozasnak. Irjuk fel az aramkort modellezs kezdetiérték-problémat.

6. Sorba kapcsolunk egy 2 henrys tekercset, egy 12 ohmos ellenallast, egy 1/16
farados kondenzatort és egy 300 voltos téapegységet. A kondenzator kezdeti
toltése 0 és az aramerGsség is 0. Irjuk fel az aramkort modellezs kezdetiérték-
problémat.
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7. Egy 16 font silyu testet egy rugo also végéhez rogzitiink. A rugo felss vége a
mennyezethez csatlakozik, a rugoallandé 1 font/1ab. A kozegellenallas mértéké-
nek szamértéke a test pillanatnyi sebességével egyezik meg. A ¢ = 0 id6pontban
mozgasba hozzuk a sulyt, az egyensilyi helyzet alol 2 labbal inditva, 2 14b/s
lefelé iranyulo sebességgel. Dontsiik el, hogy m masodperc eltelte utin a test az
egyensiilyi helyzet alatt vagy f6l6tt helyezkedik-e el és mennyivel.

8. Egy 8 font sulyu test 4 labnyira nydjt meg egy rugdt. A test-rugo rendszer
olyan kozegben helyezkedik el, melyben a mozgassal szembeni ellendllas sza-
mértéke a pillanatnyi sebesség 1,5-sz6rose. A testet az egyensilyi helyzet f6l6tt
2 labbal, 3 1ab/s lefelé irdnyuld sebességgel hozzuk mozgasba. Az egyenstlyi
helyzethez képest hol helyezkedik el a test 2 méasodperc eltelte utan?

9. Egy 20 font sulyu test 16g egy 18 inch-es rugén, melyet az 6 inch-csel meg-
nyujt. A testet 5 inch-csel lehuizzuk és 5 fonttal még megnoveljiik a sulyt, majd
vp inch/s lefelé iranyulé sebességgel elengedjiik. Irjunk fel egy képletet, amely
minden ¢ > 0 esetén megadja a test helyzetét az egyensilyi helyzethez képest
vg fliggvényében.

10. Egy 1 slug tomegi testet rugora fliggesztiink. A rugoallando % font/1ab.
A testet az egyenstlyi helyzet felett 1 1abbal engedjiik el, 3 1ab/s lefelé iranyuld
sebességgel. A kozegellenéllds mértéke a pillanatnyi sebesség szamértékének 3-
szorosa. A rendszerre f(t) kiils§ gerjeszt6 erd hat, de az egyszertiség kedvéért
tegyiik fel, hogy f(t) azonosan 0. Irjuk fel és oldjuk meg a fentieket modellezd
kezdetiérték-feladatot. Eredményeinket értelmezziik.

11. Egy 10 font sulyu testet rugéra akasztunk, melyet a test 2 inch-csel meg-
nytjt. A kozegellenallas abszolut értékben vett nagységa 40/,/g font szorozva
a lab/s-ben mért v pillanatnyi sebesség nagysdgaval. Mennyi id§ mulva éri el
a test elGszor az egyensulyi helyzetet, ha a testet az egyensulyi helyzet ala 3
inch-csel lehtizva engedtiik el?

12. Egy test 6 labnyira nyujt meg egy rugdt. A testet az egyensulyi helyzet
alatt 2 labbal, 2 1ab/s lefelé irdnyul6 sebességgel hozzuk mozgasba.

a. Mikor tér vissza a test a kiindulasi helyzetbe?

b. Mikor éri el mozgasanak legmagasabb pontjat?

c. Mutassuk meg, hogy a maximalis sebesség 2/2g + 1 inch/s.

13. Egy 10 font sulyu test 10 inch-csel nyujt meg egy rugot. A testet az egyen-
stlyi helyzet alatt 2 labbal, 4 1ab/s kezdeti sebességgel hozzuk mozgasba. Egy
ugyanolyan rugéra méas tomegl testet akasztunk. FEzt a testet az egyensilyi
helyzete ala hizzuk annyival, mint amennyi az elsé test mozgésanak ampliti-
doja, majd 2 lab/s kezdeti sebességgel ezt is mozgasba hozzuk. Mekkora a
mésodik rugora akasztott test tomege, ha mozgasanak amplitidoja kétszerese
az elsé test amplituddjanak?
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14. Egy test 3 inch-csel megnytjt egy rugét, egy masik test pedig 9 inch-csel
egy méasikat. Mindkét testet a sajat egyensulyi helyzetiik ala huzzuk 1 inch-csel,
majd egyszerre elengedjiik Gket. Keressiik meg ¢t = 0 utan azt az elsd pillanatot,
amikor sebességiik azonos.

15. Egy 16 font sulyu testet rugéra akasztunk, melyet a test 4 labbal megnyjt.
A testet az egyensulyi helyzet ald huzzuk 5 labbal, majd elengedjiik. Mekkora
vo kezdeti sebesség dupldzna meg a rezgés amplitudojat?

16. Egy 8 font sulyu test 3 inch-csel nydjt meg egy rugot. A test-rugd rend-
szer olyan kdzegben helyezkedik el, melyben a kozegellenéllasi egyiitthatd 2
font-s/lab. A testet az egyenstlyi helyzetbsl mozgéasba hozzuk, 4 inch/s lefelé
iranyul6 sebességgel. Mennyi id§ mulva éri el a test az egyensulyi helyzetet
elGszor ujra?

17. Egy rugoéra fliggesztett test 2 masodperc periddusi csillapitott rezgémoz-
gast végez. Ha a csillapitasi egyiitthaté 10 masodperc alatt 90%-kal csokken,
mennyi lesz a test gyorsuldsa abban a pillanatban, amikor a test az egyensulyi
helyzete alatt 3 inch-csel felfelé mozog 2 1ab/s sebességgel?

18. Egy 10 font sulyu testet rugéra akasztunk, melyet a test 2 labbal megnyjt.
A testet az egyensiilyi helyzet ala 6 inch-csel lehtizzuk és onnan elengedjiik. Mi
lesz a mozgas soran elért legmagasabb pont? Tegyiik fel, hogy a kozegellenallés
nagysaga 10/,/g font szorozva a lab/s-ben mért pillanatnyi sebesség nagysaga-
val.

19. Egy LRC-korben egy 1/5 henrys tekercs, egy 1 ohmos ellenéllas és egy 5/6
farados kondenzator talalhato. A kezdeti toltés 2 coulomb, a kezdeti aramerds-
ség 4 amper. Adjuk meg a kondenzator toltését az idé fiiggvényében. Mennyi
lesz a kondenzator toltése hosszi id6 mulva?

20. Egy (nyitott) aramkdrben tekercs, ellenallas és kondenzator van. A konden-
zator kezdeti toltése 2 coulomb. Az dramkor zardasanak pillanatdban 3 amperes
aram lép fel, de nem taplalunk kiilsé fesziiltséget a rendszerbe. Az &ramkor
hérom pontjaban a fesziiltségesések szamértéke a kovetkezGképpen alakul: a
kondenzatoron keresztiili fesziiltségesés 10-szerese a toltésnek, az ellendllason
keresztiili fesziiltségesés 4-szerese a toltés pillanatnyi megvaltozasanak, a kon-
denzétoron keresztiili fesziiltségesés pedig 2-szerese az dramerdsség pillanatnyi
megvéltozasanak. Irjuk fel a kondenzator kapacitasat az id6 fiiggvényében.

21. Egy 16 font sulyu test 4 labbal nyajt meg egy rugdt. A test-rugd rend-
szer olyan koézegben helyezkedik el, melyben a kozegellenallasi egyiitthato 4,5
font-s/1ab. A testre f(t) = 4 + e~ 2! kiils6 erd hat (fontban mérve). A testet az
egyensulyi helyzete alatt 2 labbal 4 1ab/s lefelé iranyulo sebességgel mozgasba
hozzuk. Irjuk fel a test helyzetét az id6 fiiggvényében.
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22. Egy 10 kg-os testet rugora akasztunk. A rugéalland6 140 N/m. A tes-
tet az egyenstlyi helyzetébdl felfelé 1 m/s-os sebességgel inditjuk el. A testre
hato kiils§ er§ newtonban f(t) = 5sin(t). A test viszkézus anyagban rezeg, a
kozegellenallasi tényezs 90 N-s/m. Trjuk fel a rendszert modellez kezdetiérték-
feladatot, oldjuk meg a differencidlegyenletet és értelmezziik is az eredményt.

23. Egy 2 kg-os testet egy rugd alsé végéherz rogzitiink. A test egyensilyi hely-
zetében 1,96 m-esre nydjtja meg a rugot. A kozegellenéllas nagysaga newtonban
mérve 4-szerese a m/s-ban mért pillanatnyi sebességnek. A testet az egyenstlyi
helyzet alol 2 m-rel inditva, 3 m/s lefelé iranyuld kezd@sebességgel elinditjuk.
Ettsl a pillanattol kezdve a rendszerre f(¢) = 20 cos(t) newton nagysagn kiilsé
er6 hat. Dontsiik el, hogy m mésodperc eltelte utan a test az egyensilyi helyzet
alatt vagy f6lott helyezkedik-e el és mennyivel.

24. Egy 8 font silyu test 4 labnyira nyujt meg egy rugdt. A test-rugd rend-
szer olyan kozegben helyezkedik el, melyben a mozgéssal szembeni ellenallés
szamértéke a pillanatnyi sebesség 1,5-szorose. A testre f(t) = 6 + ¢! font
nagysagu kiilsg erg hat. A testet az egyensulyi helyzet folott 2 1abbal, 3 14b/s
lefelé iranyulo sebességgel hozzuk mozgasba. Az egyensulyi helyzethez képest
hol helyezkedik el a test 2 méasodperc eltelte utan?

25. Tegyiik fel, hogy a korabbi jeldlésekkel L = 10 henry, R = 10 ohm,
C = 1/500 farad, E = 100 volt, ¢(0) = 10 coulomb és ¢’(0) = i(0) = 0. Trjuk fel
és oldjuk meg ezt az LRC-kort modellezs differencidlegyenletet. Ertelmezziik
az eredményeket.

26. Egy nyitott aramkdrben egy tekercs, egy ellendllas és egy kondenzétor van
sorba kapcsolva. A kondenzator kezdeti toltése 2 coulomb és az dramkor za-
rasanak pillanataban 3 amperes dram lép fel. A rendszerbe F(t) = 20 cos(t)
volt kiils6 fesziiltséget taplalunk. Az dramkorben a fesziiltségesések szameértéke
a kovetkezSképpen alakul: az ellenallason keresztiili fesziiltségesés 4-szerese a
toltés pillanatnyi megvéltozasdnak, a kondenzéatoron keresztiili fesziiltségesés
10-szerese a toltésnek, a tekercsen keresztiili fesziiltségesés pedig 2-szerese az
aramerGsség pillanatnyi megvaltozasanak. Irjuk fel a kondenzator kapacitasat
az id6 fiiggvényében. Adjuk meg a kondenzator toltését és az dramerdsséget a
t = 10 id6pillanatban.

4. Euler-tipusa egyenletek

Az 1. fejezetben a

P(z)y"(z) + Q(z)y'(x) + R(z)y(z) =0

alakt méasodrendii homogén linearis differencidlegyenletekkel foglalkoztunk és
megmutattuk, hogyan kell ezeket megoldani abban az esetben, amikor a P, @
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és R fiiggvények konstansok. Ha azonban ezek az egyiitthatok nem allandok,
akkor dltaldban nem lehet az analizisben tanult elemi fiiggvényekkel felirni a
megoldést. Ebben a fejezetben azt az — elemi képlettel mégis megoldhaté — esetet
targyaljuk, amikor az egyiitthatok specialis alaku fliggvények, nevezetesen, ha

P(z) =ax®, Q(z)=bx és R(z)=c,

tetszélegesen adott a,b és ¢ konstansokkal. Ezt az egyenletosztalyt Leonhard
Euler tiszteletére Euler-tipusi egyenleteknek hivjuk, aki megtalalta a megol-
dasi modszeriiket. Az Euler-egyenletek a rezgéstanban gyakran felléps egyenle-
tek.

Az Euler-egyenletek altalaAnos megoldasa

Tekintsiik tehat az

az®y’ +bxy’ +cy=0, x>0 (18)

alaki Euler-egyenletet. Vezessiik be elGszor a

illetve

de ) x x x 2

Visszahelyettesitve ezeket a derivaltakat a (18)-as egyenlet bal oldalaba azt kap-
juk, hogy

(Y”(z)dz> 1o Y’(z)i2 - Y”(z)i2 _yin)2.

1 1 1
2 2
ar’y” 4+ bry' + cy = ax <Y”(Z)P - Y’(z);) + bz <5Y/(Z)> +¢Y(2) =

aY"(z)+ (b —a)Y'(2) + c¢Y (2),
igy a transzformacié utan a (18)-as egyenlet az alabbi alakuva valt:
aY"(z) + (b—a)Y'(2) +cY(2) = 0. (19)

Ezt az allando egyiitthatos egyenletet az 1. fejezet modszereivel meg tudjuk
oldani, elGszor megkeresve az

ar’* +(b—a)r+c=0 (20)

karakterisztikus polinom két gyokeét felirjuk az Y (z) fiiggvényt, amelybdl viszont
a z = In(z) helyettesitéssel megkapjuk az y(x) megoldast.
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1. PELDA Oldjuk meg az z2y” + 2xy’ — 2y = 0 egyenletet.

Megoldas Ebben az Euler-egyenletben ¢ = 1, b = 2 és ¢ = 2, igy a (20)-as
egyenlet most 72 + (2 — 1)r — 2 = 0, melynek két gyoke r = —2 és r = 1, igy

Y (2) = cre™%* 4 cpe?.
Elvégezve a z = In(z) visszahelyettesitést azt kapjuk, hogy az altalanos megol-

das
y(x) = cre 2@ 4o @) — 272 4o, W

2. PELDA Oldjuk meg az z%y” — 5z’ + 9y = 0 Euler-egyenletet.

Megoldds Mosta =1,b= —5¢ésc =9, igy a (20)-as egyenlet most 72 —6r+9 =
0, melynek kétszeres gyoke az r = —3, igy

Y(z) = 1% + coze®?.
Elvégezve a z = In(x) visszahelyettesitést azt kapjuk, hogy az éaltalanos megol-

das
y(z) = c1e®@ 4 e In(2)e3 @ = 2% 4+ o2 In(z). W

3. PELDA Keressiik meg az 22y” — 3z’ + 68y = 0 egyenlet azon megoldasat,
amely kielégiti az y(1) = 0 és y'(1) = 1 kezdeti feltételeket.

Megoldas Ttta=1,b= —3ésc= 68, igy a (20)-as egyenlet most 72 —4r+68 =
0. Ennek gyokei r =2 4 8i és r = 2 — 8i, igy

Y (2) = €**(cy cos(82) + co sin(82)).
Elvégezve a z = In(z) visszahelyettesitést azt kapjuk, hogy az altalanos megol-
das
y(z) = @) (¢ cos(8In(z)) + o sin(8In(x))).
Az els6 kezdeti feltételbsl ¢; = 0 adodik, igy

y(x) = cox? sin(81n()).
A maésodik kezdeti feltételhez elGszor a derivaltat szamitsuk ki:
y'(z) = c2(2zsin(81n(x)) + 8z cos(81n(x))),

s mivel y'(1) =1, igy co = 1/8. A kezdeti feltételeket kielégité megoldas tehat

y(x) = é:c2 sin(81n(x)).
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Figyeljiik meg, hogy mivel —1 < sin(8z) < 1, ezért a megoldasra minden = > 0
esetén igaz lesz, hogy

VAV

of 2 N/ 6 \8 10

_1l2.
-5F y=gX sin (8 1n.x)

—-10}F+

8. abra A 3. példa megoldésanak grafikonja.

4.1. Feladatok

Az 1-24. feladatokban adjuk meg az Euler-egyenletek altaldnos megoldasat.
Mindvégig tegyiik fel, hogy = > 0.

22y" +2xy — 2y =0
Ly 4 xy —4y=0
2// 6y—0
2”+:cy—y—0
22y —5xy’ +8y =0
.2xy”+7xy+2y—0
. 322y +4xy’ =0
22y 4+ 62y’ +4y =0
Qy// :cy+y—0
Cxty — :cy’+2y:0
a2y —xy +5y=0
22y 4+ Tay' + 13y =0
22y 4+ 32y’ + 10y =0
22y —bxy’ + 10y =0
.4:02 y' +8xy +5y=0
. 4x%y" —dxy + 5y =0
2”—|—3xy+y—0
22y —3xy’ +9y =0
.:c2y”+:cy7()

@ﬂ@?%@wr

T G g e
w@ﬂ@mPPP“O'
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20. 2%y +y =0

21. 9:c2 ”+15:Ey +y=0
22. 162%y” —8xy' +9y =0
23. 1622y" + 56y’ + 25y =0
24. 422y" — 162y’ + 25y =0

A 25-30. feladatokban oldjuk meg a kezdetiérték-problémakat.

25. 2%y" +3zy —3y =0, y(1)=1,y'(1
26. 62%y" + Ty —2y =0, y(1)=0,9'(
27. 2%y’ —xy' +y =0, y(1)=1Ly(1)=1
28. 2”+7:cy +9y =0, y(1)=1,9'(1) =
29. 2%y — a2y’ +2y =0, y(1)=-1,9
30. 2%y + 32y +5y =0, y(1)=1,9'(1)=0

5. Hatvanysor alakti megoldasok

Ebben a fejezetben tovabb vizsgaljuk a fiiggvényegyiitthatos masodrendid homo-
gén linearis differencidlegyenleteket. A 4. fejezetben targyalt Euler-egyenletek is
ebbe az osztalyba tartoznak, de meglehet&sen specidlis alakiak: az egyiitthatod
z-hatvany kitevéje a derivalt rendjével kell megegyezzen (azaz x? van péarban
y"-vel, z! tartozik y’-hoz és 2°(= 1) y-hoz). Az alabbiakban ennél altaldnosabb
tipusokkal fogunk foglalkozni.

A megoldas alapgondolata

Tegyiik fel, hogy a masodrendd homogén linearis differencidlegyenletnek van
pozitiv konvergenciasugari, 0-kdzepii hatvanysor alaku megoldasa, azaz
keressiik az y fliggvényt

:chxnzco—i—clx—i—cQ:EQ—i—... (21)
n=0

alakban. Ezt a kifejezést helyettesitsiik be a differencidlegyenletbe, kézben
hasznéaljuk fel, hogy hatvanysort a konvergenciahalmaz belsejében tagonként le-
het derivalni. Osszehasonlitva az egyenlet két oldalan a megfelels z-hatvanyok
egylitthatoit — a hatarozatlan egyiitthatok 2. fejezetben targyalt modszeréhez
hasonléan —, a cg, ¢1, co, ... egyiitthatokra egy rekurziv Gsszefiiggést kapunk,
amelybdl a ¢, szamok rendre meghatarozhatok.

Az els6 kidolgozott példaban olyan egyenletet oldunk meg hatvanysor segit-
ségével, melynek megoldasat a korabbi ismereteink alapjan mar kdénnyen meg
tudjuk adni, ezaltal 6sszehasonlithatjuk a hatvinysoros modszert a korabbi tech-
nikakkal.

Megjegyezziik, hogy a hatvanysorba fejtés modszere nagyon altalanos maod-
szer: inhomogén, magasabb rend, s6t nemlinearis egyenletekre is eredményesen
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alkalmazhato.

1. PELDA Hatvanysorba fejtéssel oldjuk meg az y” + y = 0 egyenletet.

Megoldas Tegyiik fel, hogy az egyenlet altalanos megoldasa

00
y=2 cna"
n=0

alaka. Tagonkénti derivalassal azt kapjuk, hogy

oo
y’:E nepz™ b és
n=1

Helyettesitsiik vissza ezeket a differencidlegyenletbe:

oo

Yy = Z n(n —1)c,z" 2.

n=2

i n(n —1)c,z™ % + i cpz™ = 0.
n=2 n=0

A bal oldalt egy koz6s szummaba irva latjuk, hogy egy fiiggvény Taylor-sora a
jobb oldalon &ll6 azonosan 0 fiiggvénnyel egyenls. A Taylor-sorok egyértelmi-
ségi tétele alapjan ez csak tgy lehet, ha minden z-hatvany egyiitthatoja a bal
oldalon 0. Irjuk ezt fel részletesen az alabbi tablazatban.

Az z-hatvany  és egyiitthatoja

20 2:1-co+co=0 azaz c3=—3co

x?t 3:2-c3+c1=0 azaz c3=—z501

2 4-3-c4+co=0 azaz 04:74%3@

23 5-4-c5+c3=0 azaz c5=—z5c3

x4 6-5-c+ca=0 azaz cg=—gzcs

22 nn—1)cp+cn—2=0 azaz ¢, = —ﬁcn_g

A fentiekbdl lathatjuk, hogy a paros n indexek (n = 2k, k = 1,2,3,...) Ossze-
tartoznak, és szintugy Osszetartoznak a paratlan indexek (n = 2k +1). A két
esetet nézziik kiilon-kiilon.

Piros indexek. Most n = 2k, igy a hatvany z?+~2.
alapjan

A tablazat also sora

1
2k(2k — 1)
Ezt rekurzivan felhasznélva azt kapjuk, hogy

2k = (2/@(2/1— 1)> ' <(2k—2)1(2k—3)> (i) ' (%) 0=
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(-1
c
(2k) °
Pdratlan indexek. Most n = 2k + 1, igy a hatvany xz2*~1. A tablazat alsé
sora alapjan

igy
o~ (i) a9

Irjuk fel y hatvanysorat a paros és a paratlan indexek szerint szétbontva és
helyettesitsiik be az imént nyert egyiitthatokat:

oo
y=3 cpua" =
n=0

o0 oo

2k 2k+1 _
E CokT +E C2k+1T =

k=0 k=0
— (=D 4 — (D" o
COI; k)" +Cl};(2k+1)!x '

Vegyiik végiil észre, hogy az itteni két hatvanysor éppen a koszinusz és a szinusz
0-kozepii sora. Az y” +y = 0 egyenlet altalanos megoldasa tehat

y = cocos(x) + ¢y sin(z). W

2. PELDA Hatvanysorba fejtéssel oldjuk meg az 3’ + 3’ +y = 0 egyenletet.

Megoldas Keressiik y-t ismét

o0
y= g cpx"”
n=0

alakban. Tagonkénti derivalassal azt kapjuk, hogy

oo

i nepz"” y" = Z n(n —1)c,z" 2.

n=2
Helyettesitsiik vissza ezeket a differencidlegyenletbe:

oo

Z n—lcn"2 chnx —I—chx

n=2
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Az el6z6 példahoz hasonléan a bal oldal most is tagonként 0 kell legyen. Irjuk
ezt fel részletesen az alabbi tablazatban.

Az z-hatvany  és egyiitthatoja

20 2:1-co+co=0 azaz c3=—3co

x! 3:2-c3+ci+c1 =0 azaz 03:*%61

2 4-3-c4+2c0+co=0 azaz ¢4 = —tcy

x3 5-4-c5+3cg3+c3=0 azaz c5 = —=c3

x4 6:5-c6+4dca+ca=0 azaz cg= —gcy

" n+2)(n+1epr2 + (n+1)e, =0 azaz
Cn = —n%ﬂcn

A fentiekbdl lathatjuk, hogy a paros n indexek Gsszetartoznak, és szinttgy Ossze-
tartoznak a péaratlan indexek.

Pdros indexek. Most n = 2k — 2, igy a hatvany x2*~2. A tablazat alsé sora
alapjan .

Cok = — 57 C2k—2-

2k
Ezt rekurzivan felhasznalva azt kapjuk, hogy

= () () (B (D (Do
(=D* .
2.4-6-...-(2k)

Pdratlan indexek. Most n = 2k — 1, igy a hatvany xz2*~1. A tablazat alsé
sora alapjan

1
Cok41 = —mc%—la
igy
- 1 1 1 1 B
Cok41 = 2% 11 % — 1 5 3 c1 =

(-1)*
357 ... (2k+1)

Cq.
Irjuk fel y hatvanysorat a paros és a paratlan indexek szerint szétbontva és

helyettesitsiik be az imént nyert egyiitthatokat:

oo o0

2k 2k+1
y:§ CokT +E copp1z2i =

k=0 k=0
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2k (71)]C 2k+1
COZZ 1 6 (2k:) “1;03 skt ™

3. PELDA Adjuk meg az
(1—2%)y" —6xy —4y=0, |z|]<1
egyenlet dltalanos megoldasat.

Megoldas Vegyiik észre, hogy a f6egyiitthato nulla, ha x = +1, igy feltessziik,
hogy a megoldast az I = (—1, 1) nyilt intervallumon keressiik. Legyen

o0

y = ch:c”.

n=0

A behelyettesités utan azt kapjuk, hogy

oo oo o0
1—z E n(n — 1)c,z" 765 ncnz"—élg cpx’ =0,
n=2 n=1 n=0

azaz
in(nf l)cnz"72 - in(nf Depx Gchn —4icnx” =0
n=2 n=2 n=0

Az el6z6ekhez hasonlbéan az Gsszevonas utan a bal oldalon minden z-hatvany
egyiitthatoja 0:

Az z-hatvany  és egyiitthatoja

20 2-1-co—4cp =0 azaz 02:300
x?t 3:2-c3g—6-1-¢1 —4c; =0 azaz C3:%cl
x? 4-3-c4—2-1-¢ca—6-2-¢co —4cy =0 azaz
_6
C4—ZCQ
x3 5-4-c5—3-2-¢c3—6-3-¢c3—4c3 =0 azaz
_7
Cs = 5C3
a” m+2)(n+ Depga— (n(n—1)+6n+4)c, =0
azaz
(n+2)(n+1)cn+27(n+4)(n+1) =0 vagyis

+
Cn+2 = n+2

A fentiekbdl ismét azt latjuk, hogy a paros n indexek Osszetartoznak, és a pa-
ratlan indexek is Gsszetartoznak.
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Pdros indexzek. Most n = 2k — 2, igy a hatvany z?*. A tablazat legalsé sora

alapjan
2k +2
Cok = 2% C2k—2 =
2k+2 2k 2k—2 6 4
ok 2k—2 2k-—4 1297
(k/’—l—l)CO

Pdratlan indexek. Most n = 2k — 1, igy a hatvany x2**1. A tablazat alsé

sora alapjan
 2k+3
G+l = o

2k+3 2k+1 2k—1
2%k+1 2k—1 26k—3
2k + 3
3

2k—1 —

C1.

Az altalanos megoldas tehat:

o0 oo
2k 2k+1
y = E CoT +E Copr12” T =
k=0 k=0

S — 2k +3
o Z(k +1)z? + ¢ ,;) TszJrl.

k=0
Megjegyezziik, hogy a mértani sor 6sszegképletének felhasznédlaséval belathato,

hogy a fenti (un. hipergeometrikus) sorok Osszege az
1 n —x3 + 32

Yy==co C1
(22 —1)° 3(z2 —1)°

wzart” alakban is felirhato.

Adjuk meg az y” — 2xy’ +y = 0 egyenlet altalanos megoldasat.

4. PELDA
Megoldas Legyen
y = Z cpx'.
n=0

A behelyettesités utan azt kapjuk, hogy
o0 o0 o0
Z n(n — l)cnz"_2 -2 Z ne,x’t + Z cpx” = 0.
n=2 n=1 n=0

Az el6z6ekhez hasonl6an az Gsszevonas utéan a bal oldalon minden z-hatvany

egyiitthatoja 0:
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Az r-hatvany  és egyiitthatoja

20 2:1-co+cop=0 azaz 02:—%00

! 3:-2-c3—2c1+c1 =0 azaz 03:3%201
2 _ _ 3

x 4-3-c4 —4co +co =0 azaz C4 = 75C2
x3 5-4-c5 —6cg +c3 =0 azaz 05:%03
x4 6-5-cg—8c4y+c4 =0 azaz 06:%04
a” (n+2)(n+1)ept2 — (2n—1)e, =0 azaz

_ 2n—1
Cnt2 = i)t

A tablazat utolsé soraban szerepls

2n —1
Cpn+2 = ( Cnp,

n+2)(n+1)

rekurziv Gsszefiiggést ezuttal nem tudjuk elemi képlettel, ,zart” alakban, ,exp-
liciten” felirni. Az els§ néhéany tagot kiirva az altalanos megoldas

1 3 21
y200(1—5$2—1$4—a$6—---)+

5.1. Feladatok

Az 1-18. feladatokban hatvanysorba fejtés segitségével adjuk meg a differencia-
legyenletek altalanos megoldésat.

Ly +2y =0
Y+ 2y =0
Ly +4y =0

Ly =3y +2y=0

L2y =2y +2y =0

cy —ay +y=0
c(lta)y" —y=0

(1 —22)y” —day’ + 6y =0
(22 —1)y" + 22y’ — 2y =0
Ly Yy =2ty =0

(@2 -1y -6y =0

12, 2y’ — (2 +2)y +2y =0
13. (2% — 1)y +4y +2y =0

0 NSO W=

=
- o -
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14.
15.
16.
17.
18.

y' —2xy +4y=0

y' —2xy +3y=0
(1—a22)y" —azy +4y=0
Y —xy +3y=0

— 4y’ + 6y = 0.



