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. Ellenérizziik, hogy a megadott fiiggvények alaprendszerét alkotjdk a megadott linearis
differencidlegyenlethez tartoz6 homogén differencidlegyenletnek, és ezutan oldjuk meg az
inhomogént az allandok varidlasanak modszerével!

a) 2y +(x—1)y —y=22 y1=e¢% yp=z-—1

b) xy”—gy:()’xz, =23, Yp=2a°

c) zy' —y' —xy +y=2°, y1=x, yps=chx, y3=shz

a) Az yi-et behelyettesitve (y] = —e 7, yf = e ™) ze ™™+ (x — 1)(—e™ ") —e™® =0,
és yo-t behelyettesitve (y, = 1, y§ =0): -0+ (x —1)-1— (x —1) = 0, tehat y; és
Y2 is megoldasa a megfelel6 homogén differencidlegyenletnek, és fliggetlenek is, ugyanis a
e ©

Wronski-determinans _ee_m (@ ] 1) = ze~
szere a méisodrendd differencidlegyenletnek, és a homogén diffegyenlet altalanos megoldasa
C1y1 + C2y2-

Az inhomogén egyenlet megoldasat y = c1(x)y1 + c2(x)y2 alakban keressiik, ahol ¢}(z) =

. ) 10 (z—-1) e 0
Wi;/W (i =1,2), és Wy = - 1 e T

“ nem azonosan 0. Igy {y1,y.} alaprend-

‘ = —x2 + x, tovabba Wy =

(a Cramer-szabaly szerinti [2} oszlop a Wi-ben és Ws-ben a differencidlegyenlet 1

féegylitthatos formajanak konstans tagjat tartalmazza). Ebb6l ¢q(x) = [(—x + 1)e® dz =
(—x 4+ 1)e* — [—e*dx = (—x + 2)e* + C1, és c2(x) = [ldx = x + Cs, tehat
y=(—2e*+C1)e T+ (x+Co)(x —1) =22 —22+2+ Cre % + Co(z — 1).

P P - 1/1'2 .’L’B o B 0 x?’ . 4
b) Az alaprendszer ellenérzése utdn: W = ‘ _2/903 302 | = 5 Wy = ‘69@ 3.2 | = -6z,
1/a? 0 6.5 6 .
Wy = “9/z% 6x|” 6/x, c1(z) = —552° + C1, c2(x) = 2 Inz + Cy, tehét
Y = —2%303 + %x?’ Inx + C’lx—lz + C’2x3_

c) Behelyettesitéssel ellendrizziik, hogy x, chz és shz megoldasa a homogén diffegyenlet-
nek, és mivel a diffegyenlet harmadrendt, ezek alaprendszert is alkotnak, ha a Wronski-
determinansuk nem azonosan 0. W = —z (felhasznalva, hogy ch?z —sh?z = 1), W, = z,
Wy = —2?cha+azshz, Wy = 22shaz—xchz, ¢i(z) = —2+C1, co(x) = zshz—2chz+Cy,
c3(z) = —zcho+2shax+Cs, y=—-2—22+Cix+ Cychx + Csshuz.

. Oldjuk meg az alabbi Euler-féle differencidlegyenleteket!
a) 22y’ — 3zy’ — 21y = —82°
b) 2%y —2zy +2y =2t — 2%, y(1)=31,y(1)=0
c) 2%y —3xy’ +y =0
d) xy/// + 2y// — 1

x
a) 1. megoldas: Legyen z = e'. Ekkor zy' = vy, és 2y = § — v, az egyenlet pedig
az §j — 4y — 21y = —8¢e% allando egyiitthatos, inhomogén differencidlegyenletbe megy.
A karakterisztikus egyenlete m? — 4m — 21 = (m — 7)(m + 3) = 0, aminek 7 és —3
a két gyoke, igy a homogén egyenlet megolddsa y = cie’t + cpe 3!, Az inhomogénhez
probafiiggvény az y, = Ae®, és ezt behelyettesitve az y, = 1 megoldést kapjuk, amibol
Yy = %e‘% + cle7t =+ 026_3t = %x‘r’ + clx7 + czx_?’.
2. megoldas: A homogén z%y"’ — 3zy’ — 21y = 0 egyenlet megoldasait keressiik y = =™
alakban! Ha behelyettesitjiik y-t és derivaltjait a diffegyenletbe, azt kapjuk hogy m(m —
1)x™ —3ma™ —212™ = 0, azaz m? —4m—21 = 0, és ennek m = 7,6s m = —3 a megoldasai.
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Az y; = 27 és yp = 273 alaprendszet ad. Ebbdl az inhomogén differencidlegyenletet
llandok varidlasaval kapjuk meg. y = c1(z)x” + ca(z)x™3. W = 1023, W; =8, Wy =
=829, ¢1(z) = 2272 4+ O, c2(x) = 752% + Ca, y = 32° + Cra” + Coa 3.

c) Keressiik a megoldast u = «™ alakban. Ekkor m(m — 1)z™ — 3ma™ + 2™ = 0, tehat
m2 — 4m + 1 = 0. Ennek a gyokei 2 + v/3, tehat a megoldas y = c1e2TV3 4 cpe2~V3 =
1 z2tV3 4 coz2 V3. (Mivel a masodrendd differencislegyenlethez két linedrisan fiiggetlen
megoldast talaltunk, ez a linearis kombinacié valéban az Gsszes megoldast adja meg.)

d) Ez is Euler-féle: z3y"" + 222y" = z alakra hozhat6. A homogén megoldéasait y = 2™
alakban keresve azt kapjuk, hogy m(m — 1)(m — 2) + 2m(m — 1) = 0, azaz m3 — m? =
m?(m — 1) = 0, tehat a homogén alaprendszere y; == z, yo = 1, és y3 == Inz. Allandok
varialasaval megkaphatjuk az inhomogén egyenlet megoldasait is: y = xIlnz + Cix 4+ Cs +
Cslnz.

Maésik megoldas: ha az x = e® helyettesitést végezziik, akkor az el6zGekben megkapott
karakterisztikus egyenletet folhasznélva az ¥ — §j = e’ egyenletre jutunk, a homogén rész
megoldasa y = Ciet + Cy + Cst, az inhomogén egy partikularis megoldasat y = Ate’
alakban keressiik, amib6l A = 1, igy a megoldas a ¢t = Inx visszahelyettesitéssel: y =
rlnx + Cix+ Ce + Cslnx.

Harmadik megoldas: ha el6szér a z = y” fiiggvényt hatarozzuk meg az zz’ + 2z = 1
egyenletbsl. Ennek a megoldasa C/x? + 1/x, aztan ezt kétszer integraljuk!

. Oldjuk meg az alabbi differenicalegyenlet-rendszereket!

(13.1 == 45(31 - 51‘2 . o
a) .%'2 — T o 2%2’ SE‘l(O) - 17 xQ(O) =2.
. -1 -1
b)x—Ax,aholA—{ 1 _1]
1
1

c) X:Ax,aholA:{

a) Vektorosan irva az egyenletet: x = Ax, ahol A = H :51 . Asajatértékei az |[A—\I| =
4— A -5 2 I . .t

1 9 |7 A% =2\ —3 = (A —3)(A+ 1) karakterisztikus polinom gyokei: A\ = 3

és Ay = —1. Ezekhez keresiink egy-egy sajatvektort: \; = 3-hoz a E :21 v=20

egyenletrendszert kell megoldani, és ennek a megoldasa s - (s € R), \a = —1-hez a

1

v = 0 egyenletet, amib6l v = s - . Tehat vq =

1
1 -1 1 1
sajatvektor a két sajatértékhez. Ezekkel kifejezhetd a differecidlegyenlet-rendszer altalanos

1} ¢t. A kezdeti feltételekbol H ~ o m + e H

5 —5 5] , H
€S Vo = 1 egy—egy

1 1 1
azaz 1 = bcy + ¢ és 2 = ¢1 + ¢, amibdl ¢; = —%, és ¢y = %.

Masképpen: visszavezethetjiik a differencidlegyenlet-rendszert egy magasabb rendii
differencidlegyenletre. A masodik egyenletbdl x1 = 29 + 2x9, és ezt behelyettesitve az
els6be: Iy + 229 = 49 + 8x9 — bxo, azaz Iy — 229 — 3x2 = 0. Ezt a szokasos moddon
megoldva: o = c1e3! + coe™t, és az 11 = @9 + 275 Osszefiiggésbol 1 = 5eiedt + coet. A
kezdeti feltételekbdl ¢; = —i, és co = %.

megoldasa: x = ¢ [ﬂ et + ¢ {
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b) Az el6bbi médon kiszamitjuk a sajatértékeket, de ezek itt nem valésak: A = —1+1, és a
hozzajuk tartozo sajatvektorok vq = i és Vo = _; A vieMt = I (1Dt valos és

képzetes része két fiiggetlen valos megoldast ad: { 12} e(-1H+0)t — ( {0} +1 [ 1 ] ) e '(cost+

1 0
. . 0 _t 1 _t . . 0 _t . ]— _t P
isint) = 1€ cost — N sint | + ¢ 1€ sint + N cost ), tehat a
differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldasa x = ¢; ? e tcost — (1) e tsin t) +

e (V] etsint + Ll et eost) = ¢ —e 'sint +c e cost
2 |1 0 — T eteost 2l e tsint |
c) Az A matrixnak csak egy valos sajatértéke van: A = 2, és ehhez csak a v = {ﬂ vektor

A

skalarszorosai a sajatvektorok. Ilyenkor a v - e* mellett a wer + vter is megoldas, ahol

(A — A)w = v. Az utébbi egyenletrendszert megoldva azt kapjuk, hogy w = [_1u+ u}
valamilyen u € R-re, specidlisan u = 0-raw = _(1) . Teh&t a differencidlegyenlet-rendszer
. . < 1 2t -1 2t 1 2t

altalanos megoldasa cq 1l + co 0 et + 1 te=t |.

Természetesen ezt és a b) feladatot is vissza lehet vezetni masodrendd differ-
encidlegyenlet megoldéasara.



