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Definicié (Explicit diffegyenlethez tartozé kezdetiérték-probléma)

Legyen f (n + 1)-véltozds valos fiiggvény, P = (&, m0,m, .. .,Nn—1) az

értelmezési tartomanyanak egy pontja. Az

y(n) = f(x7.y7y/7"'7y(n_1))

explicit diffegyenlethez és a P ponthoz tartozé kezdetiérték-probléman
olyan y fiiggvény meghatarozasat értjiik, mely

(1) kielégiti a diffegyenletet és

(2) kielégiti az y (&) = o, y'(€) = m,- .-, y""D(&) = mp1 kezdeti
feltételeket.
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Explicit diffegyenlet megoldhatésaga

Tétel (Cauchy—Peano-féle egzisztenciatétel)

y(n) = f(x’y7.y/7"'7y(n_1))

explicit diffegyenlethez és a P = (&, m0,m,...,Nn—1) ponthoz tartozé
kezdetiérték-probléma megoldhatd, ha az f(x, yo,y1,---,yn—1) fliggvény
folytonos egy olyan Rt -beli tartomanyon, melynek P belsé pontja!
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Explicit diffegyenlet megoldhatésaga 2.

A kovetkez8 kezdetiérték-probléma megoldhaté:

3Sinx 4 cosy

vzl y(0) =1, y'(0) =5, y"(0) =3,

mivel a P = (0,1,5,3) pont egy kdrnyezetében folytonos az

yl// — 2 Sin(yly//) —y

3Sin X + €os yp

"
\/1+y12

f:RY = R; (x, %0, y1,2) = 2sin(y1y2)

fliggvény.
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Explicit diffegyenlet egyértelmii megoldhatésaga

Tétel (Picard-Lindelof-féle unicitastétel)

y(n) - f(X’y7yI7"‘7y(n71))

explicit diffegyenlethez és a P = (&, 1m0, m1, . ..,Mn—1) ponthoz tartozé
kezdetiérték-probléma egyértelmiien megoldhats, ha

@ f folytonos egy olyan R"*1-beli tartomanyon, melynek P bels6 pontja
(ez eddig a C—P-tétel), és

@ f madsodik valtozdjatol kezdve mindegyik véaltozdja szerint parcialisan
diffhatd, és a derivalt korlatos.

E tétel masodik feltételét egy kicsit erésebb alakban szokas kimondani,
melyet Lipschitz-feltételnek hivnak. E feltétel azt biztositja, hogy a
lehetséges megoldasok terében legyen egy dsszehiizas, melynek mindig
egyetlen fixpontja van, ami itt épp a megoldast adja.
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Explicit diffegyenlet egyértelmii megoldhatésaga 2.

Példa
Az

y" = xy? +sin(y’), y(0) =0, y'(0) =1

k.é.p. egyértelmiien megoldhaté, mert

Q az f(x,y0,y1) = xy¢ +sin(y1) fiiggvény folytonos az R® minden
pontjaban, igy a P = (0,0, 1) pont egy kdrnyezetében is,

of of
@ ésa — = 2xyp, =—— = cos y; fiiggvények korlatosak a P pont
dyo Oy1

barmely korlatos kdrnyezetében.
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Sorozatos kozelités (szukcessziv approximacio)

Tétel
Azy' =1f(x,y), y(§) = no differencidlegyenlet ekvivalens az

= ol /E T (e () dt

egyenlettel.

(=) y'(x) = flx,y(x)) ~ y = [J f(t,y(t))dt + C, de y(§) = 1o miatt
C = no.

(<) y(x)=mo + fgx f(t,y(t))dt (valtozé felsé hatard integral derivaltjara
vonatkoz6 tétel) ~ y’' = f(x,y); masrészt x = £ helyen az integral 0 ~

y(§) = no- D)
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Sorozatos kozelités (szukcessziv approximacio) 2.

Tegyiik fel, hogy f eleget tesz a Picard-Lindelof-tétel két feltételének.
Ekkor az

y(x) = o +/ f(t,y(t))dt
3
leképezés bsszehiizas a fiiggvények terén, és ekkor az yo = np,
rea() =+ [ Fle (o) e

rekurziv fliggvénysorozat a fixponthoz konvergal, mely a megoldassal
megegyezik.
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Sorozatos kozelités (szukcessziv approximacio) 3.

Oldjuk meg az y' = x + y, y(0) = 1 k.é.p.-t fokozatos kozelitéssel, vagy
legalabb adjunk a megoldasra egy kozelitést.

Megoldas: y'(x) = y(x) + x, y(0) = 1, az Gsszehtzas fixpontjat megadé
sorozat: yp =1,

Vi1 (x) =m0 + /5 e =1+ [ n(o+

A sorozat:

n=1+[fl+tdt =1+ [t+ 325 =14x+ 5x°

vo=1+ [f(1+t+52)+tdt =1+ x+ x>+ §;x°

ya=1+4 [l +t+ 2+ 43 +tdt=1+x+x>+ 13+ ;x4

E sorozat az y(x) = 2e¥ — x — 1 Maclaurin-sordhoz tart, ami a megoldasa
e diffegyenletnek.
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Parcialis diffegyenletek

Definicié (Parcialis differencialegyenlet)

Egy egyenletet parcialis differencidlegyenletnek neveziink, ha az ismeretlen
fiiggvény tébbvaltozds, és az egyenletben a parcialis derivaltjai, valamint az
adott valtozok egyéb fiiggvényei szerepelnek. Az egyenlet n-edrendii, ha a
legmagasabb parcialis derivalt rendje n.

Definicié (Masodrendii parcialis diffegyenlet)

Az x, y valtozdktdl fiiggd u fiiggvényre felirt masodrendd parciilis
diffegyenlet altalanos alakja:

F(x,y,u, Ux, Uy, U, Uxy, Uy, Uy, ) = 0.
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Masodrend(i parcialis diffegyenletek osztalyozasa

Definicié (Masodrendii homogén linearis parcialis diffegyenlet)

Az x, y valtozoktdl fiiggd u fiiggvényre felirt masodrendi homogén linearis
parcialis diffegyenlet dltaldnos alakja:

aUxx + 2buyy, + cuy, + duyx + eu, + fu = 0,

ahol a, b, ¢, d, e, f az x és y valtozck fiiggvényei, u-rol feltételezziik, hogy
parcialis derivaltjai folytonosak.
Azt mondjuk, hogy a parc. de.

o hiperbolikus, ha ac — b*> < 0 (pl. rezgé har diffegyenlete)

o parabolikus, ha ac — b> = 0 (pl. hévezetés diffegyenlete)

o elliptikus, ha ac — b> > 0
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A rezgé har diffegyenlete

(Részletesen lasd a régi Feladatgydjtemény Ill. 30.12-16 feladatait.)
Tegyiik az ¢ hosszisagi tokéletesen rugalmas hirt, x-tengely [0, /]
szakaszara. A hir minden pontja az x-tengelyre merglegesen mozog,
pontjai helyzetét a t pillanatban az y(x, t) figgvény irja le. A fizikai
levezetésbdl az adédik, hogy a hir mozgasat megadé u fliiggvény kielégiti az

" 2.1
Yir = 8 Vx — 0,

egyenletet. Ha a har két vége rogzitve van, akkor fonnallnak a kovetkezd
peremfeltételek:

y(0,t) =0, y(4,t) =0.
A kezdeti feltételek:

y(x,0) = f(x) (a har kezdeti helyzete), és
ye(x,0) = g(x) (a har kezd8sebessége).

Wettl Ferenc (BME) Utolsé eléadas 2013-12-09 15 / 20



A rezgé har diffegyenlete 2: keressiik a megoldast. . .

Keressiitk a megoldast y(x,t) = X(x)T(t) alakban:
yee(x, £) = X(x) T"(1), yooc (x, 1) = X"(x) T(t) ~
X(x)T"(t) = a®X"(x) T(t) ~

1 T(t)  X"(x)

2T X

hisz a bal oldal t-tél, a jobb x-t6l fiigg, igy mindketts csak konstans lehet.
Ha A =0, akkor 7" =0 és X" = 0 diffegyenletek megoldasaibdl

X =Ax+B, T =Ct+ D, azaz u(x,t) = (Ax + B)(Ct + D). Ez
ellentmond a peremfeltételiinknek.

Ha A = k? > 0, akkor T” — a’k?>T =0 és X" — k?X = 0 diffegyenletek
megoldasai X(x) = Ae** + Be ™%, T(t) = Ce?*t 4 De=kt, azaz

y(x,t) = (Ae** + Be™®)(Cet 4 De=t).

Peremfeltételiinknek ez is ellentmond.
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A rezg6 har diffegyenlete 3

Ha A = —k? <0, akkor T" 4+ a?k®T = 0 és X" + k?X = 0 diffegyenletek
megoldasai X(x) = Acos kx + Bssin kx, T(t) = C cosakt + D sin akt, azaz

y(x,t) = (Acos kx + Bsin kx)(C cos akt + D sin akt).
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A rezg6 har diffegyenlete 4: a peremfeltételek

0 = y(0,t) = A(C cos akt + D sin akt) feltételbsl A = 0.
0 =y(¢,t) = Bsin k{(C cos akt + D sin akt) feltételbsl B # 0 miatt

Sink€:0v—>k€:nﬂ'wk:”7ﬂ'w

nmat . nmat\ . nmx
Ya(x,t) = (a,, cos 7 + b, sin ) i 7

tehat

oo
t t
y(x,t) = Z <a,, cos m;a + b, sin n7r£a ) sin MTX

n=1

feltéve, hogy a sor konvergens az x € [0, /], t € [0, 00) tartomanyon.
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A rezgé har diffegyenlete 5: a kezdeti feltételek

y(x,0) = f(x) ~ y(x,0) Zansin@_f(x)

azaz ap az f-bél képzett 2¢ szerlnt periodikus paratlan fiiggvény
Fourier-egyiitthatdja.

o0
, . nma . nmat nrma nmat\ . nmx
yi(x, t) = ,,E 1 <_a"7 sin — + by, ] ) sin =

amibél y;(x,0) = g(x) ~ yi(x,0) = Z nwzbn sin % = g(x),
n=1

igy g-bdl képzett 2/ szerint periodikus paratlan fiiggvény
Fourier-egyiitthat6jabsl megkaphaté.
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A rezg6 har diffegyenlete 6: a megoldas

y(x,t) = Z (an cos an;at + b, sin nzat) sin %

2 [t nmx 2 ¢ nmx
n=— [ f(x)sin—dx, b,=— in—d
a /0 (x)sin 74X e A g(x)sin 74X
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