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. Adjuk meg annak a 7" linearis transzforméciénak a standard méatrixat, amelyre
a) T:(1,0)— (3,1), (1,1) — (—1,2).

b) (Hf) T:(2,1) — (1,0), (0,2) — (2,6)

¢) T:(1,1,0)— (0,1,4), (1,0,1) — (1,2,4), (0,1,1)+— (—1,3,2).

. Jelolje S a siknak az y = = egyenesre valo tiikrozését, 1" pedig az origd koriili +60°-os
forgatast. Irjuk fel S és T" matrixat a standard bazisban!

. Jelolje T a siknak az = tengelyre, 75 az y tengelyre vald tiikrozését, S; és So pedig a
siknak az z illetve y tengelyre valé meréleges vetitését. Adjuk meg a T + T, S1 + So,
1175, illetve S S5 transzformaciokat!

. Irjuk fel az alabbi linearis transzforméciok matrixat a megadott bazisban!

1 1 1
a) T:x— Ax,ahol A= |1 2 1]|,B=1{(1,2,0),(1,1,-1),(1,0,—-1)}, [T]z =?
1 3 2
-1 1 3
b) (Hf) [T]s=| 0 2 —1|, ahol B az a) részben szerepl bazis. [T ; k) ="
-1 1 -2

) (Hf) T:(1,2)— (2,4), (-1,3)— (1,-3), B={(1,2),(-1,3)}. [T]p =7, T}i; =7

. Adjuk meg (szamolas nélkiil) a kovetkezd linearis transzforméaciok sajatvektorait, sajat-
értékeit, magterét és képterét:

a) a 3. feladatban szerepld transzformaciok;

b) (Hf) az x — y — 22 = 0 sikra val6 tiikrozés R*-ben;

c¢) (Hf) az = tengelyre valo (1,1) iranyu vetités R*-ben;

d) r— (1,2,3) x r az R*-ben.

. Irjuk fel a kovetkez6 matrixok karakterisztikus polinomjat, majd szamitsuk ki a
sajatértékeiket és sajatvektoraikat! Melyek diagonalizalhatok R folott? (Hf: A, B,C, E)

-2 -8 12 1 0 -1
P Y P O S ) T I B RS
0 0 1 2 2 3

. (Hf) Van-e a sikban olyan linearis transzformécié, amelynek nincs sajatvektora? Es a
térben? Melyek azok a linearis transzformaciok, amelyeknek minden nem nulla vektor
sajatvektora?

. Dontstiik el, hogy az aldbbi matrixok koziil melyek hasonlok R f6l6tt:

2 e[ ] es ]t ] o[2y) -[ )

1 1 0
. Az A= |1 4 3| matrixnak ismerjiik két fiiggetlen sajatvektorat: (1,5,3) és (3,0, —1).
0 3 1

Hatarozzuk meg A osszes sajatvektorat a hozzajuk tartozo sajatértékekkel egyiitt, (Hf) és
a diagonélis alakja segitségével szamitsuk ki A n-edik hatvanyéat!
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A hazi feladatok megoldasa

1. b) A linearitis felhasznalasaval kiszamithatjuk, hogy mi az i, j alapvektorok képe:

T(0,1) = T(1(0,1)) = L7(2,6) = (1,3), T(2,0) = T((2,1) — (0,1)) = T(2,1) — T(0,1) =
(0,-3), & T(1,0) = 1T(2,0) = (0, —2). Igy T standard métrixa: {_g ﬂ

Miésképp: azt az A matrixot keressiik, amelyre

2 0] [1 2 2 1] o [1 0
AL 2}_{0 6}’3‘%2 {0 2}’4 _{2 6}'

Ezt szimultan egyenletrendszerként megoldva:

{21|10} {10|0
el e I 1

02| 26 0 1 |
tehétA:[ :9 1].
4. b) A B elemeibsl mint oszlopokbél all6 P méatrixra P11 P = [T]s, és igy
1 1 17[-1 1 3 1 0 1
[Tliga = PT)sP~ =12 1 0 02 —-1||-2 1 —2|=
0 -1 -1 -1 1 -2 2 -1 1
—10 4 —10
0 -1 =5
13 -6 10

c) Lathatjuk, hogy a B bazis két eleme a T-nek 2, illetve —1 sajatértékhez tartozo

2 0 P it . |1 —1
0 _1], az Attérés maétrixa pedig P = {2 3
4 3

_ 3 1] . - .
pt=1 {_2 1}, igy [Tujy = P[T)gP™' = 1 {18 1} (De a [T];,; matrixot az

sajatvektora, igy [Tz = ], amire

X B _H = [i _H matrixegyenlet megoldasaval is megkaphatjuk.)

5. b) A sajatvektorok a sik (nem nulla) vektorai (a sajataltér bazisa pl. {(1,1,0),(2,0,1)})
1 sajatértékkel, és a sik normalvektorai ((1,—1,—2) nem nulla skalarszorosai) —1
sajatértékkel. A transzformacié magtere {0}, képtere pedig az egész R,

c) A sajatvektorok az (1,0) tObbszordsei 1 sajatértékkel, és (1,1) t6bbszordsei 0
sajatértékkel. A magtér span ((1,1)), a képtér span ((1,0)).

6. Az A karakterisztikus polinomja |A—\I| = A2 —4)\+3, a sajatértékek 1 és 3, a hozzajuk
tartozo sajatvektorok (1, —1), illetve (1,1) nem nulla skalarszorosai.

A B karakterisztikus polinomja |B — | = A\? — 5\ — 14, sajatértékei 7 és —2, az ezekhez
tartozo sajatvektorok (1,1), illetve (—4,5) nem nulla skalarszorosai.

A C karakterisztikus polinomja (3 — A)(5 — \), sajatértékei 3 és 5, a hozzajuk tartozo
sajatvektorok (2, —9), illetve (0, 1) nem nulla skalarszorosai.

A, B, C mindegyike diagonalizalhat6, mert van R?-ben sajatvektoraikbol 4116 bazis.

E karakterisztikus polinomja —A% +6A% — 11X +6 = (1 —\)(2—\)(3 — \), sajatértékei 1, 2,
3. A matrix diagonalizalhat6, mert a harom kiilénb6z6 sajatértékhez tartozo sajatvektora
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harom fiiggetlen vektor, és igy bazist alkot R*-ben ((1,—1,0), (—2,1,2), illetve (—1,1,2)
nem nulla skalarszorosai).

7. Az origo koriili « szogl forgatasnak nincs a sikban sajatvektora, ha o nem a 7 egész
szdmszorosa. R3-ben minden transzformécionak van sajatvektora, mert a karakterisztikus
polinom harmadfok, igy van valos gyoke. Két kiilonb6z6 sajatértékhez tartozoé sajatvektor
Osszege nem lehet sajatvektor, tehat csak azoknak a transzformécidknak lesz minden nem
nulla vektor sajatvektora, amelyeknek egyetlen \ sajatértéke van, és a transzformacio6 ezzel
a A\-val vald szorzas.

1 6 1 3 3
9. A|5| =130 =6-|5]|,és A 0 = 0 |, tehat az elsé vektor a 6, a masodik
3 18 3 -1 -1

1 sajatértékhez tartozo sajatvektor. Mivel a méatrix szimmetrikus, van sajatvektorokbol
allé ortogonalis bazisa, és a megadott vektor ennek két eleme, tehat a harmadikat (skalar
szorzotol eltekintve) megkaphatjuk tgy, ha vessziik az két vektor vektorialis szorzatét:

1 —1
(—5,10—15), vagy az ezzel parhuzamos (1, -2, 3) vektor. Mivel A | =2 | = | 2| =(-1)-
3 -3

1
—2 |, a harmadik sajatvektor a —1 sajatértékhez tartozik. Ebbél azt kapjuk, hogy a P =
3

(1 3 1 6 0 0 2 10 6
5 0 —2| matrixra P'AP=D= |0 1 0. P'== 21 0 —71,és
3 -1 3 0 0 —1 5 —10 15
1 3 1 6™ 0 0 2 10 6
A" = (PDP~ V)" =PD"P 1= |5 0 —2] 0 1 0] =521 0 -7
3 -1 3 0 0 (=1 5 —10 15
2-6"4+63+5-(—1)" 10-6"—10-(-1)" 6"t —21 415 (—1)"
=| 10-6"—10-(-1)" 50-6"+20-(-1)" 30-6"—30-(-1)" |-&.
6"t —21+15- (=)™ 30-6" —30-(—1)" 18-6" +7+45-(—1)"



