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I. rész

A linearis algebra forrasai






A linedris algebra két f6 forrdsanak egyike a geometria, masika az
algebra vidékérdl ered. Mindkét forras jol jellemezhetd egy-egy elemi
fogalommal: az egyik a vektor, a mdsik a lineéris egyenletrendszer.
E konyv els6 része e két fogalmat vizsgélja egészen elemi, kozépis-
kolai szintr6l indulva. A linearis algebra mélyebb fogalmai mar itt
folbukkannak, de csak nagyon egyszerti és a legkevésbé absztrakt for-
majukban. Az els6 rész végére latni fogjuk, hogy e két forrds mar ezen
a bevezet6 szinten szétvalaszthatatlanul egyetlen folyamma valik.
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1
Vektorok

Altaldnosan elterjedt nézet szerint a természeti jelenségek leirasakor
sok Osszefliggést szamszer(i adatokkal, tn. skaldrokkal vagy skaldrmeny-
nyiségekkel fejeztink ki, mig mdsok lefrdsdhoz a szamadat mellett egy
irdny megadadsa is sziikséges, és ez utébbiakat nevezziik vektoroknak. A
val6sag ennél sokkal szinesebb: a térid6 4-dimenziés vektoraitol, a bit-
vektorokon, a gazdasdgi szamitdsok tobbszdzezer-dimenzids, vagy az
internetkeresk altal kezelt sokmilli6-dimenzids vektorain at a mate-
matika kiilonb6z6 tertiletein gytimolcs6z6 absztrakt vektorfogalomig
széles a skéla.

Vektorok a 2- és 3-dimenzids térben

E szakaszban a vektor szemléletes, geometriai fogalmdval ismerkediink. A
vektorok dsszeaddsdn és skaldrral valé szorzdsdn keresztiil a linedris kombind-
ci6 és a linedris fiiggetlenség fogalmdig jutunk. E szakasz kulcsfogalma: eqy

7”2

vektor linedrisan fiiggetlen vektorok linedris kombindciéként vald elddllitdsa.

Irdnyitott szakasz, kotott és szabad vektor Tekintstink egy sarkanyrepii-
16t repiilés kozben. Szamtalan skaldr- és vektormennyiség irja le alla-
potat. A f6ldtdl valo tavolsdg, a légnyomas, a légellendlldsi egytitthato
vagy az emelkedés szoge skalarmennyiségek, mig vektormennyiségek
a sebesség- és gyorsulasvektor, a szarnyra hat6 felhajterd, a gravitaci-
0s erd, a szél ereje vagy az elmozdulést leiré vektor.

A vektor fogalma kapcsolatban van az irdnyitott szakasz fogalma-
val. Iranyitott szakaszon olyan szakaszt értiink, melynek végpontjain
megadunk egy sorrendet, azaz kijeloljiik, hogy melyik a kezdd- és me-
lyik a végpontja. Mas széhaszndlatban az irdnyitott szakaszt szokds
kotott vektornak is nevezni. Az A kezd6pontu és B végpontt iranyitott
szakaszt AB jeloli.

Skaldr, skaldris: a lépcsd, létra jelentésti la-
tin scalae (scalae) szobdl ered. E szo
szdrmazéka a skdla sz6 is, mely jol 6rzi
az eredeti jelentést. A skaldr vagy ska-
laris sz6t a matematikdban szdm vagy
szdmszer(i értelemben hasznéljuk, pél-
ddul olyankor, amikor egy mennyiség-
rol azt akarjuk hangstlyozni, hogy irdny
nélkiili, azaz nem vektor jellegti.



18 LINEARIS ALGEBRA

Tobb jelenség leirdsara a kotott vektor alkalmas. Természetes példa
az elmozduldsvektor, mely megadja, hogy egy targy a tér mely pont-
jabol melyik pontjdba jutott. Masik példa kotott vektorra a rugalmas
testen alakvéltozast okoz6 eré6t leird vektor (1.1. dbra).

Alkalmazasokban gyakran el6fordul, hogy egy jelenség kiilonb6z6
iranyitott szakaszokkal is ugyantigy leirhat6. Példaul ha egy targy
mozgésat egy olyan irdnyitott szakasszal jellemezziik, melynek hossza
az id6egység alatt megtett Gt hosszaval egyenld, irdnya pedig a moz-
gds irdnyaét jelzi, akkor mindegy hogy a tér melyik pontjabdl inditjuk
e szakaszt, a mozgést ugyanagy leirja (1.2. dbra). Ekkor tehat nem
a két pont, hanem azok viszonya a kérdés, azaz hogy az egyik pont
a masiktol milyen tdvolsdgra, és milyen irdnyban van. Az, hogy a két
pont pontosan hol van, nem lényeges. Ekkor barmely két irdnyitott
szakasz, mely parhuzamosan egymadsba tolhatd, ugyanazt a viszonyt
fejezi ki. Az igy kapott fogalmat a fizikaban szabad vektornak nevezik.
Ez a linedris algebra vektor-fogalmanak egyik forrasa: a vektor a geo-
metridban irdnyitott szakasszal reprezentdlhat6 azt hozzavéve, hogy
két iranyitott szakasz pontosan akkor reprezentdlja ugyanazt a vek-
tort, ha parhuzamosan egymadsba tolhatok (Id. 1.3 dbra).

Vektorok jelolésére félkovér kisbettiket hasznalunk, pl. x, u, v, stb. A
miiszaki és fizikai szakirodalomban a félkdvér nagy betti is eléfordul,
pl. az F erd, a B indukci6 is vektormennyiségek.

Vektor magaddsa egy irdnyitott szakasszal Egy vektor megadhat6 egy
irdnyitott szakasszal, azaz két pont és a koztiik 1év6 sorrend kijelolésé-
vel. Valéjdban ennyi adat felesleges, hisz egy iranyitott szakasz 6nma-
gaval parhuzamosan eltolva ugyanazt a vektort adja meg, ezért példa-
ul kikothets, hogy a kezd6pont a sik (tér) egy el6re kijelolt rogzitett
pontja legyen. Ezt a kozos kezdbpontot nevezziik origonak. Egy ori-
gbbdl indulé irdnyitott szakaszt egyértelmtien definidlja a végpontja,
igy a vektorok megadésdhoz elég egyetlen pont, a végpont megadésa.
Ezzel a sik vagy tér pontjai és vektorai kozt kolcsonosen egyértelmi
megfeleltetést 1étesithetiink (1.4. dbra). Az origébdl egy P pontba hu-
zott irdnyitott OP szakaszt a ponthoz tartozé helyvektornak is szokds
nevezni. Vildgos, hogy minden vektor reprezentdnsai kozt pontosan
egy helyvektor van.

A kés6bbiekben gyakran fogunk egy ponthalmazt az origébdl a
ponthalmaz pontjaiba mutaté vektorokkal jellemezni. Amikor vekto-
rok végpontjairdl beszéliink, mindig a vektorokat megadd, az origébdl
inditott irdnyitott szakaszok végpontjaira gondolunk.

Az olyan vektort, melynek kezd6 és végpontja egybeesik, zérusvek-
tornak vagy nullvektornak nevezziik. A zérusvektort altalaban félkovér
zérussal, azaz 0-val jeloljiikk. A pontok és vektorok kozti megfelelte-
tésben a zérusvektornak az orig6 felel meg.

(b)

1.1. dbra: Kotott vektorok: (a) elmozdu-
lasvektor (labnyomokkal), (b) rugalmas
testen alakvaltozast okozo ers vektora

<+
<+ <+
<+ <=
< | <
<+

1.2. dbra: Példa szabad vektorra

VEKTOR: a hordozd, vivd, utazé jelenté-
sti latin vector sz6bol szarmazik. A tu-
domény mads tertiletein hordozé anyag,
az élettanban virushordozé értelemben
hasznaljak.

1.3. dbra: Ugyanazt a vektort reprezen-
talo iranyitott szakaszok

VEKTOROK JELOLESE: Miiszaki, fizikai
szovegek szedésének tipogréfiai szaba-
lyait az ISO 31-11 szabvany irja le. Esze-
rint a vektorok félkovér bettikkel szeden-
dék. Kézirasban aldhtizdssal, vagy folé
irt nyillal szokds jelezni a vektort (pl. x,
u, 7...), de koriiltekintd jellésrendszer
és jegyzetelés esetén elhagyhatok a jel-
zések. Fels6bb matematikai miivek nem
hasznéljdk e szabvanyt, mondvan, kide-
riil a szovegbdl, hogy vektort jelolnek-e
a bettik (x, u, v...).

O

1.4. dbra: A sik pontjai és vektorai koz-
ti kolcsonosen egyértelmli megfeleltetés:
egy P pontnak az ODP vektor felel meg,
az origénak a nullvektor.



Vektor megaddsa hossz és irdny segitségével Ha tudunk tavolsdgot mérni,
és iranyt meghatarozni, akkor a vektor megadhat6 hosszéaval és irdnya-
val is. Vektor hosszdt, azaz két végpontjanak tavolsagat a vektor abszo-
Lit értékének is nevezziik. Az a vektor abszolut értékét |a| jeloli. Vektor
abszolut értékét a vektor euklideszi normdjdnak is nevezik, ugyanis spe-
cidlis esete egy kés6bb részletezend6 fogalomnak, a normédnak. Az a
vektor (euklideszi) norméjanak jelolése az abszoltt értékre emlékeztet:
-

Az irdny fogalmat az 1.24. feladatban definidljuk. Itt megelégsziink
annyival, hogy két nemzérus vektort azonos irdnyiinak vagy egyird-
nyinak neveziink, ha a kezdépontjukbdl induld, és a végpontjukon
athalad¢ félegyenesek parhuzamos eltoldssal fedésbe hozhatok (1.5 (a)
dbra). Két nemzérus vektort kollinedrisnak vagy pdrhuzamosnak neve-
ziink, ha az Gket tartalmazé egyenesek parhuzamosak. Két vektort,
amely parhuzamos, de nem egyirany, ellenkezd irdnyiinak neveziink
(1.5 (b) dbra). A zérusvektor iranyat tetsz6legesnek tekintjiik, igy az
béarmely vektorral egyirdnyt. Beldthato, hogy a vektort egyértelmtien
meghatdrozza hossza és irdnya.

Vektor irdnydnak meghatdrozasakor gyakran hivjuk segitségtil a szog
fogalmdt. Két vektor szogén azt a szoget értjiik, melyet a sik vagy tér
egy tetszbleges pontjabdl kiindulé és az adott vektorokkal egyirdanyu
félegyenesek zdrnak be (1.6. dbra). Az a és b vektorok szogét (a,b),
jeloli. Két vektor szoge tehat mindig 0° és 180° — radidnban mérve 0
és 11 — kozé esik, beleértve a hatarokat is. Egyiranyu vektorok szoge 0,
ellenkez iranyuaké 7.

Vektormiiveletek a 2- és 3-dimenzids térben A vektormftiveletek — az 0ssze-
adas és a szammal vald szorzds — definicidja természetes médon ado-
dik, ha a vektorok legtipikusabb alkalmazasaira gondolunk. Pl. maga-
tol értet6dd, hogy két elmozdulds Osszegén az elmozgatdsok egymas
utdn val6 elvégzését, egy eltolds kétszeresén egy azonos iranyd, de
kétszer olyan hosszu eltolast értstink.

1.1. DEFINICIO (KET VEKTOR OSSZEGE — HAROMSZOGMODSZER). Legyen
adva két vektor, a és b. Vegyiink fol egy tetszbleges O pontot. Inditsunk
beldle egy a-val egyenlé OP vektort, ennek végpontjibol pedig egy b-vel
egyenld 1@ vektort. Az (ﬁ vektort az a és b vektorok Osszegének nevezziik
és a + b-vel jeloljiik (1d. 1.7. dbra).

Konnyen beldthaté, hogy az eredmény fliggetlen az O pont meg-
valasztasatol, tehat vektorok Osszeaddsanak miivelete definidlhat6 e
modszerrel (a bizonyités leolvashat6 az 1.8. dbrardl).

Egy masik moédszert is ismertetiink két nem kollinedris vektor 0ssze-
gének megszerkesztésére:
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1

1.5. dbra: (a) egyiranyu vektorok, (b) kol-
lineéris (parhuzamos) vektorok, vannak
koztiik egyirdnytak és ellenkez§ irdny-
ak

(b) (c)

1.6. dbra: Két vektor szoge (0 < w, B,y <
71). Az ébra fels6 felén a két adott vektor,
alatta szoglik meghatdrozasanak modja
szerepel.

1.8. dbra: Az osszeg fiiggetlen az O pont

megvalasztasitol, ugyanis (ﬁ =0Q".
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1.2. ALLITAS (PARALLELOGRAMMA-MODSZER). A koz0s kezdGpontbél in-
ditott a és b vektorok dsszege megkaphaté abbél a parallelogrammdbol, mely-
nek két szomszédos oldala a és b, ekkor az dsszeg a kozos kezdGpontbdl indi-
tott, és a parallelogramma szemkozti csiicsdba futé vektor.

» Ha a és b nem kollinedrisak, akkor Osszegiik pl. megkaphat6 ugy,
hogy a végpontjan 4t egy b egyenesével, b végpontjan at egy a egye-
nesével parhuzamos egyenest hizunk. A kozos kezd6pontbdl e két
egyenes metszéspontjaba futé vektor lesz az dsszeg (1d. 1.9. dbra).

Az alkalmazdsokban hol a hdromszog-, hol a parallelogramma-maéd-
szer tlinik kézenfekv6bbnek (1d. 1.10).

(b)

Ha a és b két térbeli vektor, akkor a hdromszogmoddszerben és a
parallelogramma-moédszerben is az a, b és a + b vektorokat repre-
zental6 iranyitott szakaszok egy sikba esnek. Altaldban azt mondjuk,
hogy néhény térbeli vektor egy sikba esik, méas széval komplandris, ha
van olyan sik, hogy mindegyik vektort reprezentalé iranyitott szakasz
péarhuzamosan betolhat6 e sikba. Eszerint tehat az a, b és a + b vekto-
rok mindig komplandrisak.

A vektordsszeadds két fontos tulajdonsaga, kommutativitdsa (a +
b = b + a) és asszociativitdsa (a+ (b +¢) = (a+ b) + ¢) kénnyen
leolvashat6 az 1.11. dbrdrél. Az asszociativitds kovetkeztében tobb tag
Osszeadasanal elhagyhat6 a zardjel, példdul az abrabeli harom vektor
Osszegére a + b + c irhat6.

Az a és b vektorokat kozos kezd&pontbdl inditva — a hdromszog-
modszerrel — azonnal lathat6, hogy csak egyetlen olyan x vektor 1é-
tezik, melyre a = b + x (Id. 1.12 (a) dbra). Ennek felhasznaldsaval
definidlhat6 vektorok kiilonbsége.

1.3. DEFINICIO (VEKTOROK KULONBSEGE). Adva van az a és b vektor.
Azt az egyértelmiien létezd x vektort, melyre a = b + x, az a és b kiilonb-
ségének nevezziik és a — b-vel jeloljiik.

Koénnyen fejben tarthaté a kiilonbségvektor megszerkesztése akar a
haromszog-, akér a parallelogrammamodszerrel (Id. 1.12. dbra), ha a
definiciéra gondolunk, azaz arra, hogy a — b az a vektor, melyet b-hez
adva a-t kapunk, azaz

a=b+(a—b).

1.9. dbra: Parallelogramma-médszer

1.10. dbra: Az (a) dbran a ldbnyomok O-
l% P-be, majd onnan Q-ba vezetnek. Az
OP és a PQ elmozdulédsvektorok &sszege
OQ (haromszpgmodszer). A (b) dbrén a
csénak az OB irdnyba evez, de a foly6
OA irényba folyik. A két sebesség ere-
dé&je, azaz Gsszege o¢ (parallelogramma
modszer).

at+(b+c)= b
+b)+c=
(a J+e a+b+c

1.11. dbra: A vektorosszeadds kom-
mutativitasa és asszociativitasa.

b

1.12. dbra: A kiilonbségvektor meghaté-
rozasa haromszog- és parallelogramma-
modszerrel.



Az 1.13. dbrardl az is leolvashat6, hogy ha a b vektorral egyenld
hosszuséagt, de ellenkezé iranyu vektort —b jeloli, akkor fonndll az
a—b = a+ (—b) dsszefiiggés, és igy az is igaz, hogy b + (—b) = 0.

Erdekes megjegyezni, hogy ha P és Q két tetsz6leges pont, akkor az
oQ — (ﬁ’ vektort akkor is ismerjiik, ha az O pontot nem, hisz az a P
vektor. Sok hasonl6 jelenség vezetett a torzor fogalmdhoz, melyet egy
rovid széljegyzetben ismertetiink.

1.4. DEFINICIO ( VEKTOR SZORZASA SKALARRAL). Legyen k valds szdm.
Az a vektor k-szorosdn azt a vektort értjiik, melynek hossza az a hosszdnak
|k|-szorosa, irdnya

o tetszbleges, hak = 0 vagy a = 0,

* megegyezik a irdnydval, ha k > 0, és

o cllentétes, ha k < 0 (ld. 1.14. dbra).

A skalarral val6 szorzas definiciojabol azonnal latszik, hogy minden
a vektorra la=a,0a=0és (—1)a= —a.

E paragrafus végén 0sszefoglaljuk a vektormfiveletek legfontosabb
tulajdonsagait, melyek segitségével késébb altalanositani fogjuk a vek-
tor fogalmat. Az eddig nem bizonyitott tulajdonsagok igazolasat az
olvaséra hagyjuk.

1.5. TETEL (A VEKTORMUVELETEK TULAJDONSAGAI). Ha a, b és c a 2-
vagy 3-dimenzids tér tetszbleges vektorai, 0 a zérusvektor és r, s két tetszo-
leges valds szdam, akkor fonndllnak az aldbbi azonossdgok:

a) a+b=b+a e) r(sa)=(rs)a

b) (a+b)+c=a+(b+c) f) r(a+b)=ra+rb
c) a+0=a g) (r+s)a=ra+sa
d a+(—-a)=0 h) la=aés0a=0

A linedris kombindcid definicioja  Ha vektorokra a skalarral valé szorzas
és az Osszeadds miiveletét alkalmazzuk, akkor e vektorok egy linearis
kombindciéjat kapjuk. Pontosabban:

1.6. DEFINICIO (LINEARIS KOMBINACIO). Az aj, ap,... ay vektorok line-

aris kombindacidjdn egy
c1a; + cpap + ... + Crag

alakii vektort értiink, ahol c1,cy, ..., cy valds szdmok. Azt mondjuk, hogy

a v vektor el6all az aj, ay,..., ay vektorok linedris kombindcidjaként, ha
vannak olyan cq,cy, . . ., ¢ valds szdmok, hogy v = cja1 + . .. + crax.

7 2

Ha egy vektort egy skalarral beszorzunk, az el6z6 definicié szerint
egy linedris kombindaciéjat kapjuk, mely vele parhuzamos, azaz kolli-
nedris. Igy egy nemzérus vektor sszes linearis kombindci6ja csupa
vele parhuzamos vektor (ld. 1.15. dbrat). Ennél tobb is igaz:
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a—b

-b b

1.13. dbra: Aza—b = a+ (—b) szem-
1éltetése.

TorzOR: a modern matematika fogal-
ma. Néhany példa, miel6tt definidlnank:
(1) Az energiat a newtoni fizikdban nem
tudjuk mérni, csak az energiakiilonbsé-
get. Ha viszont megallapodunk abban,
hogy egy adott rendszernek melyik alla-
pota tartozik a 0 energiaszinthez, beszél-
hetiink a rendszer energidjardl is. (2) A
pontba mutaté vektor fogalmanak nincs
értelme, amig nincs kijelolve az origo, vi-
szont két pontba mutaté vektor kiilonb-
ségét az origo6tol fiiggetlentil is meg tud-
juk hatarozni. (3) Egy f fiiggvény I in-
tervallumon vett hatdrozatlan integrélja
F + C alaku, ahol C konstans. Nincs ér-
telme megkérdezni, hogy f egy konkrét
primitiv fliggvényében mennyi a C érté-
ke, de két primitiv fliggvény kiilonbsége
mindig egy konstans. (4) Egy hasonlé je-
lenség a zenébdl: barmely két hang koz-
ti tavolsdg meghatdrozhat6, de azt nem
mondhatjuk egy hangra, hogy az a ,f4”,
amig nem rogzitjiik, melyik a ,d6”.

A torzort egy kommutativ csoport ne-
vii algebrai struktdraval definialhatjuk,
mely egy kommutativ, asszociativ, null-
elemes, invertdlhaté mfiivelettel ellatott
és e mfiveletre zart halmaz. Kommuta-
tiv csoport példdul a valésok az Gssze-
adasra nézve, a vektorok az Osszeadds-
ra nézve, vagy Z1p az Osszeaddsra néz-
ve (Id. a ??. példat és a ??. definicit).
Legyen G egy kommutativ csoport, és
X egy nem tires halmaz, melyen defini-
dlva van barmely két elem kiilonbsége,
ami G-beli. Ekkor X-et G-torzornak ne-
vezziik, ha barmely xg,x1,x, € X elem
esetén, ha x; —xp = g1 és xo —x9 =
g2, akkor x; —x» = g1 — g2. Mas-
ként fogalmazva, X &6rzi G struktiréjat
a zéruselem nélkil tgy, hogy barmely
elemét zéruselemnek vélasztva azonnal
megkapjuk G-t.

e

a
1 )
TR (a2 el

1.14. dbra: Vektor skaldrszorosai
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1.7. TETEL (VEKTORRAL PARHUZAMOS VEKTOROK). Ha a nem zérusvek-
tot, akkor bdrmely vele pdrhuzamos v vektor az a skaldrszorosa, azaz van
olyan c valds szdm, hogy v = ca, mds széval v el6dll az a valamely linedris

7”2

kombindciéjaként. Ez az el6dllitds eqyértelmil.

7z

BrzonvyiTAs. Ha a két vektor egyirdnyt, az el6éllitisban szerepld c
konstans egyszerfien a v és a vektorok abszolut értékének hanyado-
sa, ha ellenkez§ iranytak, e hdnyados (—1)-szerese. ]

E tétel kovetkezménye, hogy ha a nem zérusvektor, akkor az a
Osszes linedris kombinaci6janak halmaza és az a-val parhuzamos vek-
torok halmaza megegyezik. Masként fogalmazva: egy nemzérus vek-
tor Osszes linedris kombindci¢janak végpontja egy origon dtmend egye-
nest ad.

A haromszogmodszerbdl jol latszik, hogy tetsz6leges két vektor bar-
mely linedris kombindcidja veliik komplandris vektor lesz. Az 4llitas
megforditasa is igaz:

1.8. TETEL (KET VEKTORRAL EGY STKBA ES® VEKTOROK). Ha aj és ap
nem pdrhuzamos vektorok, akkor barmely veliik egy sikba es6 v vektor el6dll
az ay és ap valamely linedris kombindcidjaként, azaz van olyan vy és vy

7”2

konstans, hogy v = via; + vpay. Ez az elbdllitds egyértelmdi.

BrzonyiTAs. A bizonyitdsnak a felbontas létezését biztosité része kony-
nyen leolvashat6 az 1.16. dbrar6l. A v végpontjabdl htizzunk az a; és
az ap vektorokkal parhuzamos egyeneseket. Az igy létrejott nem el-
fajulé parallelogramma két oldala az el6z6 tétel szerint aj, illetve ap
konstansszorosa, melyek Gsszege a parallelogramma szabdly szerint

7z

épp v. Elééllitottuk tehat v-t a; és ap linedris kombindcidjaként. Meg

27z

kell még mutatnunk, hogy ez az el6allitds egyértelm. Legyen

VvV = via; + vpap = wiaj + wpap.
a v vektor két el6éllitasa. Ekkor dtrendezés utan (v — wy)a; = (wy —
v3)ap. Mivel a; és ap nem kollinedrisak, konstansszorosaik csak akkor
egyezhetnek meg, ha mindkett6 a zérusvektor. Ugyanakkor a; # 0
és ap # 0, ezért az el6z6 egyenlbség csak akkor 4ll fonn, ha (v; —
w1) = (wy —vy) = 0, azaz ha v; = wy és v = wy. Tehat a felbontas
egyértelmfi. O

Léthat6 tehat, hogy két nem parhuzamos vektor 6sszes linedris kom-
bindcidjanak halmaza megegyezik a két vektorral komplanaris vekto-
rok halmazéaval, egyszer(ibben fogalmazva két nem parhuzamos vek-
tor Osszes linedris kombindcidjanak végpontja egy origén dtmend sikot
ad.

.

1.15. dbra: Egy nemzérus a vektor, és né-
hany linedris kombindci6ja kétféle repre-
zentaciéban.

[%X:V]

ai (4T

1.16. dbra: A v egyértelmfien el6all v =
v1a; + vpa; alakban, ha a; és a, nem pér-
huzamos.



Abban nincs semmi meglepd, hogy a tér harom nem egy sikba
es6 vektoranak barmely linearis kombindcidja térbeli vektor, az allitds
megforditasa viszont igen fontos:

1.9. TETEL (TERBELI VEKTOROK). Ha a1, ap és a3 nem egy sikba esé vek-

torok, akkor a tér barmely v vektora el0dll az a1, ap és a3 valamely linedris
kombindcidjaként, azaz van olyan vy, vy és v3 konstans, hogy

vV = vja; + vpap + v3as. (1.1)
Ez az el6dllitds eqyértelmfl.

BizoNyiTAs. A bizonyitas alapotlete az, hogy a v vektor V végpontjan
4t parhuzamos egyenest htizunk az a3 vektorral, mely az a; és ap vek-
torok sikjat egy C pontban metszi. Az OC vektor az el6z6 tétel szerint
egyértelmtien el6dll a; és ap linedris kombinacidjaként (1.17. dbra), az-
ai>O = v1a; + vpap. Masrészt v =0V = OC+ CV, ahol CV || a3, igy
CV = v3a3 valamely v3 valésra. Tehdt v = via; + voap + vsas.

Be kell még latnunk az el6allitas egyértelmtiségét! Tegyiik fel, hogy

VvV = vja; + v2a + vzaz = wia; + woap + wsas

a v két felbontésa. Ekkor (v1 —wy)aj + (v2 — w2)ax + (v3 — w3)az = 0.
fgy ha v1 # w1, akkor a; kifejezhetd ap és a3 linedris kombindacidjaként:

(% ) U3 — W3
— ay — as.
01 —wq 01 —uq

a] =

Ez ellentmond annak, hogy aj, a és a3 nem esnek egy sikba. Igy tehat
v; = wy. Hasonléan kapjuk, hogy v, = w; és v3 = w3, azaz az (1.1)
eléallitas egyértelmdi. O

P

Linedris fiiggetlenség Az el6z6 két tételbdl vildgos, hogy a tér harom
vektora vagy egy sikba esik, ekkor valamelyikiik a masik kettd linedris
kombinécidja, vagy nem esik egy sikba, és akkor egyikiik sem all el
a masik kett6 linedris kombindcidjaként. Ekkor viszont a tér minden

vektora el6all az 6 linedris kombindcidjukként. Latjuk, alapvetd, hogy
egy vektor kifejezhet6-e mas vektorok linearis kombinaci6jaként.

1.10. DEFINICIO (VEKTOROK FUGGETLENSEGE). Azt mondjuk, hogy egy v
vektor linedrisan fliggetlen az aj, ay,...a, (n > 1) vektoroktdl, ha v nem
fejezhett ki e vektorok linedris kombindcidjaként. Azt mondjuk, hogy az aj,
ay,...ay (n > 2) vektorok linedrisan fliggetlenek ha e vektorok egyike sem
fejezhett ki a tobbi linedris kombindciéjaként. Ha legaldbb egyikiik kifejezheté
a tobbi linedris kombindcidjaként, azaz legaldbb egyikiik linedrisan fligg
a tobbitdl, akkor e vektorokat linedrisan OsszefliggOknek nevezziik. Az
egyetlen vektorbdl dllé vektorrendszert linedrisan fiiggetlennek tekintjiik, ha
a vektor nem a zérusvektor.
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Usas

A pa
1.17. dbra: A térbeli v vektor elGallitasa

harom nem egy sikba es® vektor linearis
kombindciéjaként.
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Példaul egy térbeli vektor, mely nem esik egy adott sikba, fliggetlen
a sikba esd vektorok barmely rendszerétdl (1.19. dbra).

Egy kocka egy csticsbél kiindulé élvektorai linearisan fiiggetlenek
(1.19. abra).

Altaldban: barmely két nem kollinearis vektor linedrisan fiiggetlen,
hasonléképp, a tér barmely harom nem komplandris, azaz nem egy
sikba es6 vektora linedrisan fiiggetlen.

Az 1.8. tétel tehdt a kovetkez6képp fogalmazhato at:

1.11. TETEL (SIKBELI VEKTOR FELBONTASA). Ha a; és ap eqy stk két line-
drisan fiiggetlen vektora, akkor a stk minden v vektora eqyértelmiien elddll e
vektorok linedris kombindcidjaként, azaz egyértelmiien léteznek olyan vy és
vy valds szdmok, hogy

vV = via; + vpap.

Hasonléképp az 1.9. tétel igy fogalmazhato at:

1.12. TETEL (TERBELI VEKTOR FELBONTASA). Ha a1, ap és a3 hdrom line-
drisan fiiggetlen térbeli vektor, akkor a tér minden v vektora egyértelmtien

elddll e vektorok linedris kombindcidjaként, azaz egyértelmiien léteznek olyan
vy, U2 és v3 valds szdmok, hogy

vV = vj1a; + vzap + v3as.

A koordinatakrol sz6l6 szakaszban e két tétel lesz alapja a koordi-
natarendszer bevezetésének.

Specidlis linedris kombindcick” A sik és a tér bizonyos konfiguraciéi j6l
jellemezhettk linearis kombindcidkkal, ha a kombindcids egytitthatok-
ra bizonyos feltételeket kotiink ki.

1.13. ALLITAS (KET PONTON ATMENG EGYEES JELLEMZESE). Legyen O,
A és B a sik vagy a tér hdrom pontja. Az rOA + sOB alakil linedris kom-
bindcié végpontja pontosan akkor mutat az A és B ponton dtmend egyenes
egy pontjdba, har +s = 1.

BizonyiTAs. Legyen a = (ﬁ, b= @, és x mutasson az AB egyenes
valamely X pontjdra, azaz legyen x = OB + rBA valamilyen r val6s
szamra, tehat

x=b+r(a—b), azazx=ra+ (1 —r)b.

A fenti gondolatmenet 1épésein visszafelé haladva lathaté, hogy min-
den valds r szdmra az ra + (1 — r)b vektor végpontja az AB egyenesen
van. Fogalmazhatunk gy is, hogy az a és b vektorok végpontjan at-
mend egyenes Osszes pontjat pontosan azok az ra + sb alaku linedris
kombinaciék adjak, amelyeknél r 4+ s = 1. 0O

1.18. dbra: A sikba nem es® v vektor nem
all el6 a sikbeli vektorok lineédris kombi-
ndacidjaként.

1.19. dbra: Egy kocka hdrom egy cstics-
bol induld élvektora linedrisan fiigget-
len.

1.20. dbra: Az X pont pontosan akkor
van az AB egyenesen, ha valamely r és s

—
valésokrar+s=1és OX = r(ﬁ\ + s(ﬁ.
Ezen az dbranr = —0.5,s = 1.5.



1.14. ALLITAS (INTERVALLUM PONTJAINAK JELLEMZESE). Legyen O, A
és B a sik vagy a tér hdrom pontja. Az rOA + sOB vektor pontosan akkor
mutat az A és B pontot 0sszekitd szakasz valamely pontjdba, ha r +s = 1
és0<r,s<1.

P

BizonyiTAs. Megismételjitk az el6z6 feladat megolddsat azzal a kii-
16nbséggel, hogy itt a BX = rBA Osszeftiggés csak 0 és 1 kozé es6 r
értékekre igaz. Tehdtx = ra+ (1 —r)b, ahol 0 < r < 1. Masként fogal-
mazva az a és b vektorok végpontjait 6sszekotd szakasz 0sszes pontjat
pontosan azok a ra + sb alakd linedris kombindcidk adjdk, amelyekben
r+s=16és0<r,s<1. O

Hasonl6 osszefiiggés igaz harom vektor esetén is, azaz megmutat-
hat6, hogy a nem kollinedris a, b és ¢ vektorok végpontjaira fektetett
sik pontjaiba pontosan azok a vektorok mutatnak, melyeket ra 4 sb +
tc alakba irva r + s+t = 1. Ha még azt is kikotjiik e harom szamro6l,
hogy legyen 0 < r,s,t < 1, akkor az ra + sb + tc alakti vektorok a
harom vektor végpontja altal meghatarozott haromszog pontjaiba mu-
tatnak (Id. az 1.22. dbrat és a ?? feladatot).

r+s+t=1é0<r,st<1

r+s+t=1

Szemléletesen vildgos, példaul a mellékelt 1.23. dbrardl leolvasha-
t6, de nem bizonyitjuk, hogy két tetsz6leges nem kollinedris vektor
Osszes olyan linedris kombindci6ja, amelyben az egytitthaték 0 és 1
kozé esnek, egy parallelogrammat ad. Pontosabban fogalmazva egy
ra + sb alakt vektor végpontja pontosan akkor tartozik az a és b altal
meghatdrozott (kifeszitett) parallelogrammdhoz, ha 0 < r,s < 1.

Hasonlé mondhaté harom, nem egy sikba es6 vektorrdl: egy ra -+
sb + tc alakt vektor végpontja pontosan akkor tartozik az a, b és ¢
altal kifeszitett parallelepipedonhoz, ha 0 <r,s,t <1 (1.23. dbra).
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1.21. dbra: Az X pont pontosan akkor

van az AB intervallumban, ha valamely
—

0 %l kozé es6 r és s valésokra OX =

rO +56§, ésr+s=1

1.22. dbra: Az X pont pontosan akkor
esik az A, B és C pontokon atmend
sikba, ha O_)>( = rOA + 553 + tO? és
r+s+t =1 Az X az ABC haromszog-
be pedig pontosan akkor esik, ha ezen
kiviil még 0 <r,s,t <1 is fonnall.

A

1.23. dbra: A parallelogramma és a paralle-
lepipedon olyan linearis kombinaciokkal
allithat6é el6, ahol az egyiitthatok nem
negativak, és dsszegiik legfoljebb 1.



26 LINEARIS ALGEBRA

Feladatok

Vektor

1.1. Egy matematikan kiviili szemléltetés a vektor fogal-
mahoz: hogyan fejeznénk be az alabbi hasonlatot? ,Ha az
iranyitott szakasz a hal, akkor a vektor a...”

1.2° VEKTOROK: IGAZ — HAMIS Melyek igazak, melyek ha-

misak az aldbbi éllitasok koziil?

a) Ha az a és b vektorok hajlasszoge «, akkor a és —b haj-
lasszoge m — «.

b) Ha A és B két adott pont, akkor az OA + OB vektor
fuggetlen az O megvalasztasatol.

c¢) Ha A és B két adott pont, akkor az OA — OB vektor
fuggetlen az O megvalasztasatol.

d) Ha két vektor egyirany, akkor egyikiik a mésik skalar-
szorosa.

e) Ha két vektor egyike a mdsik skaldrszorosa, akkor egy-
iranytak.

f) Ha két vektor egyike a masik skaldrszorosa, akkor par-
huzamosak.

Vektormftiveletek a 2- és 3-dimenzids térben

1.3. Adva van a sikban két tetsztleges vektor, a és b.
Szerkessziik meg a kovetkezd vektorokat: a4) ¢ = 2a+ b,
b)d=2a—b,c)e= 3a+ 3b d) f= 5a—|—5b

1.4. Legyen u = a+b, v = a —b. Fejezziik ki az a és
b vektor segitségével a kovetkezd vektorokat: a) 2u + 2v,
b)3u—3v,c)3u—v,d) 2u— %v.

1.5. Tekintsiik az ABCD négyzetet. Hatdrozzuk meg a ko-
vetkez osszegeket! a) AB + @ b) AB + BC + C—[>) c) AB—

4C, d) 4B — CB, ¢) AC + DB, p AC — DB, g) 248 + BD

1.6. Tekintsiik az ABCD négyzetet. Jelolje a BC oldal fe-
lez6pontjat E, a CD oldal felez6pontjat F, a négyzet kC')—
zéppontjat O. Fejezziik ki az egymasra merSleges a =

ésd = zﬁ vektorok segitségével az ﬁ ZI% 1@ ﬁ 6?
vektorokat!

1.7. Tekintstik az ABCD tetraédert! Hatdrozzuk meg az
wﬁ+ﬁ+@+ﬁ

b) AB—CB+C

o) AD - AC — ]ﬁ

vektorokat.

1.8. Tekintsiik a szabdlyos ABCDEF hatszoget, melynek
geometriai kozéppontjat jelolje O. Fejezziik ki az a = O
és b = OB vektorok segitségével az a) O? b) O? c) O?

4) AC, &) BD, f) BF, g) 4B + CD + EF vektorokat!

1.9° Adva van n tetsz6leges, nem feltétlentil kiilonboz6
Py, P,,...,P, pont a térben. Mivel egyenld a

— —
PPy 4+ PPy + P3Py + ...+ P, 1Py

ésa
— > = —
PPy + P,P3 4+ P3Py + ...+ Py,_1 Py + P, Py
Osszeg?
1.10. Mutassuk meg, hogy az a, b és ¢ vektorok pontosan

akkor lehetnek (egy esetleg szakassza vagy pontta elfajul6)
haromszog oldalvektorai, ha az

at+b+c¢, a+b—-—¢c, a—-b+c¢, a—b-—-c

vektorok legalabb egyike zérus. Masként fogalmazva: ha a
harom vektor 6sszege 0, vagy valamelyik vektor egyenl6 a
masik kett6 osszegével.

1.11. Legyen a és b két tetsz6leges vektor. Mutassuk meg,
hogy van olyan (esetleg elfajul6) haromszog, melynek ol-

dalvektorai 2a — b, a + 2b és 3a + b.

Linedris kombindcid, linedris fiiggetlenség

1.12° LINEARIS OSSZEFUGGOSEG: 1GAZ — HAMIS Melyek iga-

zak, melyek hamisak az aldbbi allitdsok koziil?

a) Ha hdrom vektor a térben linedrisan osszeftiggd, akkor
barmelyikiik a masik kett6 linearis kombindcidja.

b) Megadhat6 a térben harom vektor, hogy egyikiik sem
linedrisan fiiggetlen a tobbitdl.

¢) Megadhato a térben harom vektor, a, b és ¢, hogy a fiig-
getlen a b és ¢ vektoroktdl, de b nem fiiggetlen az a és
¢ vektoroktol.

d) Ha harom térbeli vektor egy sikba esik, akkor mind-
egyik kifejezhet6 a mdsik kett6 linedris kombindacidja-
ként!

Specidlis linedris kombindciék

n ARANYBAN 0szT6 PONT Ha az AB

|PB| =m :

1.13° SZAKASZT m :
szakaszt a P pont tigy bontja ketté, hogy |AP| :
n, akkor barmely O pontra igaz, hogy

ob- " ok " op

m-+n
Specialisan, az AB szakasz felez6pontjaba az
OA + OB
2

vektor mutat.



Tdvolsdg, szog, orientdcio

A cimben jelzett hdrom alapfogalomhoz hdrom — vektorok kozti — szorzds-
miivelet visz kozelebb. Mindegyik milvelet igen szokatlan tulajdonsdgokkal
rendelkezik: az eqyik eredményiil nem vektort, hanem skaldrt ad, a mdsik nem
felcserélhetd, és kétvdltozds (bindris) miiveletként csak a 3-dimenzids térben
definidlhatd, a harmadik pedig nem két- hanem hdromuvdltozds mifvelet.

Skaldris szorzds A fizikdban az er6 altal végzett munka az Gt hossza-
nak és az erd elmozdulds irdnydba esd mer&leges vetiilete hosszanak
szorzata. Vagyis két vektorjellegli mennyiségbdl egy skalarmennyisé-
get kapunk eredménytil. Ha F jeloli az er6vektort, s az elmozdulds-
vektort, Fs az erének az elmozdulés iranyaba esé mer&leges vetiileti
vektorat és v az F és s vektorok hajlasszogét, akkor a munka értéke
|Fs||s| = |F||s|cosy. Ez vezet a kovetkezé definiciohoz:

1.15. DEFINICIO (KET VEKTOR SKALARIS SZORZATA). Két vektor skaldris
szorzatan a vektorok abszoliit értékének és az dltaluk bezdrt szog koszinu-
szdnak szorzatdt értjitk. Az a és b vektorok skaldris szorzatdt a - b jeloli,
tehdt

a-b =|a||b|cos(a,b),,
ahol a két vektor dltal bezdrt szog (a,b) /.

Ha a és b valamelyike zérusvektor, akkor a két vektor szoge, s igy
annak koszinusza sem hatdrozhaté meg egyértelmfien, a skaldris szor-
zat viszont ekkor is egyértelmti, éspedig 0, hisz a zérusvektor abszolut
értéke 0, és 0 barmivel vett szorzata 0.

Szokas a és b skaldaris szorzatat ab-vel is jelolni, de ezt egy késébb
bevezetend6 miivelettel (a métrixszorzdssal) val6 dsszekeverés elkerti-
lése érdekében e konyvben nem fogjuk hasznélni.

1.16. PELDA (SKALARIS SZORZAT KISZAMITASA A DEFINICIO ALAPJAN).

Mennyi a skaldris szorzata egy 1 és egy 2 egység hosszii, és egymdssal 60°-os
szoget bezdrd két vektornak?

MEGOLDAS. A szorzat1-2-cos60°=1-2- % =1. O

1.17. TETEL (MIKOR 0 A SKALARIS SZORZAT?). Két vektor skaldris szor-
zata pontosan akkor 0, ha a két vektor merdleges egymdsra.

BizonvyiTAs. (<=) Ha a L b, akkor (a,b), = 71/2, azaz cos(a,b), =
0, tehata-b = 0.

(=)Haa-b =0, azaz |a||b| cos(a,b), = 0, akkor |a] =0, |b| =0
vagy cos(a,b), = 0. Ha valamelyik vektor zérusvektor, akkor irdnya
barmely vektoréra mer6legesnek tekinthetd. Ha viszont a # 0 és b #
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0, akkor cos(a, b) , = 0, a cos fiiggvénynek a [0, 7] intervallumban csak
7t/2-ben van zérushelye, tehat a két vektor mer&leges egymdsra. [

1.18. TETEL (A SKALARIS SZORZAS MUVELETI TULAJDONSAGAI). Ha a,
b és c tetszbleges térbeli (sikbeli) vektorok és r tetszbleges valds szdm, akkor
igazak az aldbbi dsszefiiggések:

a) a-b=Db-a (kommutativitds)
b) (a+b)-c=a-c+b-c (disztributivitds)
c¢) r(a-b)=(ra)-b=a-(rb)

d a-a>0ha#0,ésa-a=0haa=0.

A bizonyitést az olvaséra hagyjuk.

Mivel két vektor skaldris szorzata skaldr, ezért az asszociativitds
(csoportosithatosdg) kérdése fol sem vethet, hisz az (a - b)c szor-
zatban két kiilonb6z6 szorzdsmiivelet szerepel. Mindezzel egyiit (a -
b)c # a(b - ¢) (Id. az 1.15. feladatot).

Hossziisdg és szog  Egy vektor hossza, és ezzel két pont tavolsdga, vala-
mint két vektor hajlasszoge kifejezhetd a skaldris szorzat segitségével.
Egy tetsz6leges a vektorra a-a = |a||a| cos0 = |a||a|, tehat

la]> = a-a, azaz |a] = Va-a.

E képlet szerint tehat egy vektor hossza megegyezik az 6nmagaval vett
skaldris szorzat gyokével. Ebbdl az is adédik, hogy két pont tdvolsdga
megegyezik az Sket 6sszekot6 vektor donmagdaval vett skaldris szorza-
tdnak négyzetgyokével.

Két pontot 6sszekoté vektor egyenld az oda mutaté helyvektorok
kiilonbségével, igy ha a két pontba mutaté helyvektor a és b, akkor a
pontok tavolsdga — és ezt fogjuk a vektorok tavolsdganak is tekinteni

d(a,b) =|a—Db|.
Két vektor skaléris szorzatanak és a vektorok hosszdnak ismereté-
ben a szdgiik meghatarozhato:

a-b

cos(a,b), = allb]

(1.2)

Pithagordsz-tétel A tavolsagot vagy hossztisdgot skalaris szorzattal is
ki tudjuk fejezni, igy segitségével a rd vonatkoz6 Osszefliggések is vizs-
galhatok.

1.19. TETEL (PITHAGORASZ-TETEL). Az a és b vektorokra pontosan akkor
teljesiil az
|a+b|* =|a]’ + |b[?

Osszefiiggés, ha a és b merblegesek egymdsra.



BizonyiTAs.
la+b|>=(a+b)-(a+b)
=a-at+a-b+b-a+b-b disztributivitds
=a-a+2(a-b)+b-b kommutativitds
Zaa+b-b ?
= [a* + [b[?,

Vilagos, hogy a ?-lel megjelolt egyenl6ség pontosan akkor teljestil, ha
a-b =0, azaz ha a és b merSlegesek egymasra. O

1.20. PELDA (SKALARIS SZORZAT KISZAMITASA). Szdmitsuk ki az dbrin
ldthato két vektor skaldris szorzatdt (a szomszédos rdcsvonalak tdvolsdga 1

egység).

MEGOLDAs. Az a vektor hossza 3, a b vektor hossza a Pithagorasz-
tétellel kiszamolhat6: V42 + 32 = 5, a vektorok &ltal kozbezért szog
koszinusza cosy = %, igy a skaldris szorzata-b =35 % =12. O

Két fontos egyenlitlenség  Mivel a koszinusz fliggvény értéke abszolut
értékben sosem nagyobb 1-nél, ezért a skaldris szorzat definiciéjabol
azonnal latszik, hogy

|a-b| = [a|[b]| cos(a,b), < [a][b].
Ezzel bizonyitottuk a kovetkezd tételt:

1.21. TETEL (CAUCHY-BUNYAKOVSZKIJ-SCHWARZ-EGYENLOTLENSEG).
Két vektor skaldris szorzatdnak abszoliit értéke sosem nagyobb abszoliit
értékeik szorzatdindl, azaz

|a-b| < [a|[b].

A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenltlenség segitségével bi-
zonyitjuk a geometridbdl jol ismert haromszog-egyenldtlenséget. En-
nek az az értelme, hogy e bizonyitds valtoztatds nélkiil miikodni fog
sokkal altalanosabb koriilmények kozott is.

1.22. TETEL (HAROMSZOG-EGYENLOTLENSEG). Bdrmely két a és b vek-

torra
la+b| <|al + [b].

BrzonviTAs. Mivel az egyenl6tlenség mindkét oldaldn nemnegativ szdm
all, ezért vele ekvivalens egyenl6tlenséghez jutunk, ha mindkét oldalt
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1.24. dbra: Két vektor skalaris szorzata
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négyzetre emeljiik.

la+b>=(a+b)-(a+Db)
= |a]*+2(a-b) + |b|?
< |a]*+2[a-b[+|b|?
< |a]* +2/a|[b| + |b|?
= (Jal + [b|)*.

Id. az 1.19. tétel bizonyitasat

Es ezt akartuk bizonyitani. O

Egységuektorral vald szorzds és a merdleges vetités Minden olyan vektort,
melynek abszolut értéke 1, eqységuektornak neveziink.

Ha a egy tetsz6leges nemzérus vektor, akkor a/|a| egységvektor,
ugyanis abszolat értéke 1:
1

=—la| =1
a

a
al

1.23. TETEL (EGYSEGVEKTORRAL VALO SZORZAS GEOMETRIAI JELENTE-
SE). Ha e egységuektor, akkor a b = (e - b)e vektor a b vektornak az e
egyenesére vald merbleges vetiilete. Az e - b szorzat e vetiilet elGjeles hossza,
mely pozitiv, ha b és e egyirdnyiiak, és negativ, ha ellenkezd irdnyiiak.

BizonviTAs. Ha e egységvektor, azaz abszolut értéke 1, akkor e -b =
|b| cos(e, b),, ez pedig a koszinusz fiiggvény definicidja szerint b me-
réleges vetiiletének elGjeles hosszat jelenti. E szdm e-szerese pedig egy
e irdnyt, és ilyen hosszt vektort ad, mely épp b vetiileti vektora. O

Jelolje a tovadbbiakban a b vektornak az a egyenesére es6 merdleges
vettileti vektorat proj, b. Eszerint ha e egységvektor, akkor

proj,b = (e-b)e.

Alapvet6 feladat egy vektornak egy mdsikkal parhuzamos és ra
merd&leges vektorok 0sszegére vald felbontasa, amit masként merdleges
osszetevdkre bontdsnak neveziink.

1.24. TETEL (VEKTOR FELBONTASA MEROLEGES OSSZETEVOKRE). Ha a és
b a stk vagy a tér két vektora, és a # 0, akkor b-nek az a egyenesére esg
merGleges vetiilete
. a-b
proj,b = —a.
a-a
A b-nek az a egyenesére merbleges dsszetevdje
. a-b
b —proj,b=b - —a.
a-a

b
C (e-b)e

b

N,

e-ble e

1.25. dbra: Az b vektor és az e egység-
vektor egyenesére es6 vetiilete. A fels6
dbrane-b > 0,az alséne-b < 0.

b

b —proj, b

a  proj,b

1.26. dbra: Az b vektor felbontdsa az a
vektorral parhuzamos és rd merdleges
vektorok Osszegére.



BizonyiTAs. Az els6 képlet az egységvektorral szorzds geometriai je-
lentésérdl szolo 1.23. tételbdl kovetkezik. Legyen e = ﬁ az a-irdnyd
egységvektor. Ekkor

a ) a 1 a-b

m- = —(a-b)a= —a.

pro]eb:(e-b)e:< Tl = Tap 22

(Az utolsé egyenléségnél kihasznaltuk, hogy |a]? = a-a.) Mivel e és
a parhuzamosak, ezért proj, b = proj, b, ami bizonyitja elsd allitasun-
kat. Az 4llitds mdsodik fele abbdl kovetkezik, hogy a két Osszetevs

Osszege b. O

1.25. PELDA (MEROLEGES OSSZETEVOKRE BONTAS). Az 1.24 dbrabeli b
vektort bontsuk fel az a-val parhuzamos és rd merdleges dsszetevikre.

MEGOLDAs. Bar a megoldds az 1.27 abrardl is azonnal latszik, koves-
siik végig a szdmitdst: az 1.20. példa szerint a-b = 12, |a| = 3, ezért
a-b 12 4

proj, b = 222" 927 3%

mig az a-ra merdleges dsszetevs b — Fa. o

Merdlegesség és orientdcio  Legyenek a és b egymdsra mer6leges nem-
zérus vektorok a sikban. Ekkor a és —b is mer&legesek, azaz (a,b), =
(a,—b), = 1/2. Csak az a ismeretében meg tudjuk-e kiilonboztetni
a b és —b vektorokat? Hasonl6 kérdés a térben is folmertil: ha ¢ me-
réleges a nem kollinedris a és b vektorok mindegyikére, akkor —c is.
Vajon ¢ és —c megkiilénboztethet6-e egymastdl csak a-hoz és b-hez
val6 viszonyukat tekintve?

A valaszhoz az irdnyitds, mas széval orientdcid fogalma vezet. E fo-
galmat precizen kés6bb definidljuk (Id. ???. szakasz), az alapgondolat
viszont egyszer@i. A sikban a két fiiggetlen vektorbdl all6 pédrokat két
osztalyba sorolhatjuk aszerint, hogy a tenyérrel folfelé forditott jobb
vagy bal keziink els6 két ujjaval szemléltethet6ek (1.28. abra) (hiivelyk
az els6, mutatd a masodik vektor).

Hasonl6képp: a térben a fiiggetlen vektorokbol 4ll6 harmasokat két
osztalyba sorolhatjuk aszerint, hogy jobb vagy bal keziink elsé harom
ujjaval szemléltethetéek (1.29. és 1.30. dbra). Kézenfekvonek tiinik az
els6 vektornak a hiivelyk, a masodiknak a mutatd, a harmadiknak a
kozéps6 ujjunkat megfeleltetni, de azokban a kultirakban, ahol a mu-
taté és kozépsd ujjal mutatjak a kett6t, ott a mutaté-kozépss-hiivelyk
a sorrend. Aszerint, hogy egy vektorpdr a sikban, illetve egy vektor-
harmas a térben melyik osztdlyba esik, azt mondjuk, hogy jobbrend-
szert, illetve balrendszert alkot. Az 1.29. dbra harmadik képén lathato
moéd (az okolbe szoruld jobb kéz mozgasa) azt is megmutatja, hogy
milyen egy egyenes koriil valé pozitiv forgas irdnya. A sikban ezt
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1.27. dbra: Vektor felbontdsa merSleges
osszetevOkre

1.28. dbra: Két vektor egymdshoz valé
viszonya jobbrendszert (fels¢ dbra) vagy
balrendszert (als6 abra) alkot. A kozbe
zart irdnyitott szog az el6bbi esetben po-
zitiv, utébbiban negativ.
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azzal is ki tudjuk fejezni, hogy két fliggetlen vektor szogét eljellel
latjuk el, nevezetesen pozitivval, ha jobbrendszert, és negativval, ha

balrendszert alkotnak. Az igy kapott szoget a két vektor irdnyitott szo-
gének nevezziikk. Az a és b iranyitott szogét (a, b) jeloli. Tehat mig
(a,b), = (b,a),, addig (a,b)q = —(b,a)4, és ha (a,b)q = 7/2, ak-
kor (a,—b)4 = —m/2. Ez tehat a valasz a paragrafus elején feltett
kérdésre.

Vektori szorzds A fizikdban tobb olyan jelenség is van, melyben két tér-
beli vektorhoz kerestink egy mindkettére meréleges harmadikat. Leg-
ismertebb példa a forgatényomaték.

Hasson egy F er6 egy test P pontjaban, és legyen a test rogzitve
az O pontjdban. A P ponton dtmend, F irdnyd egyenesnek az O-t6l
val6 tavolsagét az er6 karjanak nevezziik. Az F hatdséra a test O ko-
ril elfordul. Ennek jellemzésére tudnunk kell a forgds tengelyét, a
forgas ,nagysagat”, és azt, hogy a tengely kortili két forgasirany ko-
ztil melyikrél van sz6. Erre alkalmas lehet egy vektor — ezt nevezziik
forgatényomatéknak —, melynek irdnya a forgédstengellyel parhuzamos,
hossza a forgds nagysagat irja le, és a forgastengellyel parhuzamos
két vektorirdany a két forgasirdnyhoz tartozik. Hogyan definidlhaté
a forgatényomaték-vektor, ha tudjuk, hogy abszolut értéke az er6kar
hosszénak és az er$ abszolut értékének szorzata?

Az er6 karja |O? | sin((ﬁ’, F),, igy az M forgatonyomaték abszolut
értéke:

IM| = [F||OB| sin(OB, F) .

1.29. dbra: Az a, b és ¢ vektorok eb-
ben a sorrendben jobbrendszert alkot-
nak, ha irdnyuk a jobb keziinkkel mutat-
hat6 a mellékelt harom adbra barmelyike
szerint: (1) hiivelyk-mutat6-kozépsd ujj,
(2) mutat6-kozépsé-hiivelykujj, (3) a hii-
velyk mutatja a ¢ vektort, 6kolbe szorul6
keziink ujjai pedig az a fel6l a b felé ha-
ladnak.

1.30. dbra: Az a, b és ¢ vektorok eb-
ben a sorrendben balrendszert alkot-
nak, ha irdnyuk a bal keztinkkel mu-
tathaté a kovetkez6k barmelyike sze-
rint: (1) hitivelyk-mutat6-kozépsé ujj,
(2) mutat6-kozépsbé-hiivelykujj, (3) a hii-
velyk mutatja a ¢ vektort, 6kolbe szorul6
keziink ujjai pedig az a fel6l a b felé ha-
ladnak.
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A forgas tengelye nyilvdn mer&leges F-re és OD-re is, csak abban kell
megegyezni, hogy az OP, F és M vektorok jobb- vagy balrendszert
alkossanak. A fizikusok a jobbrendszert valasztottak.

A forgatényomaték, és tobb hasonlé fizikai fogalom a kovetkezd
definicidhoz vezet:

1.26. DEFINICIO (VEKTORI SZORZAT). A 3-dimenzids tér két vektordnak

vektori szorzatdn azt a vektort értjiik, melynek

a) abszolut értéke a két vektor abszoliit értékének és a kozbezdrt szog szi-
nuszdnak szorzata,

b) iranya merdleges mindkét vektor irdnydra és — ha a két tényez0 és a szor-
zat egyike sem a nullvektor, akkor — az elsd tényezd, a mdsodik tényezo
és a szorzat ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.

» E definici6 barmely két 3-dimenziés vektor vektori szorzatat egy-
értelmtien definidlja, ugyanis minden olyan esetben, amikor nem tud-
nank eldonteni, hogy a vektorok jobbrendszert alkotnak-e, a szorzat a
nullvektor (gondoljuk meg!).

» Az aés b vektorok vektori szorzatat a x b jeloli, amit ,,a kereszt b”-
nek olvasunk. Képletekkel megfogalmazva: a X b egy vektor, melyre

la x b| = |a||b]|sin(a,b), A2 %D

axb L a, axb L b, tovibbd a, b és a x b ebben a sorrendben
jobbrendszert alkot.

1.27. PELDA (VEKTORI SZORZAT MEGHATAROZASA). Tegyiik fel, hogy a
tér két vektora 3 illetve 5 hosszu, az dltaluk bezdrt szog koszinusza %, mint
az 1.20. példdban. Mit tudunk a vektori szorzatrdl?

MEecorpAs. Ha cosy = %, akkor siny = /1 — (%)2 = %, igy a vektori

szorzat hossza |a|[b|sin(a,b), = 3-5- % = 9, irdnya mer6leges mind-

két vektorra és a, b, a X b ebben a sorrendben jobbrendszert alkot a

(1d. 1.31. &bra). O 1.31. dbra: Az a, b és az a x b vektorok

1.28. PELDA (i, j, k VEKTORI SZORZATA). Legyen i, j, k hdrom, pdronként
egymdsra merdleges, ebben a sorrendben jobbrendszert alkoté egységuektor.
Készitsiink milvelettdbldt vektori szorzataikrol!

MEecorpas. Mivel (i,i), =0, ezért |i x i| =0, igy i x i = 0. Hasonl6-
anjxj=0éskxk=0.

Mivel |i| = [j| = 1 és (i,j), = 90°, ezért |i x j
egységvektor. Rdaddsul i X j merbleges i-re és j-re, és i, j valamint i x j
jobbrendszert alkotnak épp gy, mint i, j és k. Ebbdl kovetkezik, hogy
i xj = k. Hasonléképp j x k =i és k xi =j. Ha i, j, k jobbrend-
szert alkot, akkor j, i és k balrendszert, igy j x i = —k. Mindezeket
osszefoglalva a kovetkezd miivelettdblat kapjuk.

=1,azazixjis
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E hdrom vektor kozti szorzatok konnyen megjegyezhet6ek, ha egy
szabalyos haromszog cstcsaira irjuk 6ket pozitiv kortiljards szerint,
mint azt a tabldzat melletti 4bra mutatja. Ekkor két kiilonb6z6 vektor
szorzata a harmadik, ha a két vektor pozitiv kortiljards szerint koveti
egymast. Ha negativ koriiljards szerint kovetik egymadst, a szorzat a
harmadik vektor —1-szerese. O

1.29. TETEL (MIKOR 0 A VEKTORI SZORZAT?). Két térbeli vektor vektori
szorzata pontosan akkor zérusvektor, ha a két vektor pdrhuzamos.

BizonyiTAs. Ha a vagy b valamelyike zérusvektor, akkor egyrészt a
két vektor tekinthetd parhuzamosnak, mdsrészt a x b = 0, az allitas
tehat igaz, ezért a tovdbbiakban feltessziik, hogy a két tényez6 egyike
sem zérusvektor.

(<) Ha a és b parhuzamosak (mds széval kollinedrisak), akkor
(a,b), = 0 vagy 7, tehét sin(a,b), = 0, igy |a x b| = |a||b|0 = 0,
azazax b =0.

(=>)Haaxb =0, azaz |a||b|sin(a,b) , = 0, akkor |a| =0, |[b| =0
vagy sin(a,b), = 0. Az |a] = 0 vagy |b| = 0 eseteket mar elintéztiik
a bizonyitas elején, igy marad a sin(a,b), = 0 eset. A szinusz fiigg-
vénynek a [0, 7] intervallumban a 0 és a 7r helyen van zérushelye, tehat
a két vektor vagy egyirdnyd, vagy ellenkezd iranyd, vagyis parhuza-
mos. ]

1.30. TETEL (VEKTORI SZORZAT ABSZOLUT ERTEKENEK GEOMETRIAI JE-
LENTESE). Két vektor vektori szorzatdnak abszoliit értéke a két vektor dltal
kifeszitett parallelogramma teriiletének mérdszdmduval egyenld.

BizonyiTAs. Az a és b vektorok éltal kifeszitett parallelogramma ol-
dalainak hossza |a| és |b|, az a oldalhoz tartoz6 magassaga pedig m =
|b|sin(a,b),. A parallelogramma teriilete |a|m = |a||b|sin(a,b), =
|a x b| (1.32. dbra). O

1.31. TETEL (VEKTORI SZORZAS MUVELETI TULAJDONSAGALI). Tetszdleges
a, b és c vektorokra, valamint tetszbleges r valds szdmra igazak az aldbbi
Osszefiiggések:

a) axb=-bxa

b) (a+b)xc=axc+bxc

ax(b+c)=axb+axc
c¢) r(axb)=(ra) xb=ax (rb)
d) |axb|=/]a]?[b]>—[a-b?

(alterndlé tulajdonsdg)

(disztributivitds)

>

a

1.32. dbra: |a X b| megegyezik a paralle-
logramma tertiletével



A tétel bizonyitasat feladatnak ttizziik ki.

» E tétel a) pontja szerint a vektori szorzas nem kommutativ!
» Egy egyszerfi példa mutatja, hogy a vektori szorzas nem is asszoci-
ativ. Az 1.28. példa eredményét haszndlva konnyen lathato, hogy

(i) xj #ix(jxj),
ugyanis (i X j) xj =k xj= —i, masrésztix (j xj)=1ix0=0.

Parallelepipedon térfogata, és elGjeles térfogata Az 1.30. tételben megmu-
tattuk, hogy a vektori szorzat abszoltt értéke a két vektor 4ltal kifeszi-
tett parallelogramma teriiletét adja. Hogy szdmithat6 ki a parallele-
pipedon térfogata?

1.32. PELDA (PARALLELEPIPEDON TERFOGATA). Hatdrozzuk meg az a, b
és ¢ vektorok dltal kifeszitett parallelepipedon térfogatdt!

MEeGoLDAs. Az a és b ltal kifeszitett parallelogramma teriilete |a x b|,
és mivel a X b mer6leges a parallelogramma sikjéra, ezért a parallele-
pipedon magassdga c-nek az a X b egyenesére es6 merdleges vettileti
hosszaval egyenlé. Ez az a x b irdnyt egységvektorral val6 skaldris
szorzéssal szdmolhat6. Az egységvektor

e — axb
~Jaxb|’

a magassag |e - c|, és igy a térfogat (azaz az alapteriiletszer magassag)
értéke
axb c

|a X b] 2 xb|

=|(axb)-cl.

Tehdt a parallelepipedon térfogata |(a x b) - c|. m]

A térfogat tehédt az (a x b) - ¢ skaldr abszolut értéke. Kérdés: vajon
mit jelent e skaldr el6jele? Ez pontosan akkor negativ, ha a ¢ vektor
a X b egyenesére es6 merbleges vetiilete és a X b ellenkez irdnyd.
Vagyis ha a ¢ vektor az a és b sikjanak mdsik oldaldn van, mint az
a x b vektor, azaz ha a, b és ¢ balrendszert alkot!

Osszefoglalva: Az a, b és ¢ vektorokbél képzett (a x b) - ¢ skalar
abszolut értéke a harom vektor altal kifeszitett parallelepipedon tér-
fogataval egyenl6, mig elGjele a harom vektor orientdcidjat adja, ne-
vezetesen pontosan akkor pozitiv, ha a hdrom vektor jobbrendszert
alkot. Az is kovetkezik a fentiekb6l, hogy a harom vektor pontosan
akkor esik egy sikba, azaz pontosan akkor linedrisan ¢sszefiiggék, ha
(axb)-c=0.

Vegyes szorzat Az el6z6 paragrafusban megmutattuk az (a x b) - ¢
kifejezés fontossagat. Ez vezet a kovetkez6 definicidhoz.
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1.33. DEFINICIO (VEGYES SZORZAT). A 3-dimenzids tér hdrom tetszbleges
a, b és c vektordbol képzett
(axb)-c

kifejezést a hdrom vektor vegyes szorzatdnak nevezziik.

» A vegyes szorzat eredménye skaldr.

» Az a, b és c vektorok vegyes szorzatanak szokds jelolése abc, de mi
a késébbi fejezetekben nem fogjuk haszndlni.

» Mivel a skaldris szorzds kommutativ, ezért (a x b) - ¢ =c¢- (a x b).
» A parallelepipedon térfogatdra ugyanazt az értéket kell kapnunk,
barmelyik oldallapot is valasztjuk alapnak, igy e harom vektorbdl a
vektorok kiilonb6z6 sorrendjeivel képzett vegyes szorzatok csak elje-
lében térhetnek el egymastol. Mivel az el&jel az orientdci6 fliggvénye,
ezért — figyelembe véve az el6z6 megjegyzést is — kapjuk, hogy

(axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b=a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb).
Az ellenkez6 elgjelii szorzatok:
(cxb)-a=(bxa)-c=(axc)-b=c-(bxa)=b-(axc)=a-(cxb).
Ezeket a vegyes szorzatra hasznélt jeloléssel folirva:

abc = bca = cab = —acb = —cba = —bac.

1.34. PELDA (VEGYES SZORZAT). Hatdrozzuk meg egy eqységélil kocka egy
csticsbol indulé hdrom lapdtlé-vektordnak vegyes szorzatdt!

MEGOLDASs. Jeldlje a kocka egyik csticsdbdl indulé harom élvektorat
i, j és k. E harom vektor ebben a sorrendben alkosson jobbrend-
szert. Ekkor az el6z6 megjegyzés szerint ijk = jki = kij = 1,
kji = jik = ikj = —1. Mivel a vegyes szorzat egy parallelepi-
pedon térfogatdt, vagy annak ellentettjét adja, ezért ha egy szorzat-
ban egy vektor tobbszor is szerepel, akkor annak értéke 0. Példaul
iji = (i xj)-i=k-i=0. Ahdrom lapatlo-vektor: i +j, j +k, k+1i.
Ezek vegyes szorzata

((i4)) x G+K)) - (k+1i) = ijk + iji + ikk + iki + jjk + jji + jkk + jki
—14040+0+0+0+0+1
:2/

tehat a harom lapatlé-vektor vegyes szorzata 2. O



Feladatok

Skaldris szorzds

1.14. Mutassuk meg, hogy |a+ b + c> =|a]®+ |b]? +|c|?
pontosan akkor all fenn, ha a, b és ¢ harom egymasra pa-
ronként meréleges vektor.

1.15. Igazoljuk, hogy

(a-b)c#a(b-c).

Merblegesség és orientdcio: vektori szorzds Vektori szorzat

1.16.  Tekintstink egy egységélti kockat, melynek egyik

csticsat jelolje P. Szamitsuk ki a P-bél indulé

a) valamelyik két lapatlé-vektor,

b) egyik lapatlo- és a testatlo-vektor

skaldris szorzatat, valamint a P-b3l indulé

c) valamelyik élvektor és egy vele egy lapon 1év6 lapatls-
vektor,

d) valamelyik élvektor és a vele nem egy lapon 1év6
lapatlo-vektor

vektori szorzatéat.

1.17.

torokra, akkor mer&leges minden linedris kombinaciéjukra

Mutassuk meg, hogy ha u merdleges a v és w vek-

is.

1.18. Harom linedrisan fiiggetlen vektornak hany sorrendje
van? E sorrendek koziil hany alkot jobb- és hany balrend-
szert?

1.19. [Szbgfelez6] Legyenek a és b nemzérus vektorok.
Mutassuk meg, hogy a |b|a + |a|b vektor felezi a és b szo-
gét!

1.20. [Haromszog szogfeleztje] Az el6z6 feladat eredmé-
nyét felhasznalva mutassuk meg, hogy a haromszog egyik
szogének szogfelezje a szemkozti oldalt a két szomszédos
oldal hosszanak ardnydban osztja fel.

1.21. [Mit cserél fol a tiikor?] Hogy lehet az, hogy a tii-
kor folcseréli a jobbat a ballal, de nem cseréli fol a fontet a
lenttel?

Projekt: ekvivalencia reldcio

Egy X halmazon értelmezett reldcién (pontosabban bind-
ris reldcion) az X elempdrjainak egy R halmazat értjiikk. Ha
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egy (a,b) pér benne van ebben a halmazban, azt mond-
juk, hogy a az R reldciéban van b-vel, és tgy jeloljiik, hogy
a R b. Példaul, ha X az Osszes valaha élt ember halma-
za, akkor az Osszes olyan (a,b) emberpar halmaza, ahol a
anyja b-nek, egy relacié. Ez a koznyelvbdl is ismert anya-
gyermek reldcié. Egy matematikai példa: ha X a valésok
halmaza, és R azokbdl az (a,b) péarokbol all, melyekre a
kisebb vagy egyenl, mint b, akkor R egy relaci6, melyet
késos jele <, igy ha (a,b) € R, akkor az a < b jelolést
hasznéljuk.

Az halmazon értelmezett ekvivalenciareldcié egy olyan re-
lacié, mely megadja a halmaz elemeinek egy osztdlyozdsdit
(osztalyfelbontésat, partici6jat), azaz diszjunkt részhalma-
zok (osztalyok, celldk), unidjdra valé folbontdsat, melyben
a halmaz minden eleme pontosan egy osztalyba tartozik.
Két elem pontosan akkor van reldciéban, ha ugyanabba az
osztalyba tartozik. Ekkor azt mondjuk, hogy a két elem
ekvivalens (e relaciéra vonatkozéan). Ha tehdt adva van
egy halmaz elemeinek osztdlyozasa, az az el6bbiek szerint
megad egy reldciét. Kérdés, ha adva van egy relaci6, ho-
gyan allapithaté meg, hogy ekvivalencia relacié-e?

1.35. TETEL (EKVIVALENCIARELACIO). Legyen R egy tetszo-

leges reldcié az X halmazon. R pontosan akkor ekvivalenciare-

ldcid, ha tetszbleges a,b,c € X elemre fenndll az aldbbi hdrom

tulajdonsdg:

a) R reflexiv, azaz a R a, vagyis minden elem reldciéban van
onmagduval,

b) R szimmetrikus, azaz ha a R b, akkor b R a,

¢) R tranzitiv, azaz haa R b és b R c, akkor a R c.

1.22. Legyen R a fenti tétel szerinti relacid, és jeldlje R,
az a-val relaciéban 1év6 elemek halmazat. Mutassuk meg,
hogy barmely két a,b € X elemre R, és R, vagy azonos,
vagy diszjunkt. Ezzel bizonyitsuk az el6z6 tételt!

1.23. [Szabad vektor fogalma] Mutassuk meg, hogy a 3-
dimenzids tér szabad vektorai definidlhaték egy — az ira-
nyitott szakaszok halmazan értelmezett — ekvivalenciarela-
ci6 ekvivalenciaosztalyaival. Mi ez a relaci6?

1.24. [Vektor irdnya] Milyen halmazon értelmezett ekviva-
lenciarelacié segitségével definidlhat6 a vektor irdnyanak
és allasdnak fogalma?
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Vektorok koordindtds alakban

A koordindtdk bevezetésével eqyrészt 1ij algebrai eszkozokhioz jutunk a vekto-
rok és a kiilonféle geometriai alakzatok vizsgdlatdban, mdsrészt lehet6vé vdlik
a vektor fogalmdnak kiterjesztése. Igy jutunk a sokdimenzids terek fogalmd-
hoz, ami nélkiilozhetetlen a kozgazdasdgtanban, az internetes keres6k mate-
matikdjdban, vagy véges struktiirdk folotti vdltozatdban a kédelméletben és a
kriptogrdfidban.

Descartes-féle koordindtarendszer Descartes 1637-ben La Géométrie cimti
miivében egy szép Otlettel Osszekapcsolta a geometriat az algebraval.
Alapgondolata az volt, hogy a geometria alapelemei (pl. pontok) és
a valés szamok/szdmparok/szdmharmasok kozt kolcsonosen egyér-
telm?i megfeleltetés hozhat6 létre, igy bizonyos geometriai alakzatok
algebrai egyenletekkel leirhat6va és vizsgalhat6va vélnak.

Az 1.11. tétel szerint a sik barmely v vektora felirhat6 két adott line-
drisan fliggetlen e; és ey vektor linedris kombindaci6jaként, és e feliras
egyértelmti. Ha e linedris kombinécié v = vje; 4 vpey alakd, akkor
a v vektorhoz a (vq,v;) szampart rendeljiik, amit a v vektor koordind-
tds alakjdnak neveziink, a v; és vy skalarokat pedig a v koordindtdinak
nevezziik. Azt mondjuk, hogy az {ej, e} vektorpar e koordinatazasi
rendszer — egyszer{ibben koordindtarendszer — bdzisa, az e; és ey vekto-
rok a bdzisvektorok vagy alapvektorok. Tetsz6leges vektor koordinatai-
nak meghatdrozasdhoz elég a bazisvektorokat ismerni.

1.36. PELDA (VEKTOROK KOORDINATAI). Hatdrozzuk meg az 1.33. dbrdn
megadott vektoroknak — az ey és ey vektorokra, mint bdzisra vonatkozd —
koordindtdit!

MEGOLDAS. A megoldés konnyen leolvashaté az 1.34. dbrardl. Atte-
kinthet6bb, ha az 6sszes vektort egyetlen pontbdl inditjuk. Ezt mutatja
az 1.35. dbra. O

A koordinatarendszer a 3-dimenziés térben is hasonlé médon épit-
het6 fel. Az 1.12. tétel szerint a tér barmely v vektora felirhaté harom
adott linearisan fiiggetlen e, e és e3 vektor linearis kombindacidjaként,
és e felirds egyértelmti. Ha e linedris kombinacié v = vie; + vyep +
vses alaku, akkor a v vektorhoz a (v, vp,v3) szdmhédrmast rendeljiik,
amit a v vektor koordindtds alakjinak neveziink, a v1, v, és vs skala-
rokat pedig a v koordindtdinak nevezziik, a bizis pedig az {eq, ey, e3}
vektorhdrmas.

S6t, a koordinatazas az 1-dimenzids térben is megvalésithaté: ha e
egy nemnulla vektor (tehat linedrisan fiiggetlen vektorrendszer!), ak-
kor barmely vele parhuzamos v vektor egyértelmtien felirhaté v = ve

René  Descartes  (Renatus Cartesianus)
(1596-1650) francia filoz6fus és mate-
matikus, a modern filozéfia atyja, az
analitikus geometria egyik megalkotdja.
Filozoéfidjat a puszta hitre alapozott alli-
tasokkal szemben a raciondlis érvelések
atjan kivanta folépiteni (ldsd descartesi
kételkedés és ,gondolkodom, tehdt va-
gyok”). Orvostudomanyt és jogot tanult,
végiil hadmérnoki képesitést szerzett.
Tobb habordban is részt vett. 1619-ben
egy Magyarorszagot is érint6 hosszu
atjan egy Ulm melletti paraszthdzban
harom almot latott, melyek megfejtése
»egy csoddlatos tudomadnyhoz” vezette,
ami filozéfiaja alapjava valt.

€

1.33. dbra: Mik a vektorok koordinatéi?

1.34. dbra: A megoldas



alakban. E v skalar lesz a v koordinatds alakja (a zardjel hasznalata
itt sziikségtelen). Igy a v <+ v hozzérendelés kolcsonosen egyértelmii
megfeleltetést 1étesit a vektorok és a skaldrok kozt.

Ha kijeloliink egy pontot az egyenesen/sikban/térben — ez lesz az
origd —, akkor az egyenes/sik/tér pontjai és a helyvektorok végpont-
jai kozti kolcsonosen egyértelmti megfeleltetéssel egytttal a pontok is
koordinétat kapnak.

1.37. PELDA (PONTOK KOORDINATAI). Hatdrozzuk meg az 1.36. dbrdn ki-
jelolt pontok — megadott bazisvektorokra és origora vonatkozo — koordindtdit!

MEcoLpAs. E feladat megoldésa lényegében azonos az el6z6ével, mint-
hogy a kijelolt pontokba mutaté helyvektorok megegyeznek az ott
megadott vektorokkal (Id. 1.37. dbra). O

A helyvektorok és a pontok kozti kélcsonosen egyértelmii megfelel-
tetést a jelolésben is kifejezziik azzal, hogy nem tesziink kiilénbséget
a vektor és a pont koordinatas alakja kozt, azaz a v = (a,b) vektor-
hoz adott orig6 mellett rendelt pontot is (a,b) jeloli. Ha a pontnak
nevet is adunk, pl. e pont a P pont, akkor a P(a,b) jelolés a nevet és
a koordinatdkat is megadja. Ekkor a helyvektort OP is jelolheti. Tehat
v = OP. Szoks a vektorok koordinatds alakjat ugynevezett oszlopvek-
tor alakba is irni, mi e konyvben ekkor kerek helyett szogletes zarojelet
hasznalunk, példaul:

a%:m.

E jelolés elényeivel hamarosan talalkozunk.

Lathatd, hogy ha egy pont az els6 tengelyen van, és azon az egye-
nesen x az 1-dimenzids koordindtdja, akkor sikbeli koordinatas alakja
(x,0) lesz. Hasonloképp a masodik tengely minden pontjénak (0,y) a
koordindtds alakja. Az orig6é (0,0) (Id. 1.38. dbra). Az alapvektorok
koordinatés alakja e; = (1,0) és e = (0,1).

Hasonl6képp a 3-dimenziés esetben a koordinatatengelyekre es®
pontok 3-dimenzi6s koordindtés alakja (x,0,0), (0,y,0), illetve (0,0, z)
attol fiiggben, hogy melyik tengelyr6l van sz6. Az origén dtmend és 2
tengelyt tartalmazé sikokat koordindtasikoknak nevezziik. Ezekbdl is ha-
rom van. Konnyen lathat6, hogy a koordinatasikok pontjainak alakja
(x,9,0), (x,0,z), illetve (0,y,z). Az origéé (0,0,0), mig az alapvekto-
roké e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) (1d. 1.39. &bra).
Miiveletek koordindtds alakban megadott vektorokkal Legyen adva a tér-
ben egy koordinatarendszer, és abban két tetsz6leges u = (uq, up, u3)
és v = (v1,v2,v3) vektor. E paragrafusban megkeressiik a vektormi-
veletek koordinatas alakjat. A kérdés tehat az, hogy hogyan kaphato
meg u+v,u—v,cu u-v,uXx v koordintds alakja.
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1.35. dbra: A megoldés helyvektorokkal
abrazolva.

1.38. dbra: Pontok a koordinadtarendszer
tengelyein.

zZ

e (0,y1,21)

y
e (x2,0,12)

e (x0,Y0,0)

X

1.39. dbra: Pontok a koordinétasikokon
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Mindegyik mtiveletnél felhasznaljuk a vektoroknak a bazisvektorok
linearis kombinéci6jaként val6 elallitdsat. Az adott két vektor dsszege

= (uq,uz,u3) + (v1,v2,03)

(u1e1 + urer + u3e3) + (7)181 + vep + U3e3)
= (u1 +v1)er + (uz + v2)ex + (uz +v3)es
= (

uy + vy, Uy + v, uz + v3).

u+t+v

Hasonl6 képlet adddik a kiilonbségre
u—v = (uy,upus) — (v1,02,03) = (U — v, Uy — U, U3 — V3).

A skalérral val6 szorzés is a koordinatanként valé végrahajtas lehet6-
ségét mutatja:

cu = c(ug, up, uz) = c(urey + usey + uzes)
= cuieq + cuses + cuzes

= (cuq, cuy, cuz).

Osszefoglalva tehat a kovetkezé allitast kapjuk:

1.38. ALLITAS (VEKTORMUVELETEK KOORDINATAS ALAKJA). Adva van a
térben egy koordindtarendszer, és abban két tetszbleges u = (uq, up, u3) és
v = (v1,v2,v3) vektor, valamint eqy tetszbleges ¢ € R valds szdm. Ekkor
a vektorok Osszegének, kiilonbségének és skaldrszorosdnak koordindtds alakja
rendre

+v= (ul/ us, 1/[3) (01102/ 03) = (ul I 01,U2 + Up, U3 P 'U3>,

s:.‘

— V= ( 1,u2,M3) ( 02,03) = (M1—01,M2—02,u3—03),

s:

cu = c(ug, up, uz) = (cuy, cup, cus).

Az oszlopuvektor jelolést haszndlva

uq U1 (== uq cuq
utv=|up| £ |vy| = |uptoy|, cu=cluy| = |cup
us U3 Uz + o3 Us cus

A sikbeli vektorokra hasonl¢ allitdsok igazak, csak két koordinéta-
val. Frdekesebb a helyzet a skaldris szorzassal. Kezdjiik két sikbeli
vektorral.

1.39. PELDA (SKALARIS SZORZAS KOORDINATARENDSZERBEN). Tekint-
siink egy olyan sikbeli koordindtarendszert, ahol az els6 alapvektor hossza 1,
a mdsodiké 2, és a kett6jiik kozti szog 7t/ 3. Szdmitsuk ki az a = (1,1) ésa
b = (—5/2,1) vektorok skaldris szorzatdt.



MEGOLDAs. Az alapvektorok hosszét és szogét ismerve ki tudjuk sza-
mitani az alapvektorok skaldris szorzatait:

el-e;=1, ey -ep=22=4 e1-e2:1-2-cosg:1.

Ezt folhasznalva kapjuk, hogy

5
a-b=(er+e) (—7e1+e)

——§e~e +(1—§)e-e +e-e
=58 e S)e1-extex-e
5 3
=244
2 2+

:O,

tehat a két vektor mer6leges egymasra (Id. az 1.40. dbrat).
Erdekességként meghatarozzuk e koordinatarendszerben a skaldris
szorzds altalanos képletét:

u-v=— (u1e1 + leez) . (01e1 + Uzez)
= ujvier - 1 + (U1vp + Uupvy)eq - ex + Upvoe; - €

= U101 + U190 + Upv1 + 4upv;.

Ebbél lathato, hogy a skaldris szorzat koordinatas alakja fligg a koor-
dinatarendszertdl is. O

A derékszogli koordindtarendszer A természeti torvények kiilonos fon-
tossagot adnak az egymadsra mer6leges irdnyoknak, ezért példaul igen
gyakran érdemes olyan koordindtarendszert vélasztani, amelyben az
alapvektorok mero6legesek, mds széval ortogondlisak egymasra. A ba-
zisvektorok szoge mellett azok hosszat is érdemes standardizalni, ne-
vezetesen egységnyi hossztinak vélasztani, igy mindegyik koordinata
egyuttal tavolsdgot is jelent. Az egységvektorokbdl 4llé ortogonadlis
bazist ortonormdltnak nevezziik.

Az egységes targyalds érdekében a bazisvektorok kortiljarasat is els-
frhatjuk: altalanosan elterjedt szokds a jobbrendszert valasztani. Az
igy konstrualt bazis vektorait sikban gyakran i, j, térben i, j és k jeloli.

A két és haromdimenziés térben a skaldris szorzat egyszert alakot
0lt, ha a koordinatarendszer alapvektorai ortonormaéltak.

1.40. ALLITAS (SKALARIS SZORZAT ORTONORMALT KOORDINATAREND-
SZERBEN). A sikbeli u = (uy,up) és v = (v1,0p), illetve a térbeli
u = (uq,up,u3) és v = (vq,v,,v3) vektorok skaldris szorzata ortonormdlt
koordindtarendszerben

u-vV = u 01 + upvy, illetve u - v = 1101 + upvy + u303.
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1.40. dbra: Két vektor skaléris szorzata
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BizoNnyiTAs. A sikbeli esetben kihaszndljuk, hogy i-i =j-j =1 és
i-j=0:
u-v = (ui+upj) - (v1i+ v2j)

w0l - 14 (w00 + upvy)i-j + upvaj - j

= U101 + U0y
A térbeli eset hasonléan bizonyithato. O

1.41. ALLITAS (VEKTORI SZORZAT ORTONORMALT KOORDINATAREND-
SZERBEN). A térbeli a = (a1,a;,a3) és b = (by, by, bs) vektorok vektori
szorzata derékszogti koordindtarendszerben

axb= (a2b3 — ﬂgbz, a3b1 — albg, a1b2 — azbl).

» Az a X b koordindtdinak konny(i memorizalasara két sémat muta-
tunk a széljegyzetben.

BrzonvyiTAs. Az alapvektorok egymadssal valé vektori szorzatait mar
kiszdmoltuk az 1.28. példdban. Kihasznalva, hogy i xi = j xj =
kxk=0ixj=k, jxi= —k,..., kapjuk hogy

axb (ﬂli+ﬂ2j +a3k) X (b1i+sz +b3k)

= apbzj X k+ azbok X j +asbik x i+ a1b3i X k+ajbei x j 4+ axbij x

= apbsi — azbyi + azbrj — a1b3j + a1bok — abik

= (axbs — azby, a3by — aibz,a1by — axby). a

1.42. PELDA (PARALLELOGRAMMA TERULETE). Mutassuk meg, hogy az
(a,b) és a (c,d) vektorok dltal kifeszitett parallelogramma teriilete

lad — be|.
Mi a jelentése az ad — bc elGjelének?

MEeGoLDAs. Két 3-dimenzids vektor éltal kifeszitett parallelogramma
teriilete a vektori szorzatuk abszolut értéke. Agyazzuk be a megadott
két vektort a tér egyik koordinétasikjaba, tekintsiik példdul az (a,b,0)
és a (c,d,0) vektorokat. Vektori szorzatuk

(a,b,0) x (¢,d,0) = (0,0,ad — bc),

ennek abszoltt értéke |ad — bc|.

Mivel az (a,b,0), (c,d,0) és (0,0, ad — bc) vektorok jobbrendszert al-
kotnak, ezért ad — bc pontosan akkor pozitiv, ha a sikban az (a,b) és a
(c,d) vektorok jobbrendszert alkotnak, és ad — bc pontosan akkor ne-
gativ, ha az (a,b) és a (c,d) vektorok balrendszert alkotnak (gondoljuk
meg!). O

a

az ) as ) a ) ap
XXX
bz b3 bl b2

a) (azbz — asby, asby — aybs, a1by — azby)

by

b) (ﬂ2b3 — llgbz)i +
(asby — ayb3)j +
(ﬂl]hz — (lzbl)k

1.41. dbra: A vektori szorzat kiszdmitasa
a két vektor koordinataibol:

a) Trjuk a két vektort egymas ald, majd
az els6 két koordindtat masoljuk a vek-
torok végére, végiil az X alakba rakott
nyilparoknal a N\, nyil végein 1év0 sza-
mok szorzatabol vonjuk ki a / szerinti
szorzatot. Az eredmény:

(a2bs — azba, azby — aybs, a1by — axby).

b) frjuk a két vektor koordinatai folé
az i, j, k vektorokat, majd az el6z6hoz
hasonléan madsoljuk e tablazat utan
az els6 két oszlopot, végil a \, nyil
.menti szorzatokb6l vonjuk ki a ,,/ menti
Lszorzatokat. Megjegyezziik, hogy e sé-
ma a késébb tanulandé determindnsok
kiszdmitdsara emlékeztet, formalisan fol
is szokds frni a determindnsokat jelold
fliggbleges zérdjelek segitségével:

i j ok
axb= aq ap as|.
by by by

1.42. dbra: A parallelogramma elGjeles
tertilete ad — bc, melynek memorizaldsa-
ra a fenti séma hasznélatos. Ez megegye-
zik két 2-dimenziés vektor — késtbb ta-
nuland6 — determinadnséaval, melyet Ggy
jeloljiikk, hogy a két vektor koordinatai-
bol képzett téblazatot fliggbleges zarodje-
lek kozé zarjuk:

a b
d

' =ad — bc
Vigyazzunk, e jel nem az abszolut érté-

ket jeloli, ahhoz egy tovabbi zaréjelpér
sziikséges, azaz

|ad — be| =

a b
all



1.43. PELDA (PARALELEPIPEDON TERFOGATA). Mutassuk meg, hogy az
a = (ay,ap,a3), b= (by,by,b3) és ¢ = (c1, cp, c3) vektorok dltal kifeszitett
paralelepipedon térfogata

|£l]bQC3 + asbscqy + agbycp — a1bzer — aybics — a3b261|

Mi a jelentése az aybycs + abscy + asbycp — a1bscy — axbics — azbacy eld-
jelének?

MEGOLDAS. Az 1.32. példdban lattuk, hogy a harom vektor 4ltal kife-
szitett parallelepipedon térfogata |(a X b) - ¢|, amit a koordindtés ala-
kokbél kiszamolhatunk:

(apbz — azby, azby — a1bs, a1by — azby) - (c1,¢2,¢3) =

a1bycs + apbscq + asbicr — a1bscy — aprbics — azbocy. O

Az R" halmaz ~ Lattuk, hogy 2-dimenziés, illetve 3-dimenzids vektor-
jellegti mennyiségek leirhatok egy rendezett szdmpadrral, illetve szdm-
harmassal. Izgalmas a forditott helyzet, amikor legaldbb 4, de akar
tobb milli6 szorosan Osszefliggd adatbdl képzett, rendezett szam-n-
essel dolgozunk. Vajon értelmes dolog-e e szadm-n-eseket egy n-dimen-
zi6s tér vektorainak, vagy pontjainak tekinteni? Es van-e értelme a 2-
és 3-dimenzids térben hasznalt fogalmak altalanositdsdnak n dimen-
ziéra? A vélasz mindegyik kérdésre hatdrozott igen, amit a fizika 4-
dimenzids tér-id6 fogalma, szdmtalan gazdaségi, vagy internettel kap-
csolatos probléma megoldésa fényesen bizonyit.

1.44. DEFINICIO. Egy tetszbleges H halmaz elemeibll képzett rendezett
elem-n-esek halmazdt H"-nel jeloljiik.

Példaul ha H = {0,1}, akkor H® a H elemeib6l képzett rendezett
elemharmasok halmaza, azaz:

{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), (1,0,0), (0,1,1),(1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)}.

A fenti jelolésnek megfelelben IR" a valds szdmokbél képzett rendezett
szdm-n-esek halmazdt jeloli. Eszerint a sik pontjait és vektorait R?, a
térét R3 elemeivel koordinatéztuk. Késsbb R” elemein vektormfivele-
teket fogunk bevezetni, és R"-r6l, mint vektortérr6l fogunk beszélni.
Hasonléképp, R"-t geometriai vagy ponttérnek fogjuk tekinteni, ha
elemeire, mint pontokra gondolunk, és koztiik geometriai mtivelete-
ket végeziink. E sokféleség sosem fog gondot okozni: R" szerepét
mindig az fogja meghatarozni, hogy mit tesziink elemeivel, vagyis a
szdm-n-esekkel.

Az R" megismerésében az analdégia fonaldn haladunk, a 2- és 3-
dimenzids tér fogalmait fogjuk atvinni, altalanositani #n dimenziéra. Ez

1.43. dbra: A paralelepipedon térfogata
megegyezik az azt kifeszit§ harom vek-
tor vegyes szorzatdnak abszolut értéké-
vel. A vektori szorzdshoz hasznalt séma
itt is mtikodik: a harom vektort egymds
ala irjuk, az igy kapott tablazat els6 két
oszlopat utdna masoljuk, végiil a \, nyil
menti szorzatokbdl kivonjuk a ,,/ men-
ti szorzatokat. A kés6bb tanulandé de-
termindnsokra hasznalt jeloléssel tehat a
paralelepipedon elGjeles térfogata:

ap  ay as
abc=(axb)-c=|by by b3|.
€1 € c3
1D
2D
3D
4D

1.44. dbra: 4-dimenziés kocka abrazola-
sa 2-dimenziéban. A o-dimenzi6s , koc-
ka” egyetlen pontbdl all, az 1-dimenzids
kockat két o-dimenzids hatérolja, azaz ez
egy szakasz. A 2-dimenzids ,kockat”,
azaz a négyzetet minden tengelyirdny-
bol két-két egybevagé 1-dimenzids , koc-
ka” hatarolja (azaz Osszesen négy), mig
a 3-dimenziés kockdt minden tengely-
irdnybol két-két négyzet (azaz Osszesen
hat). A 3-dimenziés kocka dbrizolédsa 2-
dimenziéban csak a hatdrolé négyzetek
torzitdséval oldhat6 meg. A 4-dimenzids
kockat mind a négy tengelyirdnybol két-
két 3-dimenzids kocka hatdrolja, Ossze-
sen nyolc. Az &dbran harom ilyen 3-
dimenziés kockét kiszineztiink.
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az analdgia fog segiteni abban, hogy valamit ,ldssunk” n dimenziéban
is (ha nem is olyan j6l, mint 3 dimenziéban). Példaként az anal6gidra
egy 4-dimenzids kocka 2-dimenzids vetiiletét mutatjuk az 1.44. dbran.

Vektorok Osszeaddsa és skaldrral szorzdsa R™-ben A 2- és 3-dimenzids
vektorok mfiveleteinek koordinatds alakja az 6sszeadds, kivonds és
skaldrral szorzds esetén analég médon atvihetd az n-dimenzids vek-
torokra.

1.45. DEFINICIO (VEKTORMUVELETEK R"-BEN). Legyen c € R egy tet-
szbleges valds, w = (uy,up, ..., uy) és v = (v1,0z,...,0,) az R" tér két
tetszbleges vektora. E két vektor Osszegét és eqyikiik c-szeresét a kovetkezl
képletekkel definidljuk:

u+v=_(u+o,up+v,...,u;+0y,)

cu = (cuy, cuy,...,Cliy).

Osszefoglaljuk e mtiveletek legfontosabb tulajdonségait. Ezekre tobb-
sz0r is hivatkozni fogunk a késébbiekben.

1.46. TETEL (AZ OSSZEADAS ES SKALARRAL SZORZAS TULAJDONSAGAI).
Legyen u, v és w az R" hdrom tetsz6leges vektora, és legyen c,d két teszo-
leges valés, jelolje 0 a (0,0,...,0) vektort és —u a (—uy, —up, ..., —Uy)
vektort. Ekkor

a) u+velR" a + miivelet nem vezet ki R"-b6l

b) u+v=v+u a mifvelet folcserélhetd (kommutativ)
c) u+(v+w)=(v+u)+w csoportosithaté (asszociativ)

d u+0=u zérusvektor

e) ut+(—u)=0 ellentett vektor

fl cucR" e szorzds nem vezet ki IR"-bol

Q) c(du) = (cd)u a két szorzds kompatibilis

h) clu+v)=cu+cv disztributiv

i) (c+du=cu+du disztributiv

j) lu=u szorzds 1-gyel

L n

E tiz tulajdonsdg késobb kitiintetett szerepet fog jdtszani, ezért elkiilonitjiik
a tovdbb felsorolandoktol:

1) Ou=0

2) (-1)u=—u
3) u—v=u+(-v)

4)  a skaldr hdtra is frhaté, azaz cu = uc és igy u/c = %u

» E tulajdonsdgok mindegyike konnyen visszavezethetd a valds sza-
mok algebrai tulajdonségaira, ezért ezek ellenérzését (bizonyitdsat) az
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Olvaséra hagyjuk. Mintaként megmutatjuk a b) bizonyitasat:

u+v=_(u+o,up+vy...,u;+0y,)
= (v1+uy,vp+u, ..., 00+ 1iy)

=v+u.

» Aza)-e) tulajdonsidgok az 6sszeadds, az f)—j) tulajdonsagok a skaldr-
ral szorzas tulajdonsagait irjak le. Mindkét csoport els6 tulajdonsiga
csak annyit mond, hogy a mfivelet eredménye is ugyanabba a vektor-
halmazba, azaz R"-be esik, ahova a mfiveletben szerepld vektor valé.

1.47. PELDA. Mutassuk meg, hogy az R"-beli e; = (1,0,...,0), e =
(0,1,...,0),..., e, = (0,0,...,1) vektorok linedrisan fiiggetlenek, és hogy
R" minden vektora egyértelmfien elddll ezek linedris kombindcidjaként!

MEGOLDAS. Az eq biztosan nem &ll el6 a tobbi vektor linedris kombi-
nécidjaként, hisz a tobbi vektor els6 koordinataja 0, igy azok barmely
linedris kombindacidjaban is 0 az elsé koordinata, e1-ben pedig 1. Ha-
sonléan igazolhat6, hogy egyik e; sem 4ll el6 a tobbi vektor linedris
kombinaciéjaként (i = 2,3,...,n). A megadott vektorok tehat linedari-
san fliggetlenek.

Mivel az i-edik koordinéta egyediil csak az e; vektorban 1, a tobbi-
ben 0, ezért ha egy tetszbleges v = (v1,v,...,v,) vektor el6dll az eq,
ey,..., e, vektorok linearis kombinaci¢jaként, akkor abban e; egytitt-
hatéja csak v; lehet. Méasrészt az is vilagos, hogy

(Z)],‘Uz,. . .,Un) = v1e1 +vger + - -+ Uyey.

Ezzel igazoltuk, hogy R" minden vektora egyértelmtien all el6 az eq,
ey,..., e; vektorok linedris kombindcidéjaként. O

Linedris kombindcid, linedris fiiggetlenség, linedris Osszefiiggbség Hidba
definialtuk vektorok linedris fliggetlenségének fogalmat tetszleges sza-
mu vektorbél allé vektorhalmazra, lattuk, hogy a 3-dimenziés térben
legfoljebb csak 3 vektor lehet linedrisan fliggetlen. Viszont az R" tér-
ben talaltunk n linedrisan fiiggetlen vektort is.

Az 1.10. definici6 szerint egy legaldbb kételemii vektorrendszer line-
drisan fliggetlen, ha mindegyik vektor fiiggetlen a tobbit6l, azaz egyik
sem fejezhetd ki a tobbi linearis kombindcidjaként, egyetlen vektor pe-
dig linedrisan fiiggetlen, ha nem a zérusvektor. Ez nehézkes feltétel,
hisz mindegyik vektorra kiilon ellenérizni kell, ezért egy konnyebben
ellendrizhet6, de ekvivalens feltételt keresiink. A haromdimenziés tér-
ben lattuk, hogy ha harom vektor fiiggetlen, akkor a tér barmely vek-
tora egyértelmiien el6éll linearis kombinaci6jukként. Ez igaz a null-
vektorra is. A nullvektor egyféleképp biztosan eléall: a harom vektor
nullakkal vett linedris kombinaci¢jaként. Ezt nevezziik a nullvektor
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trivialis eléallitasanak. Fs a fentiek szerint mas eléallitdsa nincs is, ha
a hdrom vektor linedrisan fliggetlen. Ez az alapja a kovetkez6 tételnek:

1.48. TETEL (LINEARIS FUGGETLENSEG).  Tetszbleges IR"-beli V =
{v1,vy,..., vy } vektorrendszerre az aldbbi két dllitds ekvivalens:

1.V linedrisan fliggetlen, azaz k > 1 esetén egyik vektora sem fejezhets
ki a tobbi linedris kombindcidjaként, k = 1 esetén pedig a vektor nem a
zérusvektor.

2. A zérusvektor csak egyféleképp — a trividlis modon — dll el6 V linedris
kombindcidjaként. Mdsként fogalmazva, a c1, ca,...,cx skaldrokkal vett
linedris kombindcié csak akkor lehet a nullvektor, azaz

vy + v+ ... cpve =0
csak akkor dllhat fenn, ha

ci1=0=...=c =0.

BizonviTAs. El8szor tegyiik fel, hogy a vektorrendszer csak egyetlen
v vektorbdl all. Ekkor a tétel azt éllitja, hogy e vektor pontosan akkor
linedris fliggetlen, azaz pontosan akkor nem a nullvektor, ha a cv = 0
csak ¢ = 0 esetén allhat fenn. Ez nyilvanvalg, hisz ha v # 0 és ¢ # 0,
akkor cv = 0 sem 4llhat fenn. A tovdbbiakban tegyiik fel, hogy a
vektorrendszer legalabb két vektorbdl all.

(=) Megmutatjuk, hogy ha civq +covy + ...+ v = 0 csak ¢; =
3 = ... = ¢ = 0 esetén &llhat fenn, akkor semelyik v; vektor sem
fejezhetd ki a tobbi linedris kombinécidjaként (i = 1,2,...,k). Tegyiik
fel indirekt médon, hogy valamelyik vektor — példadul a v; — kifejezhetd
a tobbi linedris kombindaci6jaként, azaz

V] = d2V2 + ...+ dek,
vagyis atrendezés utan
(—l)Vl + szz +...+ dkvk =0.

Mivel v; egytitthatéja nem 0, ezért feltevésiinkkel ellentmondasban
eléallitottuk a nullvektort olyan linedris kombindcioként, melyben nem
minden egytitthat6 0. Ez az ellentmondds bizonyitja az allitast.

(=) Megmutatjuk, hogy ha a vektorrendszer egyik vektora sem
all el6 a tobbi linedris kombinacidjaként, akkor a egyediil csak a csupa
zérus egylitthat6ju linearis kombindcidja lehet zérusvektor. Ismét in-
direkt médon bizonyitunk: tegytik fel, hogy van olyan — nem csupa 0
egyttthatdja — linedris kombindaci6, mely a nullvektorral egyenlé, azaz

vy + v+ ...+ v =0,



de valamelyik egytitthat6 — példaul a ¢; — nem 0. Ekkor v; kifejezhetd
a tobbi vektor linedris kombindcidjaként:
) Ck
Vi=——Vy—...— —V
1 P 2 P k
ami bizonyitja az allitast. o
Egy vektorrendszert linedrisan dsszefiiggbnek neveziink, ha nem fiig-
getlen, azaz egyelem vektorrendszer esetén ha az a vektor a zérusvek-
tor, tobbelem vektorrendszer esetén pedig ha van olyan vektora, mely
kifejezhetd a tobbi linedris kombindcidjaként. Az el6z6 tétel szerint ez
azzal ekvivalens, hogy a vektorrendszernek van olyan zérusvektort
adé linedris kombinacidja, melyben nem mindegyik egyiitthat zérus.
A linedris Osszefiigg6ség definicidja kicsit élesithetd:

1.49. TETEL (LINEARIS OSSZEFUGGOSEG). EgQy nullvektortdl kiilonbozd
elemekbdl dll6, legaldbb kételemil R"-beli V. = {vy,va,..., v} vektor-
rendszer pontosan akkor linedrisan 0sszefiiggd, ha van olyan t > 2 index,
hogy v¢ a vy, va,..., vi_1 vektorok linedris kombindcidja.

Masként fogalmazva, ha egy nullvektort nem tartalmazé vektor-
rendszerben taldlunk olyan vektort, mely a tobbi linedris kombina-

cidja, akkor olyat is taldlunk, mely sorrendben csak az 6ket megel6z6
vektor(ok) linearis kombindcidja.

BizonviTAs. Legyen t az a legkisebb egész, melyre a vy, va,..., V¢
vektorok mar Osszefiiggbk. Mivel vi # 0, ezért az els6 vektor nem
lehet 6sszefiiggd, ezért t > 2. E vektorok dsszefiigg6sége miatt vannak
olyan c; konstansok, melyekkel

vy +covp+ - +opve = 0.

Biztos, hogy ¢ # 0, kiilonben mdr a vy, vy,..., v;_1 vektorok is linedris
osszefiiggtk lennének, és ez ellentmond ¢ definicidjdnak. fgy
—c

Vi= —V|{+ —vpr+ .-+
Ct Ct

—Ct—1
Ct

Vi—1,

ami bizonyitja, hogy sszefiiggd vektorrendszerben létezik ilyen vek-
tor. Az allitds masik fele definicié szerint igaz, hisz ha létezik ilyen v;
vektor, akkor ez valéban linedris kombindcidja az 6sszes tobbi vektor-
nak. O

Skaldris szorzds IR"-ben A skaldris szorzdst el6szor abbdl az alakbol
altalanositjuk, amelyet a 2- és 3-dimenziés térben ortonormalt bazis
esetén lattunk. A tetszdleges bazis esetére vald altaldnositasra késébb
tértink vissza.

VEKTOROK 47
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1.50. DEFINICIO (SKALARIS szORzAs IR"-BEN). Legyen u =
(ug,up, ..., uy) és v = (v1,03,...,0,) az R" tér két tetszéleges vektora.
Skaldris szorzatukon a kovetkez0 kifejezést értjiik:

U-V = U0y + U0y + -+ + UyTy.

1.51. TETEL (A SKALARIS SZORZAS TULAJDONSAGAI). Legyen u, v és w
az R" hdrom tetszGleges vektora, és legyen c egy teszlleges valds. Ekkor

a4 u-v=v-u a miivelet folcserélhetd (kommutativ)
b) u-(v+w)=u-v+u-w disztributiv
¢) (cu)-v=c(u-v) a két szorzds kompatibilis

d u-u>0 é u-u=0pontosan akkor teljesiil, ha u = 0.

BrzonvyiTAs. A bizonyités itt is igen egyszerti, ezért csak az a) pontét
mutatjuk meg, a tobbit az Olvaséra hagyjuk:

u-vV=1uoy+ upvy + -+ uyoy
= v1U1 +0VoUp + - - - + Uyl

=V-u. O

Tivolsig és szog R"-ben  Két 2- vagy 3-dimenzids vektor (végpontja) ta-
volsaganak, és szogének a skalaris szorzatukkal valo kapcsolatat hasz-
néaljuk e fogalmaknak a magasabb dimenziés terekben valé definicio-
jahoz.

1.52. DEFINICIO (ABSZOLUT ERTEK, SZOG, MEROLEGESSEG, TAVOLSAG).
Legyen u és v az R" tér két tetszbleges vektora.

a) Az u vektor hosszdn onmagdval vett skaldris szorzatdnak gyokét értjiik,
azaz

lu| = Vu-u. (1.3)

b) Az u és v vektorok (hajlas)szogének koszinusza az aldbbi torttel defini-

dlhaté:
u-v
cos(u,v), := —— (1.4)
|uf[v]
c) Azt mondjuk, hogy az u és v vektorok merdlegesek eqymdsra, ha
u-v=0. (1.5)

d) A két vektor végpontjdnak tdvolsdgdn, amit egyszeriien a két vektor ta-
volsdganak neveziink, a

d(u,v) = |u—v]| (1.6)

értéket értjiik.
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» A fenti definici6kat érdemes megtekinteni koordinatads alakjukba
atirva. Eszerint példaul

lu| = \/ud +us+---+u2,
U101 + U + - - -+ Uy

B3+t fd o+ 40

cos(u,v), =

> A fenti definiciok koziil a vektorok hajlasszogének definiciéja még
hidnyos. Egy szog koszinusza csak a [—1,1] intervallumba es§ szdm
lehet, ezért e definicié csak akkor értelmes, ha az (1.4) képlet szdmla-
u||v|, azaz ha n-dimenziés

l6jdra és nevezgjére igaz, hogy |u-v| <
vektorokra is fonnall a CBS-egyenl6tlenség. Ezt hamarosan igazolni
fogjuk!

1.53. PELDA (VEKTOROK SZOGE ES TAVOLSAGA). Az u = (2,3,4,14)
vektornak mennyi az abszoliit értéke, mennyia v = (4,6, —10,10) vektortdl
vald tdvolsdga, és mennyi a w = (0,3,6, —2) vektorral bezdrt szigének
koszinusza?

MEGOLDAs. A vdlaszhoz az (1.3), az (1.6) és az (1.4) képleteket hasz-
néljuk:

lu| = /22 + 32 + 42 + 142 = /225 = 15,
d(u,v) = /(242 + (3 6)2 + (4 — (~10))2 + (14— 10)2
=V22 4324142442 =15

2.0+3-3+4-6+14-(-2) 1

= = —. 0O
V22432442 4+142,/024+ 32+ 62+ (—2)2 21

cos(u, w)

1.54. TETEL (CAUCHY-BUNYAKOVSZKIJ-SCHWARZ-EGYENLOTLENSEG).
Tetszoleges u, v € IR" vektorokra

w-v[ < [uf]v]. (17)

Egyenl6ség pontosan akkor dll, ha u és v linedrisan dsszefiiggok, azaz egyik
vektor a mdsik skaldrszorosa.

BrzonviTAs. Tegyiik fel el6szor, hogy v = 0. Ekkor a tétel allitasanak
mindkét része nyilvan igaz, hisz egyenl6ség 4ll fenn, és a két vektor
linedrisan osszefiiggd. Ha v # 0, akkor legyen e = v/|v| a v irdnyt egy-
ségvektor. Az u vektor e egyenesére merSleges dsszetevéjének hossza,

49
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illetve annak négyzete nyilvin nem negativ, azaz
0<|u—(u-e)el?
= [u?+|u-ef*—2Ju-ef?

=[uf’ ~ |u-ef

2
| |2 |u-v|
v’

Innen atrendezéssel azonnal megkapjuk a bizonyitandé allitdst. Mas-
részt az is vilagos, hogy 0 = |u — (u - e)e| csak akkor allhat f6nn, ha
u = (u-e)e, azaz ha u és e parhuzamosak, azaz ha u a v skaldrszorosa,

vagyis ha a két vektor linedrisan osszefliggo. O
1.55. TETEL (HAROMSZOG-EGYENLOTLENSEG R"-BEN). Tetszéleges

u,v € R" vektorokra
lu+v| < |u|+]v].

A bizonyitds megegyezik a 3-dimenzids véltozatra, azaz az 1.22. té-

telre adott bizonyitassal.
A vektor abszolut értékét a skalaris szorzat segitségével definidltuk,
de forditva, a skaldris szorzat is kifejezhet6 a vektor abszoltt értékével.

1.56. TETEL (SKALARIS SZORZAT ES ABSZOLUT ERTEK IR"-BEN). Tetszd-
leges u, v € R" vektorokra

= 2 (lutvP ~ ju—vP) (1.8)

c
<
|

(la+vP = a2 - v?) (19)

NI —

BrzonyiTAs. A bizonyitdsban az abszolut érték (1.3)-beli definiciéjat

hasznaljuk:
Sl vl —fu V) = L () ()~ (- v) - (- v))
4 4

1
=—(u-ut+u-v+v-u+v-v-u-utu-v+v-u—v-v)

4
= 1(4u V)=u-v
=1 = .
A masik formula hasonléan bizonyithato. O

Végiil egy fontos Osszefiliggés az ortogondlis vektorrendszerekrdl:

1.57. ALLITAS (ORTOGONALIS VEKTORRENDSZER LINEARIS FUGGETLEN-
SEGE). Tegyiik fel, hogy a zérusvektortdl kiilonbozd vy, vo,..., vy vektorok
pdronként ortogondlisak, azaz bdrmely i # j esetén v;-v; = 0. Ekkor e
vektorok linedrisan fiiggetlenek.



VEKTOROK 51

BizonvyiTAs. Tegytik fel, hogy valamely cy, c3,. .., ¢x konstansokra
C1V] + vy + - - - + v = 0.

Szorozzuk be az egyenl6ség mindkét oldalat skaldrisan a v; vektorral.
Mivel i # j esetén v; - v; = 0, ezért azt kapjuk, hogy

CiV;-V; = O,

amibdl v; - v; # 0 miatt kovetkezik, hogy ¢; = 0. Mivel ez minden
i=1,2,...,k indexre igaz, ezért a vektorok val6ban linedrisan fiigget-
lenek. 0O

» Ha e vektorok az R" tér vektorai, akkor felvetd6dik a kérdés, hogy
mi k és n viszonya. Késébb latni fogjuk, hogy k < n.

» Késobb azt is meg fogjuk mutatni, hogy barmely fiiggetlen vektor-
rendszerbdl kiindulva megkonstrudlhat6 egy vele azonos elemszamu
ortogonadlis vektorrendszer. A mfiszaki alkalmazédsokban is gyakori,
hogy egy meglévé alapvektorrendszerbdl egy ortogonalis, majd abbdl
egy ortonormalt vektorrendszert konstrualunk.

Korreldcids egyiitthatd Az n-dimenzids térben szerzett friss szemléle-
tink segitségiinkre legy egy fontos fogalom megértésében.
Adva van két adatsor: x1, xo,... Xy 65 Y1, Y2,. .. Yn. Atlagukat jelolje
%, illetve ¥, azaz
X1+x2+...+ x4 yi+y+...+yn

X = iy =
n oY n

Az r-rel jelolt an. korreldcids egyiitthaté azt méri, hogy a két adatsor
kozti linedris fliggvénykapcsolat milyen erds. Az erre hasznalt képlet
a kovetkezd:

. i (xi — %) (i —9) .
VEL (i = 22T (i — 92

Vajon hogyan méri r a linedris fliggvénykapcsolat er6sségét?

Tegytik fel, hogy a két adatsor kozt fonnall az y; = cx; + d linedris
fuggvénykapcsolat minden i = 1,2,...n indexre valamely c, d kons-
tansokkal. Ha mindkét adatsorbél levonjuk az atlagukat (més széval a
két adatsort normiljuk), akkor az igy kapott

a=x;i—% bi=yi—7 (i:1,2,...,1’1)

adatsorokra igaz a b; = ca; Osszeftiggés. Ugyanis

n
7= % (Zcxi+d> =cx+d,
i=1



52 LINEARIS ALGEBRA

amib6l b; = y; —j=cx;+d —cx —d = c(x; — X) = ca;.

Tehét az y; = cx; + d linedris fiiggvénykapcsolat pontosan akkor 4ll
fonn, ha a normadlt adatsorokra b; = ca;. Az adatsorokat n-dimenziés
vektorokba foglalva ez azzal ekvivalens, hogy b = ca, azaz ha e vekto-
rok kollinedrisak. A korrelaciés egytitthaté nem mas, mint e két utébbi
vektor szogének koszinusza, ugyanis

cos(a,b), = a-b _ Li1 aibi

[allb] \/Z?:l ”12\/2?:1 by
(i = %) (yi — 9)
VI (= 222 (5 - )2

Valéban, a két vektor szogének koszinusza pontosan akkor 1, ha a

=7.

vektorok szoge 0, és akkor —1, ha a szog 7. A korrelaci6 tehat —1 és
1 kozt véltozik, és abszolut értéke annal kisebb, minél nagyobb az a és
b vektorok hajlasszoge, azaz minél kevésbé kollinedrisak, azaz minél
kevésbé erSs a két szdmsorozat kozti linedris fliggvénykapcsolat.

Ha r = 0, akkor a és b mer&legesek, ekkor linearis fliggvénykap-
csolat nincs az eredeti két mennyiség kozt (mds kapcsolat még lehet,
tehat nem feltétlentil fiiggetlen a két adatsor egymastol valészintiség-
szdmitasi értelemben). A fogalom mélyebb megértése a valészintiség-
szdmitds ismeretét is megkivanja, ezzel mi itt nem foglalkozunk.

Bitvektorok, kédvektorok” A modern szdmitégépek memorigjdban vagy
hattértaroloin az adatok taroldsdnak legkisebb egysége a bit. Egy bittel
két allapot tarolhatd, melyeket a 0 és 1 szamokkal jeloliink, de amelyek
tobb mindent is reprezentdlhatnak: hamis/igaz, nem/igen, ki/be,....
A biteket a hardver lehet&ségei és a feladat igényei szerint csoportok-
ba, sorozatokba, vektorokba gytjtik, melyekkel kiilonféle mtiveletek
végezhet6k. Ezek attdl is fliggnek, hogy a bitvektorok milyen adatokat
kédolnak. E miiveletek koziil minket azok fognak érdekelni, melyek
algebrailag a korabban megismert vektormtiveletekre hasonlitanak.

Az egyszerliség kedvéért a bitvektorokat gyakran a biteket jelold
szdmjegyek egyszer(i egymads mellé irdsaval adjuk meg, pl. 01110101 2
(0,1,1,1,0,1,0,1) vektort jeloli.

A modern szdmitdstechnika szamtalan kédot hasznal, mely bitvek-
torokkal (is) leirhat6. Példdul karakterek kédolasdra hasznélatos a 7-
dimenzids bitvektorokbdl 4ll6 ASCII-kéd, a decimalis szamok kédola-
sara a 4-dimenzi6s bitvektorokbdl &ll6 BCD-kod.

Az emberek 4ltal is elolvashat6 kédok gyakran decimadlis szamokbol
allnak. Példaul az emberek azonositasara haszndlt személyi szdm egy

olyan vektornak tekinthets, amelynek koordinatéi a 10-elemti {0,1,...,9}

halmazbdl valok.
A koédoldshoz mi a tovdbbiakban mindig egy rogzitett, véges kod-

Bit: az angol binary digit kifejezésbol
képzett sz6, ami magyarul bindris, azaz
kettes szdmrendszerbeli szdmot jelent.
A szoftver (software) sz6t is megalkoto
John W. Tukey otlete.

Az ASCII-x6D eredendfen az angol
nyelvii szovegek kédoldsara tervezett 8-
hosszt bindris kéd (azaz 1 bédjtos). Az
angol nyelv betdii, irasjelei, és néhdny
szamitégépet vezérl6 karakter mind-
egyikének egy olyan vektor felel meg,
melynek els¢ koordinatdja o. Tehat a
lehetséges 256 darab 8-hosszui vektor-
bol 128 tartozik a kodba. Pl a ,z” be-
tti ASCII-k6dja o1111010, decimalis alak-
ban 122.

A BCD-x6p decimdlis szdmok egyik
szokédsos kddoldsa, mely a szam ket-
tes szamrendszerbe valé étirdsa helyett
a szamjegyenként val6 kodoldst valaszt-
ja. Tobb véltozata is van, a legegysze-
riibbikben minden szdmjegynek 4-4 bit
felel meg, igy a 16 lehetséges 4-hosszu
kédszé helyett csak tizet haszndl: a 0,
1,..., 9 jegyek kédja rendre 0000, 0001,
0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111, 1000,
1001. fgy az 561 BCD-kédja harom kod-
vektorbdl all: 0101 0110 0001. A kettes
szamrendszerbeli alak 1000110001.



dbécét hasznalunk, amelynek bettii dltaldban a 0-t6l n — 1-ig terjedd
egészek lesznek. Az &bécé ,betliib6l”, azaz elemeibdl képzett vekto-
rokat kddvektoroknak vagy kddszavaknak nevezziik. A bitvektorok is
kodvektorok, ahol a kddédbécé a kételemii {0,1} halmaz.

A kodvektorok koordinatdinak szamat, vagyis a kodvektor dimenzi-
6jat a kod hosszdnak nevezziik. Ez természetesen nem analég fogalom
a vektor abszolut értékével.

A személyi szam tehdt egy 10-elemti dbécébdl képzett 11-hosszu
kédszé. Nem minden 11-hosszti decimalis vektor lehet személyi szam,
mert az utols6 koordinéta egy ellen6rzé jegy, vagyis a személyi szam,
mint kéd, matematikailag a 11-hosszti kédvektorok halmazanak egy
részhalmazaként irhat6 le. Ezért dltaldban a k6ddbécé betliibsl képzett
vektorok részhalmazait fogjuk kédnak nevezni.

1.58. DEFINIcIO (KOD). A kéd egy kozos dbécébdl képzett azonos hosszii-
sdgui kédszavak egy halmaza. Koédolas sordn a kédolando objektumokhoz
kédszavakat rendeliink, dekédolés az ellenkezd irdnyii folyamat.

F6ként az informdciéelméletben valtoz6 hosszi kodszavak is tartoz-
hatnak egy kddhoz. Mi ilyenekkel nem fogunk foglalkozni, de megem-
litjtik, hogy a karakterek manapsag elterjedt UTF-8 kédolasa is ilyen,
amelyben egy karakterkédja 8-, 16-, 24- vagy 32-bites lehet.

Vektormfiiveletek Z'-ben” A Zy-re vonatkozé ismereteket a fiiggelék-
ben részletezziik. Az 1.44. definicié szerint Z}, a Z,-beli n-hosszta
vektorokbdl 4all. E vektorok dsszeadésa, skaldrral vald szorzésa és ska-
laris szorzéasa a Z,,-beli miiveletekkel az R"-beli vektormtiveletekhez
hasonléan végezhet6 el. Ennek kovetkeztében a linedris kombindcio,
linedris fliggetlenség itt is ugyantigy definidlhat6 és hasznalhato.

1.59. PELDA (LINEARIS KOMBINACIO Z)),-BEN). Szdmitsuk ki a Zg—beli
a=(1,0,0,1,1,0), b=(0,1,0,1,0,1) és ¢ = (0,0,1,0,1,1)

vektorok Osszes linedris kombindcidjdt Zo-beli egyiitthatékkal, valamint a
Z3-beli
u=(1,1,0)ésv=(01,1)

vektorok Osszes linedris kombindcidjat Z3-beli egyiitthatokkal.

MEGOLDAS. A lehetséges xa + yb + zc alak linedris kombinéciok sza-
ma 8, hisz x,y,z € Z,, vagyis mindegyik egyiitthaténak 0 vagy 1
az értéke, és ez 2-2-2 = 8 eshetéség. Az x = y = z = 0 eset
a zérusvektort adja. Ha x, y és z koziil csak egyikiik értéke 1, a
tobbi 0, akkor a harom adott vektort kapjuk vissza. Azok az ese-
tek maradnak, amikor legalabb két vektort kell osszeadni. Példaul
la+1b +0c = (1,0,0,1,1,0) + (0,1,0,1,0,1) = (1,1,0,0,1,1). Az
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Osszes linedris kombindacié az 1.1. (a) tdbldzatban lathato.

Az xu + yv alakd linearis kombindcidk szdma 9, mivel x,y € Z3,
azaz lehetséges értékiik o, 1 vagy 2, ami 3 -3 = 9 lehet&séget ad. Pél-
daként egy linedris kombinaci6, a tobbi az 1.1. (b) tdblazatban lathato:
2u+1v=2(1,1,0)+(0,1,1) = (2,2,0) + (0,1,1) = (2,0,1). O

E paragrafus tovdbbi részében a vektormtiveletekre két alkalmazést
mutatunk.

1.60. PELDA (ONE TIME PAD — A TOKELETES TITKOSITAS). Az iizenet kiil-
dése elbtt a kiildd és a fogado megegyezik egy titkos kulcsban, mely egy olyan
hosszii véletlen bitvektor, mint amilyen az iizenet legfoljebb lehet. Legyen a
kules k € Z7'. Legyen a titkositandd iizenet u € Z1'. A titkositds sordn a
kiildg kiszdmolja az u + k vektort, és azt kiildi a fogaddnak, aki a titkositott
iizenethez maga is hozzdadja a kulcsot, és mivel bdrmely x € Z5' vektorra
x+x =0, ezért (u+k)+k =u+ (k+k) = u, vagyis a fogadé igy
valdban megfejti az iizenetet.

» Példaként egy tizenet, egy kulcs és a kettd Osszege — a titkositott
tizenet — a tomor bitvektor-jeloléssel

az lizenet: u = 010101010000111111111111
a kulcs: k = 001011000101101001011010
a titkositott tizenet: u+k =011110010101010110100101

» A bitvektorok ilyen médon val6 Osszeaddsa megegyezik a kizadr6
vagy nevii logikai mtivelettel, melyet a XOR széval (exlusive or), vagy
a @ miiveleti jellel is szoktak jelolni (1d. ??. példa).

» E titkositds hatranya, hogy a k kulcs csak egyszer hasznalhato fel,
mert két kiilonb6z6 u; + k és u, + k iizenetet elcsipve és 6sszeadva az
(u; + k) + (uz + k) = u; + up vektorban mar nem szerepel k, és ez
statisztikai moédszerekkel mar megfejthetd.

» Bizonyithatd, hogy e kod megfejthetetlen, ha k valéban véletlen
bitsorozat, és csak egyetlen {izenet titkositasdra haszndljuk.

A kodelmélet egyik célja, hogy redundéns informéaci6é hozzdadasa-
val elérje az elkiildott tizenet megérkezését zajos, veszteséges csator-
nén keresztiil is. Ennek két gyakran alkalmazott tipusa a hibajelzé és a
hibajavité kéd: az el6bbi az atvitel soran bekovetkezett bizonyos hiba-
kat jelez a fogad6 szamdra, mig az utébbi bizonyos hibék kijavitasat is
lehet&vé teszi. Az 1.59. példdban eléllitott linedris kombindcidk hiba-
jelz6 kédok, egyikiik hibajavité is. Az 1.25. feladat arra kérdez, hogy
milyen hibat jeleznek, illetve javitanak.

Az elektronikus szamitégépek adatkezelésének egyik els6 otlete az
adattarolas vagy tovdbbitds biztonsdgosabba tételére a paritasbit. Ha
egy n-hosszu b bitvektorhoz még egy bitet csatolunk, melynek értéke

xyz xa+yb+zc Xy xu+yv
ooo (0,0,0,0,0,0) oo (0,0,0)
100 (1,0,0,1,1,0) 10 (1,1,0)
o1o0 (0,1,0,1,0,1) 20 (2,2,0)
oo1 (0,0,1,0,1,1) o1 (0,1,1)
110 (1,1,0,0,1,1) 11 (1,2,1)
101 (1,0,1,1,0,1) 21 (2,0,1)
or1 (0,1,1,1,1,0) o2 (0,2,2)
111 (1,1,1,0,0,0) 12 (1,0,2)

22 (2,1,2)

(a) (b)

1.1. tdbldzat: Vektorok lineéris kombina-
Cibi (a) Z; és (b) Z5 folott.



1, ha b-ben pdratlan sok bit egyenlé 1-gyel, egyébként 0, akkor olyan
(n + 1)-hossza vektort kapunk, melyben péros sok 1-esnek kell lenni.
Ha egy bit elromlik, paratlan sok 1-es lesz, tehdt ez az (n + 1)-edik bit
hibajelz6. Ezt nevezziik paritdsbitnek.

1.61. PELDA (PARITASBIT). [rjuk fel a paritdsbitet skaldris szorzatként!

MEGOLDAS. A paritasbit Z; folott 1-b alakba irhat6, ahol 1 a b-vel
azonos hosszisagu és csupa 1-esbdl 4ll6 vektor. O

A paritdsbit altaldnositdsa az dn. ellendrz 0sszeg, melyre szamtalan
példat taldlunk a mindennapi életben.

A magyar személyi szdm a személyre jellemz6 10 jegybdl, és az azt
kovetd e ellen6rz6 6sszegbdl all. Az e kiszamitasi képlete

Z11-ben szémolva: ¢ = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) - u,

ahol u a személyi szdm els6 10 jegye. A személyi szam 8-10-edik je-
gyét ugy valasztjak ki, hogy e # 10, igy az ellen6rzd Osszeg mindig
egyjegyd.

A termékek EAN-kédja (European Article Number) egy 13-jegyfi, a
termék azonositdsara szolgalé kéd, melyhez egy vonalkéd is tartozik.
A 13-dik jegy az ellenérz6 0sszeg. Ha az EAN kodvektort v jeldli,
akkor fonn kell allni

Zq9-ben szémolva az (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) - v=0

Osszeftiggésnek (1.45. dbra).
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1.45. dbra: Egy koényv ISBN-13 koédja,
ami egyuttal az EAN kédja is. Az EAN-
kédhoz tartozik egy vonalkéd is. 2007
6ta a konyvek ISBN-szdma (ISBN-13)
megegyezik EAN-kédjaval (kordbban az
ISBN-szam 10-jegyfi volt).
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Feladatok

1.25% Az 1.1. (a) tablazatban egy 8 binaris kodszobdl, a
(b) tablazatban egy 9 ternér k6dszobol allé kéd kédszavai
vannak felsorolva. Hatdrozzuk meg, hogy e kédok hany
hiba jelzésére és hany hiba javitdsara képesek! (Az, hogy
egy kod képes k hibét jelezni, azt jelenti, hogy ha legfoljebb
k jelet megvaltoztatunk barmelyik kédszéban, akkor egy
kédba nem tartozé vektort kapunk. Az, hogy a kéd képes
d hibat javitani, azt jelenti, hogy barmely kédszéban legfol-
jebb d jelet megvaéltoztatva olyan vektort kapunk, amelyb&l
mas kodsz6 nem kaphat6é meg legfoljebb d jel megvaéltoz-

tatasaval.)

1.26. Mely bitvektorokra igaz, hogy minden bitjiik a vektor
maradék részének paritasbitje.

1.274 ELLENGRzO OsszeG Csak az ellendrzd dsszeget néz-
ve érvényes személyi szdm-e a 26012310018, és érvényes
EAN-ké6d-e a 9998887776665?

1.28% 2007 el6tt a személyi szamhoz hasonlé médon szé-
moltdk ki a konyvek tn. ISBN-10 kédjanak ellen6rzd je-
gyét, ami ha 10 volt, X-et frtak (rémai 10-es). A képlet:

Z11-ben szémolva: (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)-u=0

ahol u a konyv ISBN-kédja, aminek utolsé jegye az ellen-
6rz6 osszeg. Egy konyv kédjanak elsé 9 jegye 963076198.
Mi e konyv teljes ISBN-szdma?
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Megolddsok

1.1. ,Ha az irdnyitott szakasz a hal, akkor a vektor a hal-

raj.”

1.2. a)I%az. b) Hamis, példaul ha O = A, akkor O—/K +
O?: ,mighaO:B,akkorm—i—O?:]ﬂ. c)lgaz, az
eredmény O valasztasatol fliggetleniil BA. d) Igaz. e) Ha-
mis, lehetnek ellenkez6 irdnyuak is. f) Igaz.

— s —— — s = -
1.9. PP, + P,P3 + P3Py + ...+ P,_1Py, = PP, PiP, +
P2P3 + P3P4 +...4+ Pnflpn =+ Pnpl =0.

1.12. a) Hamis, lehet, hogy a harom koziil két vektor egy
egyenesbe esik, és a harmadik fliggetlen t6liik: ez a har-
madik nem 4llithaté el a masik kettd linearis kombina-
cidjaként. b) Igaz, példaul i, j és i+ j ilyenek. De bar-
mely harom egy sikba es6 nemzérus-vektor ilyen, ha kozii-
litkk barmely kett6 linedrisan fliggetlen. c) Igaz, példdul ha
b = c és a fliggetlen b-t6l. d) Hamis, példdul ha b = ¢ és
a fiiggetlen b-t6l, akkor a nem fejezhet6 ki b és ¢ linedris
kombinéacidjaként.

1.13. Ha |AP| : |PB] = m : n, akkor |AB| : |PB| =

(m+n) :n, amibsl BP = i BA. De OP — O?Jrﬁ
ésBj:(ﬁf(ﬁ,igyOHP:(ﬁ+min((ﬂ7(ﬁ),ami—

b&l azonnal koévetkezik a bizonyitandé formula. A felezé-
pontot az m = n = 1 esetben kapjuk, és ekkor valéban

ﬁgzlo_f@r%o?.

1.15. Legyenek a és c fliggetlen vektorok, b pedig tetsz6-

leges. Ekkor az (a-b)c szorzat parhuzamos a ¢ vektor-

ral, mig az a(b - ¢) szorzat az a vektorral, tehét (a-b)c #

a(b-¢).

1.16. Jeldlje P szomszédait Q, R és S.

a) Ekkor két lapatl6-vektor példaul a 1@ + PR és a PR +
PS vektorok. Ezek szorzata:

(@er_ﬁ)(ﬁjtﬁ) -
PG PR+ PQ-P§+PR- PR+ PR - P$ =
PR-PR=1.

Kihasznaltuk, hogy mer6leges vektorok skalaris szorza-
ta 0.

b) Hasonl6an kaphat6 meg egy lapétlo-vektor és a testatls-
vektor (1@ —+ ﬁﬁ + ﬁ) szorzata:

(@+PT€)-(1@+P7§+IJ’§) — PQ-PO+DPR-PR=2.

¢) A Q, R és S cstcsok olyan sorrendben legyenek meg-
vélasztva, hogy Iﬁ, 1;73 és ﬁ ebben a sorrendben

jobbrendszert alkosson. Ki fogjuk hasznalni, hogy ek-
kor 1@ X ﬁ = 1?5 Egy élvektor és egy szomszédos
lapatlé-vektor vektori szorzata:

PG < (P + PR) =

@X@—l—lﬁxp_f{:
0+ P$ = PS,

vagyis a szorzat a két vektor lapjdra meréleges élvektor.
d) Legyen a lapvektor a PR, a nem szomszédos lapatlo-
vektor ﬁ + l@ . Ezek szorzata:

I@x (ﬁﬁ-l@) =
PO x P+ 7O x 8 = P§ - P,

ami a lapatlo-vektor sikjanak masik lapatl6-vektora.

1.18. Harom kiilonb6z6 dolog (igy harom vektor is) hatfé-
leképp rakhat6 sorba. Ha az a, b és ¢ vektorok jobbrend-
szert alkotnak, akkor ugyancsak jobbrendszert alkotnak a
b, ¢, aés a ¢, a, b vektorhdarmasok is. A tovdbbi harom eset-
ben, azaz a ¢, b, a, valamint a b, a, ¢ és az a, ¢, b hdrma-
sok esetén balrendszert kapunk. A ,bizonyitds” egyel6re
a keziink harom ujjarél valé leolvasassal torténik. Késébb
matematikai bizonyitést is adunk, lasd ???.

1.19. Egyik lehet6ség a megoldasra: ||bla| = |[[a|b| =
la||b|, ezért a parallelogramma-moédszert egy rombusz-
ra kell alkalmazni. Egy mdsik lehet6ség: az a/|a| és
b/|b| két egységvektor, igy Osszegiik szogfelezs, mivel a
parallelogramma-médszer rombuszt ad. E vektor |a||b|-
szerese ugyanugy szogfelezs, és épp ez a feladatbeli vek-
tor.

1.21. Milyen irdnyokat cserél fol a tiikor, és milyeneket
nem? Nem cseréli fol a sikkal parhuzamos irdnyokat: min-
den, a tiikor sikjaval parhuzamos vektor tiikorképe 6nma-
ga. Tehat, ha a ttikor el6tt dllunk, és a tiikor is fliggoleges,
akkor a ,folfelé” irany a tiikorképen sem valtozik. Viszont
a tiikor foleseréli a tiikorre merdleges irdnyokat. Miel6tt
megnézziik, hogy hogy cserélédik fel a jobb és a bal, defi-
nidlnunk kell mi az, hogy jobb és bal? Egy lehet6éség a de-
finidlasra: ha értelmezve van egy viszonyitdsi rendszerben
(pl. az emberi testhez képest, vagy a mozgo6 jarmtiben,...)
a fol és az eldre, melyek egymdsra merdleges irdnyok, ak-
kor a jobb irany az eldre x fol vektori szorzattal definidlhato.
Ennek képe a titkorben viszont (—el6re) x fol = —jobb, ami
épp a bal.

1.22. A feladat szerint ¢ € R; pontosan akkor teljestil, ha
a R c. Tegyiik fel, hogy R, és R, nem diszjunkt. Ha c egy
kozos elemiik, akkor ¢ az a-val és b-vel is reldciéban van,
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azaz a R ¢ és b R ¢, de a szimmetria miatt ¢ R b, a tranzi-
tivitds miatt pedig az a R ¢ és ¢ R b relaciokbol kovetkezik
az a R b. Ekkor pedig a tranzitivitdst hasznédlva barmely
x elemere b R x-b&l kovetkezik a R x, azaz x € R,-bdl
kovetkezik x € R,, azaz Ry C R;. Az a és b szerepét meg-
forditva kapjuk R, C Rj, tehat R, = R;,. Végiil be kell
még latnunk, hogy e halmazok unidja kiadja az egész X
halmazt. Ez igaz, hisz minden a elemre a R 4, azaz a € R,.

1.25. ...

1.26. Minden olyan vektor, amelyben péros sok 1-es van,
eleget tesz a feladatbeli feltételnek, a tobbi nem.

1.27. Ez a személyi szdm érvényes, mert

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) - (2,6,0,1,2,3,1,0,0,1) =
1-242-6+3-04+4-14+5-246-3+7-14+8-0+9-0+
10-1 mod 11 = 63 mod 11 = 8.

Ez az EAN-kéd nem érvényes, mert
(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)- (9,9,9,8,8,8,7,7,7,6,6,6,5) =

(94+3-949+3-84+8+3-847+3-7+7+3-6+6+3-
6+5) mod 10 = 183 mod 10 = 3 # 0.

1.28. Mivel (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)-(9,6,3,0,7,6,1,9,8,¢) =
10-94+9-6+8-3+6-7+5-6+4-14+3-9+2-84+¢ =
287 +emod 11 = 1+e = 0, ezért e = 10, azaz a teljes kod
963076198X (a konyvre olvashatébban irva 963-07-6198-X).
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Linedris egyenletrendszerek és megolddsuk

A linedris egyenletrendszerek geometriai megkozelitése utdn megis-
merjiik a megoldds technikait, végiil a megoldasok halmazanak szer-
kezetét!

Egyenes és sik egyenletei

A stk és a tér pontjainak és vektorainak koordindtdit haszndlva lehetdvé vdlik
geometriai alakzatok algebrai vizsgdlata, vagy algebrai problémdk jobb megér-
tése geometriai szemléltetéssel.

Alakzatok és eqyenletek

2.1. PELDA (Az x +y = 1 EGYENLET). Egy tetszbleges sikbeli koordind-
tarendszerben dbrdzoljunk néhdny pontot, melynek koordindtdi kielégitik az
x +y = 1 egyenletet. Fogalmazzunk meg sejtést az egyenlet dsszes megol-
ddsdnak megfelel6 pontok halmazdrol!

MEGOLDAs. A 2.1 dbran két kiilonb6z6 koordinatarendszert dbrazo-
lunk, és azokban a fenti egyenletet kielégité pontok koziil néhdnyat.
Ennek alapjan azt sejthetjiik, hogy az x +y = 1 egyenletet kielégitd
pontok egy egyenesen vannak. Ezt az egyenest is berajzoltuk. A sej-
tést hamarosan bizonyitjuk. O

2.2. PELDA (Az x? +y? = 1 EGYENLET). Egy tetsz6leges sikbeli koordi-
ndtarendszerben dbrdzoljunk néhdny pontot, melynek koordindtdi kielégitik
az x* +y* = 1 egyenletet. Fogalmazzunk meg sejtést az egyenlet dsszes
megolddsdnak megfelel6 pontok halmazdrdl!

MEGOLDAS. Az aldbbi d4bran néhdny koordinatarendszert abrazoltunk,
az x2 +y? = 1 egyenletet kielégits néhany ponttal. A ??? fejezetben
visszatériink e feladatra, és meg fogjuk mutatni, hogy az egyenletet
kielégitd pontok egy ellipszisen vannak. O

2.1. dbra: Az x +y = 1 egyenletet kielé-
git6 néhany pont két kiilonb6z6 koordi-
natarendszerben.
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2R

2.3. DEFINICIO (ALAKZAT (IMPLICIT) EGYENLETRENDSZERE). Egy geo-
metriai alakzat egy adott koordindtarendszerre vonatkozé (implicit) egyen-
letrendszerén olyan egyenletrendszert értiink, melynek egyszerre minden
egyenletét kielégitik a térnek az alakzathoz tartozé pontjai, de mds pontok
nem. Ha az egyenletrendszer egy egyenletbdl dll, az alakzat egyenletérél
beszéliink. Az egyenletet vektoregyenletnek nevezziik, ha nem a pontok
koordindtdira, hanem a pontokba mutaté vektorokra irjuk fel. Egy alak-
zat m egyenletbdl dllo egyenletrendszerének, illetve m vektoregyenletbdl dlld
egyenletrendszerének dltaldnos alakja

Fi(x1,x2,...,%,) =0 Fi(r)=0

Fz(x1,x2,...,xn):0 Fz(l‘):O
illetve

Fun(x1,%2,...,%,) =0 Fu(r) =0

ahol (x1,x2,...,%,) € R" a tér eqy pontja, és r az oda mutaté vektor.

Kozépiskolai tanulményainkban tobb példat lattunk alakzat egyen-
letére, példaul tudjuk, hogy a sikban a koordinatatengelyek szogét fe-
lez6 egyenes egyenlete y = x, azaz x —y = 0. Ortonormdlt bazist
vélasztva az orig6 kozep(i egységsugart kor egyenlete x2 + y? = 1.
Az el6z6 két egyenlet mindegyikébdl kifejezhetd a két koordinata egy
paraméter bevezetésével. Az y = x egyenlet ekvivalens az

x=t
y=t
egyenletrendszerrel, mig az x> +y? = 1 egyenlet ekvivalens az
X = cost
Yy = sint

7 z

egyenletrendszerrel. Mindkett6 atirhaté vektoralakba is. Hasznéljuk a
oszlopvektoros jelolést:

m - H FER, illetve H = [Cf’st], te[0,2m) CR.
y t Y sin ¢

2.2. dbra: Az x? +y? = 1 egyenletet ki-
elégits (x,y) pontok halmaza két koor-
dinatarendszerben.

A latin eredet(i implicit sz6 jelentése nem
kifejtett, rejtett, ami az Osszekot, Ossze-
fligg, Osszekever, koriilcsavar jelentésti
implico (implico) sz6 szdrmazéka. E sz6
a matematikdban az implicit alak, imp-
licit fiiggvény, stb. kifejezésekben arra
utal, hogy valamely fontosnak tekintett
mennyiség, valtozo, stb. nincs kifejezve a
képletbsl. Ugyanennek a szénak a szar-
mazéka a magéba foglal, maga utdn von
jelentésti implikdl sz6 is, mely a matema-
tikai logika ,ha..., akkor...” szerkezet(i
miveletével, az implikdciéval is kapcso-
latban van.
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% %

E két példa vezet a kovetkez6 édltaldnos fogalomhoz.

2.4. DEFINICIO (ALAKZAT (EXPLICIT) EGYENLETRENDSZERE). Egy geo-
metriai alakzat egy adott koordindtarendszerre vonatkozo (explicit) egyen-
letrendszerén olyan egyenletrendszert értiink, melyben az egyenletek bal
oldaldn a pontok koordindtdit megadé vdltozck, jobb oldaldn adott paraméte-
rek fiiggvényei szerepelnek. Altaldnos alakja

X’l:f](tl,tZ,...,tk)
x2:f2(tl/t2/'--/tk)

X — fn(tl,tz,. . .,tk)

aholty € [, tp € I,..., ty € Iy, és Iy, ..., I, C R. Az ilyen egyenletrend-
szer egyetlen vektoregyenletté foghaté ossze:

r= f(tl,tz,.. -/tk)/

ahol f egy RF — R" fiiggvény. Az explicit egyenletrendszereket szokds
paraméteres egyenletrendszernek is nevezni.

A kovetkezd paragrafusokban egyenes és sik kiilénb6z6 egyenleteit,
egyenletrendszereit fogjuk attekinteni példakat adva a fenti két altala-
nos definiciéra.

Stkbeli egyenes egyenletei Tekintsiik a sik egy tetszbleges e egyenesét,
és jeloljuk ki a sikban az O origét. Legyen a nemzérus v egy tet-
szbleges, az egyenessel parhuzamos vektor. Az ilyen vektorokat az
egyenes irdnyvektordnak nevezziik. Mutasson ry az egyenes egy tetsz6-
leges, kijelolt pontjaba. Vildgos, hogy az e egyenes barmely pontjdba
mutat6 r vektor el6éll ry + tv alakban, ahol t valés szam. Masrészt
ha Q a sik egy tetszbleges, nem az e egyenesre es$ pontja, akkor az
OQ — rg vektor nem parhuzamos v-vel, tehat nem is konstansszorosa,
azaz OQ — ry # tv semmilyen f-re sem, igy O@ nem &ll el6 rg + tv
alakban. Tehdt az e tetszleges pontjdba mutaté r vektor felirhato
r = 19 + tv alakban, és ez csak e pontjaira igaz.

2.5. ALLITAS (SIKBELI EGYENES EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). A sik
minden egyenesének van

r=ryp+tv, teR (2.1)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii egyenlet eqy egyenes egyenlete,
ahol v az egyenes egy irdnyvektora, és ro az egyenes egy tetszbleges, de
rogzitett pontjdba mutaté vektor.

A sikbeli egyenesre merdleges vektorokat az egyenes normdlvekto-

A latin eredetti explicit sz6 jelentése ki-
fejtett, vildgosan kimondott, ami a kibont,
szétterit, kiszabadit, atvitt értelemben
tisztdz, kifejt, megfejt jelentésti explico
(explico) sz6 szadrmazéka. E sz6 a mate-
matikdban az explicit alak, explicit fiigg-
vény, stb. kifejezésekben arra utal, hogy
valamely fontosnak tekintett mennyiség,
véltozo, stb. ki van fejezve a tobbi segit-
ségével.

2.3. dbra: Egyenes explicit vektoregyen-
lete: r = rg + tv.
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rainak nevezziik. Legyen n egy tetszbleges, a v-re merSleges vektor,
azaz legyen n az e egy normadlvektora. Azt, hogy r — ry az e tetszodle-
ges pontjdba mutaté r vektorra pdrhuzamos v-vel, tgy is kifejezhetjiik,
hogy r — ry merdleges n-re. A merSlegesség pedig kifejezhetd a skala-
ris szorzattal. Igy az egyenes egy implicit vektoregyenletéhez jutunk:
r pontosan akkor mutat az e egy pontjdba, han- (r—ry) = 0. Ez az
egyenlet dtrendezés utdn n - r = n - ry alakra, majd a C = n - 1y jelolés
bevezetésével n - r = C alakra hozhaté.

2.6. ALLITAS (SIKBELI EGYENES IMPLICIT VEKTOREGYENLETE). A sik
minden egyenesének van

n-(r—rg) =0, (2.2)

és vele ekvivalens
n-r=C (2.3)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet eqy egyenes egyenle-
te, ahol n az egyenes egy normdlvektora, ro az egyenes egy tetszbleges, de
rogzitett pontjdba mutaté vektor és C konstans.

A (2.2) alakt egyenlet konnyen &tirhat6 (2.3) alakivd a C = n -1y
jeloléssel. Az atalakitas forditott iranyban is egyszerfi, hiszhan-r =
C, akkor taldlunk olyan ry vektort, melyre n-ry = C. Ez azért igaz,
mert ha tetsz6leges n-re nem mer6leges v vektorra n-v = D, akkor
n- (%v) =C,igyazr = %V megfelel.

Az r = (x,y), 1o = (x0,y0) és v = (a,b) jeloléseket haszndlva az
explicit vektoregyenlet azonnal egyenletrendszerré alakithato.

2.7. ALLITAS (SIKBELI EGYENES EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A sik
minden egyenesének van

X = Xxg +at (2.4)
2.
Yy =Yyo+ bt 4

alakii egyenletrendszere, ahol (a, b) az egyenes egy irdnyvektora, és (xo,Yo)
az egyenes egy tetszdleges rogzitett pontja.

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy az explicit egyenletrendszer-
bdl a t paraméter kikiiszobolhetd, és igy egy implicit egyenletet ka-
punk.

2.8. ALLiTAS (SIKBELI EGYENES (IMPLICIT) EGYENLETE). A stk minden
egyenesének van
Ax+By=C (2.5)

alakii egyenlete, és minden ilyen alakii egqyenlet eqy egyenes egyenlete, ahol
A és B koziil nem mindkettd nulla, és (—B, A) az egyenes eQy irdnyvektora.

» A bizonyitas el6tt érdemes megjegyezni, hogy az egyenes fenti imp-

2.4. dbra: Sikbeli egyenes implicit vektor-
egyenlete: n- (r —rg) = 0.

0

2.5. dbra: Sikbeli egyenes (implicit) vek-
toregyenlete: n-r = C. Ha n egységuek-
tor, akkor az n - r = C geometriai jelen-
tése az, hogy az egyenes barmely pont-
jaba mutaté vektornak az n egyenesére
es6 merdleges vetiilete C. Ez az dbra is
ezt az esetet szemlélteti.
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licit egyenlete az egyenes n - (r —rg) = 0 alaka vektoregyenletéb6l
azonnal megkaphato, de ezt egyel6re csak ortonormilt koordinadtarend-
szerben tudjuk koénnyen igazolni. Legyen (A,B) = (b, —a). Ez az
egyenes egy normalvektora, hisz mer6leges az (a, b) iranyvektorra. To-
vabbéd r — rg = (x — x0,¥ — Yo), ezért a vektoregyenlet

(A,B) - (x—x0,y —¥) =0

alaku lesz, ami a skaldris szorzast elvégezve az A(x — xg) + B(y —
Yo) = 0 formuldt adja. Ha a koordindtarendszer nem ortonormalt, az
(A, B) vektor nem sziikségképpen normalvektor, és a skaldris szorzas
képlete is mas, de azért a (2.5) egyenletrél mondott allitds igaz. Erre
olyan bizonyitast adunk, mely az explicit egyenletrendszerre épiil.

BizonyiTAs. Ha a vagy b valamelyike 0, akkor a két egyenlet egyike
felesleges, példdul ha a = 0, akkor az egyenletrendszer alakja

X = Xp

Yy =yo+ bt

ami ekvivalens az x = xg egyenlettel, hisz az y = yo + bt semmi madst
nem mond, mint hogy y egy valés szdim. Mivel (a,b) # (0,0), ezért
csak az az eset marad, amikor a és b egyike sem 0. Ekkor mindkét
egyenletbdl kifejezhets t, és a két értéket egyenl6vé téve kapjuk, hogy

X — X0 :y—y()
a b’

azaz

bx —ay = bxy — ayo, vagy b(x — xo) —a(y —yo) = 0.

Legyen a tovabbiakban A = b és B = —a. Ekkor a fenti egyenlet
Ax + By = Axp + Byg lesz. Az egyenlet jobb oldalan 1év6 konstanst
C-vel jelolve az egyenes egyenlete Ax + By = C alakot 6lt. Mds-
részt konnyen lathat6, hogy minden ilyen alakti egyenlet egy egyenes
egyenlete, mert ekvivalens egy egyenes paraméteres egyenletrendsze-
rével. Nevezetesen az Ax + By = C egyenlet visszairhaté Ax + By =
Axg + Byg alakba, hisz az Axp + Byg = C egyenletben A # 0 esetén
egy tetszleges yo-t valasztva, egyértelmiien kifejezhetd xo. (A B # 0
eset anal6g.) Ennek alapjan felirhaté a (2.4) egyenletrendszer. O

2.9. PELDA (SIKBELI EGYENES EGYENLETEI). [rjuk fel annak az egyenesnek
dsszes egyenletét vagy egyenletrendszerét, mely dtmegy a (2,3) és az (1,1)
koordindtdjii pontokon.

MEeGoLDAs. Ha egy egyenes dtmegy e két ponton, akkor irdnyvektora
a két pontba mutaté vektorok kiilonbsége, azaz v = (2,3) — (1,1) =
(1,2). Legyen 1y = (1,1), de az ryp = (2, 3) vélasztas is megfeleld.
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Az irdnyvektor segitségével kapjuk, hogy

iR

Explicit (paraméteres) egyenletrendszer alakban:

1
1

1

t
+ 2

x=1+4+ ¢
y=1+2t

Az irdnyvektorbol (A, B) = (2,—1), innen az egyenes egyenlete 2x —
y=2-1-1-1,azaz
2x—y=1

Ortonormalt koordindta-rendszerben a
(2,-1)-(x—1y—1)=0

egyenletet kapjuk vektoregyenletként, mely kiszamolva az el6z6 egyen-
letet adja. O

Sikbeli pont egyenletei  Tekintsiik a sikbeli (xg, o) pontot. Ennek expli-
cit egyenletrendszere, illetve vektoregyenlete:

e illetve Lo | .
Y =1Yo ¥ Yo

Ez annyira nyilvanvalé, semmitmondé, hogy a gyakorlatban nem is
szoktunk pont egyenleteir6l beszélni, e konyvbe is csak didaktikai
okokbodl keriilt, ugyanis a matematikai fogalmak megértésében gyak-
ran nagy segitségiinkre van a széls6, extremalis esetek megértése, vizs-
gdlata.

Mivel itt az alakzat csak egyetlen pontbdl all, nincs sziikség para-
méterre, igy ez az alak egyuttal implicitnek is tekinthet6. Ekkor tgy
tekintiink ugyanerre az egyenletrendszerre, mint két egyenes egyen-
letére, melyek normalvektorai (1,0) illetve (0,1), és amelyek metszés-
pontja a keresett pont:

X =X x4+ 0y = x
0 vagy minden egyfitthatot kifrva yo R

Y= Yo 0x+ ¥ =yo
Ez adja az otletet, egy pont implicit egyenletrendszerének tekinthet-
nénk két egyenletet, melyek egymast az adott pontban metsz6 egy-egy
egyenes egyenletei. Tehdt mondhatjuk, hogy a pont implicit egyenlet-
rendszerének éltaldnos alakja:

Aix+Biy=C;
Axx 4+ By =G
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Az azonban nem igaz, hogy minden ilyen alakii egyenletrendszer egy
pont egyenletrendszere, mert két egyenes metszheti egymast egyetlen
pontban, de lehet, hogy nincs kdzds pontjuk, és lehet végtelen sok
kozos pontjuk is. Epp ennek a kérdésnek a részletes vizsgélata lesz
a 2. fejezet témaja.

A 3-dimenzids tér sikjainak eqyenletei Tudjuk, hogy két linearisan fiig-
getlen u és v vektor barmely linedris kombindcidja a két vektor altal
meghatdrozott sikban van, tovdbbad hogy e sik barmely vektora el6all
a megadott két vektor linearis kombindci6jaként (Id. 1.8.. és 1.11. téte-
lek). Ebbdl azonnal adédik, hogy a sik egy rogzitett pontjdba mutaté g
vektor segitségével a sik barmelyik pontjdba mutaté r vektor felirhato

r = 1y + su + tv alakban.
2.10. ALLITAS (SIK EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). Bdrmely siknak van
r=rg+su+tv (2.6)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet egy sik egyenlete, ahol
u és v a sik két linedrisan fiiggetlen vektora és rg a sik egy tetszoleges, de
rogzitett pontjiba mutato vektor.

Hasonléan a sikbeli egyeneshez, a térbeli sik egyenletébdl is kikii-
szobolhet6 a paraméter a merblegesség felhaszndaldsaval. Az 1.17. fel-
adat allitdsa szerint, ha egy vektor mer6leges két tetszbleges vektor
mindegyikére, akkor meréleges azok linedris kombindacidjara is. Mivel
az n = u X v merGleges u-ra és v-re is, ezért mer6leges azok minden
linearis kombin&cidjara is, azaz az r — ryp = su + tv vektorra is. Ez az
észrevétel az alapja az alabbi tételnek.

2.11. ALLfTAs (SIK IMPLICIT VEKTOREGYENLETE). A hdromdimenzids
térben minden stknak van

n-(r—rg) =0, (2.7)

és a vele ekvivalens
n-r=C (2.8)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet egy sik egyenlete, ahol
n a stk eqy normdlvektora, ro a sik egy tetszbleges, de rogzitett pontjiba
mutaté vektor és C konstans.

Az allitas igazoldsa anal6g a sikbeli egyenesnél leirtakkal (Id. 2.2. fel-
adat).

Az r = (x,y,2), to = (x0,Y0,20) és u = (ay,by,c1) v = (az,by,¢2)
jeloléseket haszndlva az explicit vektoregyenlet azonnal egyenletrend-
szerré alakithato.
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2.12. ALLfTAs (SIK EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A hdromdimenzids
tér minden sikjdnak van

X = xg + a8 + aot
Y =yo+bis+ bt (2.9)

z = zg+ 18 + oot

alaki egyenletrendszere, ahol (ay,by,c1) és (az, by, c2) a sik két linedrisan
fiiggetlen vektora, és (xo, Yo, 20) a sik egy tetszbleges rigzitett pontja.

Az explicit egyenletrendszerbdl kikiiszobolhet6 a két paraméter, ha
példaul két egyenletbdl kifejezziik a paramétereket, és behelyettesitjiik
a harmadik egyenletbe. fgy egy implicit egyenletet kapunk. A szami-
tasokat nem részletezziik, az eredmény

(b1C2 — szl)(x — XO) + (C1ﬂ2 — czal)(y —yo) + (ﬂlbz — azbl)(z —Zo) =0.

Az (A,B,C) = (byca — bacy, c1ap — caaq,a1by — apby) jeldléssel a sik
egyenlete A(x — x9) + B(y — yo) + C(z — z9) = 0 alakra hozhato, vagy
ami vele ekvivalens, Ax 4+ By 4+ Cz = D alakra.

2.13. ALLITAs (SIK IMPLICIT EGYENLETE). A hdromdimenzids térben
minden stknak van
Ax+By+Cz=D (2.10)

alakii egyenlete, és minden ilyen alakii egyenlet egy sik egyenlete, ha A, B
és C legaldbb egyike nem nulla, és D = Axg + Byo + Czo, ahol (xo, Yo, 20)
a stk valamely pontja.

A sik fenti egyenlete a sik n - (r —rp) = 0 alaku vektoregyenletébdl is
megkaphat6, de ezt egyel6re csak ortonormdlt koordindtarendszerben
tudjuk konnyen igazolni. Mivel

(A,B,C) = (bica — bacy, c1a3 — c2a1,a1by — azby), (2.11)

ami épp az u x v vektorral egyenld, ezért (A, B,C) merSleges a sik
minden vektordra, vagyis a sik egy normalvektora. Azn - (r—1p) =0
egyenletet koordinatés alakba atirva kapjuk, hogy

(A,B,C) - (x —x0,¥ — Yo,z —29) = 0.

2.14. PELDA (STK EGYENLETEI). Irjuk fel annak a siknak az egyenleteit,
mely dtmegy a (0,—1,2),a (—=1,0,7) ésa (2,1,4) pontokon.

MEGOLDAS. A harom pontba mutaté vektorok kiilonbségei a sikkal
pérhuzamos vektorok, igy azokkal felirhaté a sik mindegyik egyenlete.
Két vektor a lehetséges harombol:
u=(214)—(0,—-1,2) = (2,2,2), és
v=(-10,7)—(0,-1,2) = (—1,1,5).
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Ezek alapjan példaul az ryp = (0, —1,2) vélasztas mellett a sik explicit

vektoregyenlete
x 0 2 -1
yl = |-1| +s|2| +t| 1},
z 2 2 5
explicit egyenletrendszere
x= 25— t
y=-1+2s+ t
z= 2425+ 5t

Mivel a (2.11) képlet szerint (A, B,C) = (8, —12,4), ezért a sik implicit
egyenlete 8(x —0) —12(y — (—1)) +4(z —2) = 0, azaz 4-gyel valo
osztés és dtrendezés utdn

2x -3y +z=>5.
[gy ortonormalt koordinatarendszerben a
(2,-3,1) - (x,y,z) =5, vagy (2,-3,1) - (x,y+1,z—-2) =0

a sik implicit vektoregyenlete. O

Térbeli egyenes egyenletei Mindaz, amit a sikbeli egyenes explicit vek-
toregyenletérdl mondtunk a 61. oldalon, 1ényegében véltoztatas nélkiil
megismételhetS. Jeloljiik ki a térben az origét, és tekintsiik azt az e
egyenest, melynek irdnyvektora v, és amely dtmegy azon a ponton,
melybe az ry vektor mutat. Vildgos, hogy az ¢ egyenes barmely pont-
jaba mutato r vektor el6éll ry + fv alakban, ahol t valds szam, és az e-re

nem illeszked& pontokra ez nem &ll. Igy igaz a kovetkezé allitas:

2.15. ALLITAS (TERBELI EGYENES EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). A hd-
romdimenzids tér minden egyenesének van

r=ryg+tv (2.12)

alaki vektoregyenlete, és minden ilyen alakii egyenlet eqy egyenes egyen-
lete, ahol v az egyenes egy irdnyvektora, és rq egy tetszlleges, de rogzitett
pontjdba mutaté vektor.

Itt nem tudjuk a paramétert egyetlen vektoregyenletben kikiiszobol-
ni, de az explicit egyenletrendszerré valé atirds megy, ha felvesziink
egy koordindtarendszert, melyben r = (x,y,z), rop = (xo0,v0,20) és
v=(ab,c):
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2.16. ALLiTAs (TERBELI EGYENES EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A tér
minden egyenesének van

X = Xxg +at
Yy =yo+bt (2.13)
zZ = zg + ct

alaki egyenletrendszere, ahol (a,b,c) az eQyenes egy irdnyvektora, és
(x0,Y0,20) az egyenes egy tetszbleges rogzitett pontja.

A fenti explicit (paraméteres) egyenletrendszerb6l a paraméter ki-
kiiszobolhet6. Ha az a, b és ¢ szdmok valamelyike 0, akkor a neki
megfeleld fenti egyenletben méar nem szerepel ¢, akkor nincs is mit
tenntink. Ha legalabb két egyenletben szerepel ¢, akkor mindegyikbd&l
kifejezve t-t, majd egyenlévé téve Sket paraméter nélkiili egyenleteket
kapunk. Példaul ha 4, b és ¢ egyike sem 0, akkor

X — X0 y—y():Z—ZQ

= =
a b c

A t-t elhagyva val6jaban harom egyenletet kaptunk:

X—X0 _Y—Yo X—Xp0  Z—2Z2p Y—Yo Z—2p

a b a c b c

Annak az egyenletnek nincs értelme, amelyikben a nevez6 0, de a ne-
vezbkkel valé bévités utan kapott

b(x —x0) =aly—vo), c(x—x0)=a(z—z), c(y—1yo)=>b(z—z)

egyenletek mindegyike korrekt akkor is, ha 0 valamelyik egyiittha-
t6. E harom egyenlet hdrom sik egyenlete, melyek metszésvonala az
adott egyenes. Kivétel az az eset, amikor az egyik egyenlet 0 = 0 ala-
ki, ilyenkor a mésik két egyenlet egy-egy sik egyenlete. Egy egyenes
azonban megadhat6 két sik metszésvonalaként, igy adédik a kovetke-
z6 tétel, melynek bizonyitdsat feladatként ttizziik ki (Id. 2.3. feladat):

2.17. ALLITAS (TERBELI EGYENES IMPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A tér
minden egyenesének van két egyenletbdl dllo eqyenletrendszere. Ha az egye-
nes egy irdnyvektora (a,b,c), akkor a két egyenlet az aldbbi hdrom koziil
barmelyik kettd, amelyik nem 0 = 0 alakii:

b(x —xo) = a(y — yo)

c(x —x) = a(z — zo) (2.14)

c(y —yo) = b(z — zo)
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> A (2.14) egyenletrendszer a kovetkez6 alakba is atirhato:

bx —ay = bxg — ayy
cx —az = cxy —azy (2.15)

cy —bz= cyo — bz

Errél konnyen leolvashat6, hogy ha pl. a # 0, akkor a masodik egyen-
let b-szeresébdl kivonva az elsé egyenlet c-szeresét, a harmadik egyen-
let a-szorosat kapjuk. Hamarosan latni fogjuk, hogy eszerint a harma-
dik egyenlet elhagyhat6, anélkiil, hogy az egyenletrendszert kielégitd
pontok halmaza megvéltozna.

2.18. PELDA (TERBELI EGYENES EGYENLETRENDSZEREI). [rjuk fel annak
az egyenesnek az explicit és implicit egyenletrendszerét, mely dtmegy az
A(1,3,4) ésa)a B(3,3,1), illetve b) a C(5,5, —2) ponton.

MEGOLDAS. a) Az A és B pontot 9sszekots vektor = (2,0, —3). Innen
az egyenes explicit egyenletrendszere

x=1+4+2t
y=3
z =4 —13t,

melynek madsodik egyenlete, y = 3, egy xz-sikkal parhuzamos sik
egyenlete. A masik két egyenletbdl kikiiszobolve t-t, egy masik sik
egyenletét kapjuk. Az egyenes ennek a két siknak a metszésvonala.
Az els6 egyenletbdl t = 1(x — 1), a harmadikbol t = —1(z — 4) ezért
3x 42z = 11. Igy az el6z6 egyeneshez a kovetkez6 implicit (paraméter
nélkiili) egyenletrendszer tartozik, mely két sik egyenletébdl all:

3x +2z=11
y = 3.

b) Az A és C pontot Osszekotd vektor itt = (4,2, —6). Innen az
egyenes explicit egyenletrendszere

x =144t
y=3+2t
z =4 — 6t.

Mindegyik egyenletbdl kifejezve t-t kapjuk, hogy

x—1 y-3 z-4

t= .
4 2 —6

Ez a kovetkez6 harom sik egyenletét adja:

x-1 y-3 z—-4 x-1 y-3 =z-4

4 27 -6 47 2 —6
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Atrendezve
x—2y =-5
3x +2z= 11
3y+ z= 13.

E harom sik koziil barmely ketté meghatdrozza az adott egyenest, igy
e hdrom egyenlet koziil barmely kett6 az egyenes (implicit) egyenlet-
rendszere. O

Térbeli pont eqyenletei  Csak a teljesség és az analogidk megértése célja-
bél vizsgdljuk meg a tér egy pontjdnak lehetséges egyenleteit. A térbeli
(x0,Y0,z0) pont explicit egyenletrendszere, illetve vektoregyenlete:

X = Xg x X0
y =1y, illetve vyl = |yo|-
z=2zp z 20

Az explicit egyenletrendszert implicit alaknak is tekinthetjiik, ekkor
harom — a koordinétasikokkal parhuzamos — sik egyenletét latjuk, me-
lyek egyetlen kdzos pontban metszik egymadst.

X = X0 x+0y+0z = xg
y =1y, vagy minden egyiitthatét kifrva Ox 4+ y+ 0z = yp.
z= zg Ox+0y+ z= 2o

A sikbeli esethez hasonléan egy pont implicit egyenletrendszerének te-
kinthetnénk harom egyenletet, melyek egymadst az adott pontban met-
sz6 egy-egy sik egyenletei. Tehat mondhatjuk, hogy a pont implicit
egyenletrendszerének &ltaldnos alakja:

Aix+Biy+Ciz=Dq
Apx + Boy + Coz = Dy
Aszx 4 B3y + C3z = D3.

Itt is 6vatosnak kell lenniink, mert nem minden ilyen alaki egyen-
letrendszer egy pont egyenletrendszere. Példdul harom sik metszheti
egymadst egy egyenesben, de parhuzamos sikok esetén az is el6for-
dulhat, hogy nincs koz6s pontjuk. E kérdés vizsgélatdra visszatériink
a 2. fejezetben.

Egyenletek R"-ben Az egyenes és a sik explicit vektoregyenlete R"-
ben is ugyanolyan alakt, mint R3-ben, azaz az egyenes explicit vek-
toregyenlete r = 1o + tv, a siké r = rg + su + tv alaku.
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2.19. PELDA (EGYENES £S SfK EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). [rjuk fel az
A(1,1,1,1), B(2,3,2,4) pontokon dtmend egyenes, valamint az A, B és
C(3,2,1,0) pontokon dtmend sik explicit vektoregyenletét!

Mecorpis. Az AB = (1,2,1,3) és az AC = (2,1,0,—1) vektorok se-
gitségével azonnal folirhaté az egyenes és a sik egyenlete is:

1
+t +t .

, illetve +s

IS S I
|
ISR N IS
|

1
2
1
3

e e
W = N =
e e

-1 O

A sikbeli egyenes és a térbeli sik vektoregyenlete n-r = c alaku.
E két esetben ez az egyenlet az n-dimenziés tér egy n — 1-dimenzids
alakzatanak egyenlete (n = 2,3). A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy
ez altalaban is igaz, de e pillanatban még a dimenzié fogalmat sem
definialtuk, ezért egyel6re csak nevet adunk ennek az alakzatnak. Az
R" térben n # 0 esetén az n-r = c egyenletet kielégit6 r vektorok
végpontjainak halmazat hipersiknak nevezziik. Koordindtés alakban

ax1 +axxy 4+ ... +apx, =¢,

ahol n = (ay,ay,...,a,) a hipersik normdlvektora (1d. 2.1. feladat), r =
(x1,x2,...,x,) a hipersik egy tetsz6leges pontjdba mutaté vektor.

A kovetkez6 tablazat osszefoglalja geometriai alakzatoknak a tovab-
biak szempontjdbodl legfontosabb egyenleteit.

Explicit Implicit
vektoregyenlet  egyenlet(rendszer)
egyenes r=r1p+tv Ax+By=C
Sikban pont r=r Ax+ By =G
Axx + By = Cy
stk r=rg+su+tv Ax+By+Cz=D
egyenes r =1+ tv A1x+ By +Ciz =Dy
Térben Axx + By + Coz =Dy
pont r=rg Aix+ By +Ciz =Dy
Apx + Boy + Coz = Dy
Azx + B3y + C3z = D3
hipersik = ??? a1x1 + axy 4+ ...+ apx, =b
R"-ben sik r=rg+suttv ??7?
egyenes r =rg+tv 7?

pont r=rg 7?

2.1. tdbldzat: Geometriai alakzatok
egyenletei: az R"-beli egyenletek koziil
tobbet még nem ismertink, ezeket harom
kérdgjel jelzi, de arra biztatjuk az Olva-
s6t, hogy az analégia fonaldn haladva fo-
galmazza meg sejtéseit.
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Feladatok 2.2. Igazoljuk a sik implicit vektoregyenletére vonatkozé
2.11. allitast.

2.1. Mutassuk meg, hogy IR" egy tetszbleges n-r = ¢

egyenlet(i hipersikjanak barmely két pontjat 6sszekoté vek-  2.3. Igazoljuk a térbeli egyenes implicit egyenletrendszeré-

tor merdSleges n-re. re vonatkoz6 2.17. allitast!
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A linedris egyenletrendszer és két modellje

E szakasz témdja a linedris egyenletrendszerek fogalma és a linedris egyenlet-
rendszer megolddsdnak két geometriai interpretdcidja: hipersikok metszetének

meghatdrozdsa és egy vektor linedris kombindcioként valé elddllitdsa. A szd-
mitdsok kényelmes konyuvelésére bevezetjiik a mdtrix fogalmdt.

P

Linedris egyenlet és egyenletrendszer Az el6z rész végén lattuk, hogy
a sikbeli egyenes egyenletének &ltalanos alakja Ax + By = C, ahol A,
B és C konstansok. Ennek altalanositdsaként jutunk a linedris egyenlet
fogalmdhoz."

2.20. DEFINICIO (LINEARIS EGYENLET). Az
axy+axx,+---+ayx, =b (2.16)

alakra hozhaté egyenletet az xq, xo...x, ismeretlenekben linedris egyen-
letnek nevezziik, ahol aq, ay,. .. és a,, valamint b konstansok. Az aq, as,. ..
és a, konstansokat az egyenlet egytitthatéinak, b-t az egyenlet konstans
tagjanak nevezziik.

» Példaul az alabbi egyenletek linedrisak:
1
x—2y=1, En—w6@+w5—nn3za acos0.87 — 0.15¢ = 0.23.

» A kovetkez6 egyenletek nem linearisak az x, i és z ismeretlenekben:

xz—y=0, x+2y=3, xsinz+ycosz+y=2%

viszont mindegyikiik linedris az x és y ismeretlenekben, hisz ekkor z
paraméter, melynek barmely értéke mellett linearisak az egyenletek.
> Az

x=y, x=3-y+2z

egyenletek az x, y és z ismeretlenekben linedrisak, mert azonos 4atala-
kitassal a definiciébeli alakra hozhatok:

x—y+0z=0, x+y—2z=23.

» Masrészt az

Z+l12-0
egyenlet nem linedris, mert a z-vel val6 beszorzds nem azonos atalaki-
tas, tehat a linedris x + y + 2z = 0 egyenlettel nem ekvivalens.

* Linedris: a vonalas jelentésti latin linearis
sz6b6l ered, mely a lenfonal, horgdszzsi-
nor, atvitt értelemben wvonal, hatdrvonal
jelentésti linea (linea) sz6 szarmazéka.
A matematikaban egyenessel kapcsolatba
hozhaté, illetve elséfokii értelemben szo-
kds haszndlni.
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Linedris egyenletek egy véges halmazat linedris eqyenletrendszernek
nevezziik. Az egyenletrendszer ismeretlenei mindazok az ismeretle-
nek, amelyek legaldbb egy egyenletben szerepelnek. Ha egy isme-
retlen egy egyenletben nem szerepel, akkor tgy tekintjiikk, hogy 0 az
egytitthatéja. A jobb attekinthet6ség kedvéért az egyenletrendszereket
ugy irjuk fel, hogy az ismeretlenek mindegyik egyenletben ugyanab-
ban a sorrendben szerepeljenek. Egy egyenletrendszer egy egyenletbdl
is allhat.

» Linedris egyenletrendszerek példaul a kovetkezdk:

3x— y=2 X1 =3
—x+2y==6 b)) =1 2x=3y+z—w=6. (2.17)
x+ y==6 x3 =4

» Elképzelhetd, hogy egy egyenletrendszer azonos atalakitasa kozben
olyan egyenletet kapunk, melyben minden egytitthaté 0, azaz amely
0 = b alaki. Az is lehet, hogy egy egyenletrendszerben egyes egytitt-
hat6k paraméterek. Ilyenkor tudnunk kell, mely valtozok az ismeret-
lenek, melyek a paraméterek. Igy a kovetkezd egyenletrendszerek is
linedrisak az x és y ismeretlenekben:
ax =2a 3x—y=0 _
v —x+2y=0 ty=1 (2.18)

1
—_ -y = 0:2.
Y 0=0

Mindezek utan folirjuk az egyenletrendszer altaldnos alakjat:

2.21. DEFINfCIO (LINEARIS EGYENLETRENDSZER). Linedris egyenlet-
rendszeren ugyanazokban a vdltozokban linedris egyenletek egy véges hal-
mazdt értjiik. Altaldnos alakja m egyenlet és n ismeretlen esetén

anxi+ apxs + ...+ ayx, = by

a1 X1+ axpnxy+...+ axyx, = by
(2.19)

A1 X1+ ApaX2 + .o 4 ApnXy = by,

ahol x1, x3,... Xy, az ismeretlenek, ajj az i-edik egyenletben az X ismeretlen
egyiitthatojdt jeloli, és b; az i-edik eqyenlet konstans tagja. Ha mindegyik
egyenlet konstans tagja 0, a linedris egyenletrendszer homogén, ha csak egy
is kiilonbozik 0-t6l, inhomogén.

» A (2.17) egyenletrendszerei mind inhomogének, mig a (2.18) kozép-
s6 egyenletrendszere homogén.
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2.22. DEFINiCIO (LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA). Azt
mondjuk, hogy a rendezett (uy,uy, ..., uy,) szim-n-es megolddsa a (2.19)
egyenletrendszernek, ha megolddsa minden egyenletnek, azaz ha minden
egyenletet kielégit az x1 = uy, Xxp = uy,..., Xy = Uy, helyettesitéssel. Ha e
szdm-n-est vektornak tekintjiik, megoldasvektorrol beszéliink. Az dsszes
megoldds halmazit az egyenletrendszer megoldashalmazdnak nevezziik.
Egy egyenletrendszert konzisztensnek (vagy megoldhaténak) neveziink,
ha megolddshalmaza nem iires. Ellenkez0 esetben az egyenletrendszer in-
konzisztens (nem megoldhato).

» A (2.17) egyenletrendszereinek egy-egy megoldasa: (x,y) = (2,4),
(x1,x2,x3) = (3,1,4), (x,y,z,w) = (2,0,2,0). A harmadik egyenlet-
rendszernek tébb megoldésa is van, példadul egy masik megoldas az
(x,y,z,w) = (3,0,0,0).
> A (2.18) els6 egyenletrendszerének megoldésa (x,y) = (1,a), a mé-
sodiké (x,y) = (0,0). A harmadik egyenletrendszernek nincs megol-
désa, hisz nincs olyan x és y érték, melyre foénndllna a Ox + Oy = 2
egyenlség.
» Altaldban, a

Ox14+0xp 4+ -+ -+ 0x, =

egyenletnek minden szdm-n-es megoldasa, mig a

Ox;+0xp+---4+0x,=b, (b#0)

egyenletnek egyetlen megoldésa sincs.

Ekvivalens linedris egyenletrendszerek  Tekintsiik az alabbi harom egyen-
letrendszert:

x+ y=3 x+y=3 x =2

(2.20)
x+2y=4 y=1 y=1

Mindhédromnak (x,y) = (2,1) az egyetlen megoldasa.

2.23. DEFINICIO (EKXVIVALENS EGYENLETRENDSZEREK). Azonos ismeret-
lenekkel felirt két eqyenletrendszert ekvivalensnek neveziink, ha megoldd-
saik halmaza azonos.

2.24. TETEL (EKVIVALENS ATALAKITASOK). Az aldbbi transzformdciék
minden egyenletrendszert ekvivalens egyenletrendszerbe visznek dt:

1. két eqyenlet felcserélése;

2. egqy egyenlet nem nulla szdmmal vald szorzdsa;

3. egy egyenlet konstansszorosdnak egy mdsikhoz addsa.

Ezen kiviil

4. egy 0 = 0 alakii egyenlet elhagydsa

is ekvivalens dtalakitds, de ez egqyel csokkenti az egyenletek szdmidt.

Ha egy egyenletrendszer tobb egyenlet-
bl éll, mint ahany ismeretlene van, tiil-
hatdrozottnak nevezziik, mig ha kevesebb
egyenletbdl all, alulhatdrozottnak. E fo-
galmak idénként félrevezetd megfogal-
mazasokhoz és téves kovetkeztetésekre
vezetnek, ha az az elképzelés alakul ki,
hogy a tulhatarozottsdg azt jelenti: az
egyenletek (a feltételek) mar ,tdl sokan”
vannak ahhoz, hogy akar csak egy szam-
n-es is kielégitse. Kés6bb latni fogjuk,
hogy ezzel ellentétben nem a ,tal sok”
egyenlet, hanem az egymasnak ellent-
mondé egyenletek okozzdk az inkon-
zisztenciat. Hasonloképp az alulhatéro-
zottsdg nem jelenti azt, hogy sziikség-
képpen tobb megoldés is van. Alulha-
tarozott egyenletrendszer is lehet inkon-
zisztens. Egyediil annyi mondhato¢: alul-
hatarozott egyenletrendszernek nem le-
het csak egyetlen megoldasa.
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BizoNyiTAs. Az els6 kett6 és a negyedik atalakitas nyilvanval6an nem
valtoztatja meg a megolddsok halmazat (a negyedikkel kapcsolatban
lasd a 2.11. feladatot). Nézziik a harmadik 4talakitast. Tekintsiik az ere-
deti egyenletrendszer egy megolddsat, és azt az 1ij egyenletrendszert,
melyet az i-edik egyenlet c-szeresének a j-edikhez addsaval kapunk.
Vilagos, az 4talakitds el6tt is elvégezhetjiik a behelyettesitést, akkor
viszont egy kielégitett egyenl6ség konstansszorosat adjuk egy masik-
hoz, ami igy ugyancsak ki lesz elégitve. Tehat az eredeti egyenletrend-
szer minden megoldésa az djnak is megolddsa. Mdsrészt viszont az tj
egyenletrendszer minden megolddsa az eredetinek is megoldésa, hisz
az visszakaphato az 1jbdl az i-edik egyenlet —c-szeresének a j-edikhez
adasaval. Vagyis a két megoldashalmaz megegyezik. Tehét ez az at-
alakitds is ekvivalens. O

Muitrixok Az egyenletrendszer megolddsaban az ekvivalens atalaki-
tdsok sordn a mfiveleteket csak az egyenletrendszer egyiitthatéival és
konstans tagjaival végezziik, ezért az egyenletrendszer megolddsainak
lépéseit elég csak egy olyan tabldzaton elvégezni, mely az egyiittha-
tokat és a konstansokat tartalmazza. Az ilyen szamtabldzatokat mit-
rixoknak nevezziik, ezekkel késébb kiilon fejezetben foglalkozunk. A
matrixba irt szdmokat a mdtrix elemeinek nevezziik.

A mitrix méretének jellemzéséhez mindig el6bb a sorok, majd az
oszlopok szamat adjuk meg, tehat egy m X n-es matrixnak m sora és n
oszlopa van. Egy ilyen métrix 4ltaldnos alakja:

a1 a4 A1n

ay; 42 2n
A =

Am1 Om2  --- Amn

A matrixokat® altalaban nagy bettivel jeloljiik, e konyvben — kovetve
a miiszaki nyelv szokdsait — félkovér nagy betfivel. A matematikaban
elterjedt az a szokds, hogy a matrixot jel6l6 nagy bettivel azonos kis
bettik jelolik a matrix elemeit, tehat A elemei a11, a1.... A fenti mat-
rixra szokds még a tomorebb

A = [a;i]mxn vagy egyszerlien az A = [a;]

jelolést haszndlni. Sokan haszndlnak szogletes helyett kerek zaréjelet
a matrixok jelolésére.

Mindig az els6 index jeldli a sor, a masodik az oszlop szamadt, tehat
ay3 a 2-dik sor 3-adik oszlop keresztez6désében 4ll6 elemet jeloli. Idén-
ként, a félreérthetSség elkertilésére a;; helyett a; -t irunk (pl. a,,,,1).

A matrix fodtlojdba azok az elemek tartoznak, amelyek ugyanannyi-
adik sorban vannak, mint ahdnyadik oszlopban, azaz a példaul a fenti
matrixban a f64tl6 elemei a1, az),. . ..

Mitrix: a latin mater (mater) (anya, szii-
l6anya, forrds) sz6 szadrmazéka a mat-
rix (matrix), melynek jelentése az eurd-
pai nyelvekben a kovetkez6 valtozaso-
kon ment at: anyadllat, vemhes dllat, anya-
méh, bezdrt hely, ahonnan valami kifejlédik,
bezdrt, koriilzdrt dolgok sokasdga, tombje.
Jelentése az élettanban méh, a geoldgi-
dban finomszemcsés k6, melybe fosszi-
liak, kristdlyok, dragakovek vannak zar-
va, az anatémidban a kormot, fogat ki-
alakit6 szovet.

* A programnyelvekben - ellentétben a
matematikdval — a kisbettivel/nagybe-
tiivel val6 jelolésnek nincs a maétrixot
az elemétdl valé megkiilonboztetd sze-
repe. A legtobb magasszintli nyelv-
ben az A-val jelolt matrix (informatikai
széhasznélattal tomb) i-edik sordnak j-
edik elemét Al[i,j] vagy A(i,j) jelo-
li. Az alacsonyabb szintti C-tipust nyel-
vekben nincs 2-dimenzi6és tomb, a mét-
rixot egy olyan 1-dimenziés tomb rep-
rezentdlja, melynek minden eleme 1-
dimenzios tomb, igy A[i] az i-edik sort,
A[i1[j] az i-edik sor j-edik elemét jelo-
li. A matrix alapt nyelvekben egy mat-
rix egy sorvektora vagy oszlopvektora
koénnyen kiemelhetS, pl. az A matrix 2.
sordt az A(2,:), 3. oszlopat a A(:,3)
koddal érhetjiik el. Sok programnyelv-
ben a tombdk elemeit nem 1-t51, hanem
0-t6l indexelik, ilyen példaul a C és a Py-
thon is.
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A vektorokat is szokds mudtrix jeloléssel, mdtrix alakban, azaz egy 1-
soros vagy 1-oszlopos madtrixszal leirni — ahogy azt az els6 fejezetben
mi is tettiik. Az n x 1-es matrixot oszlopvektornak vagy oszlopmitrixnak,
az 1 x n-es métrixot sorvektornak vagy sormdtrixnak is szokds nevezni.
Annak a kérdésnek az eldontése, hogy egy n-dimenziés vektort sor-
vagy oszlopvektorral reprezentaljunk, dontés (szokds, izlés) kérdése.
Manapsdg jobban el van terjedve a vektorok oszlopvektoros jelolése,
ezért e konyvben alapértelmezésként mi is ezt a jelolést fogjuk hasz-
nalni, de egyes témédknal a masik hasznalatat is bemutatjuk. Igy tehat
az (1,2) vektornak megfelel sorvektor és oszlopvektor alakja

[1 2} , illetve H )

amelyek koziil, ha mast nem mondunk, az utébbit fogjuk a vektor
matrixos jeloléseként hasznélni.

Altalaban a;j jeloli az A matrixb6l kivalaszthato j-edik oszlopvek-
tort, ha csak oszlopvektorokkal dolgozunk. Ha sor- és oszlopvektorok
is egylitt szerepelnek, az i-edik sorvektort a;,, a j-edik oszlopvektort
a,; jeloli dsszhangban az elemek indexelésével. Ehhez hasonlo jelolést
haszndlnak a matrix alapt nyelvek is (Id. a széljegyzetet). Az A mat-
rix i-edik sordra az (A);,, j-edik oszlopdra az (A),;, elemére az (A);;
jelolés is haszndlatos.

2.25. PELDA (MATRIXOK ES ELEMEIK). Ha

1 2 3
4 5 7

C=

],akkorczg,:% €)= Cyp = [ﬂ, Coy = {4 5 7}.

Egyenletrendszer mdtrixa és bovitett mdtrixa Az egyenletrendszer egyiitt-

2 .z

hatémdtrixa az egyenletek egytitthatéit, mig bdvitett métrixa, vagy egy-
szerfien csak mdtrixa az egyenletek egytitthat6it és konstans tagjait tar-

payy

talmazza. Az attekinthet6ség érdekében a bovitett matrixban egy fiig-
gbleges vonallal valaszthatjuk el az egytitthatékat a konstans tagoktol.

Py

A 2.21. definicidbeli altalanos alak egytitthat6- és bévitett matrixa:

ayy a ... Ay aip A4 ... A4y | b
an1 any . Aoy an1 any e Ay b2
Aml Am2  --- Gmn Aml  Am2 Amn | b

A gyakorlatban nagy méretti egyenletrendszereket, s igy nagy mé-
retti matrixokat is kezelni kell. Ha elemeik nagy része 0, ritka mdtrixok-

nak nevezziik. A nem ritka matrixokat sfirfinek nevezziik. El6bb a kis
méret(i stiri matrixokra hatékony médszerekkel ismerkediink meg.

VEKTOROK MAGYAR IRODAI és éltalanos
iskoldban haszndlt jelolése — a tizedes
vessz8 haszndlata miatt — pontosvessz6t
tesz a vektor koordindtdi kozé elvdlaszto-
jelként. Magyar nyelvii felsébb matema-
tika szovegekben ez nem szokds, mi is
elkertiljiik, és tizedespontot, vektor ko-
ordinatdi kozt vessz6t hasznalunk. Ve-
gylik észre, hogy vektorok sorvektorral
(sormétrixszal) val6 megadasndl irasjelet
nem hasznélunk, csak sz6kozzel valaszt-
juk el a koordinatékat!
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2.26. PELDA (MATRIX HASZNALATA A MEGOLDASHOZ). Oldjuk meg a
kovetkez8 egyenletrendszert!

2x+3y+2z2=7
x+ y+ z=3
2x+2y+3z=6

MEGOLDAs. Két lehetséges megoldast mutatunk. A (2.20) egyenlet-
rendszereinél latott utols6 két egyszertibb alak elérése a cél. El6szor
irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat!

2x+3y+2z=7 2 3 2|7
x+ y+ z=3 I 11]3
2 2 3|6

2x+2y+3z=6

Kicseréljiikk az els6 két egyenle-
tet:

Kicseréljiik az els6 két sort:

x+ y+ z=3
2x+3y+2z=7

111
2 3 2
2x+2y+3z=6 223

AN NN W

Az els6 egyenlet 2-szeresét ki-
vonjuk a masodik, majd a har-
madik egyenletb6l (azaz —2-
szeresét hozzdadjuk a masodik
majd a harmadik egyenlethez).

Az els6 sor kétszeresét kivon-
juk a mésodik és harmadik sor-
bél (azaz az els6 sor —2-szeresét
hozzdadjuk a madsodik majd a
harmadik sorhoz).

x+y+z=3 11 1|3
2 =0 0 0 1|0

Az egyenletrendszerrdl azonnal leolvashaté y és z értéke. Ezeket az el-
s6 egyenletbe helyettesitve megkapjuk x értékét is, nevezetesen x 4y +
z =3, azaz y = 1 és z = 0 behelyettesitése utan: x + 1+ 0 = 3, vagyis
x = 2. Masik megoldasi médszerhez jutunk, ha a visszahelyettesités
helyett folytathatjuk az ekvivalens 4talakitdsok sorozatat:

Kivonjuk a médsodik, majd a har-  Kivonjuk a mésodik, majd a har-

madik egyenletet az elsbdl: madik sort az els6bdl:

x =2 1 0 02
y =1 01 01
=0 0 0 110

Igy olyan alakra hoztuk az egyenletrendszert, illetve a b&vitett matri-
xot, amib&l azonnal leolvashaté a megoldas: (x,y,z) = (2,1,0). O
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Sormodell: hipersikok metszete A linedris egyenletrendszerek szemlél-
tetésére két geometriai modellt mutatunk, melyek segiteni fognak az
altalanosabb fogalmak megértésében, szemléltetésében.

Tudjuk, hogy a kétvaltozods linedris ax + by = c egyenletet kielégitd
pontok halmaza egyenest alkot, ha a és b legaldbb egyike nem 0. (Ha
a =b = c =0, akkor az egyenlet alakja 0x + 0y = 0, azaz 0 = 0, ami
minden (x,y) szdmpdrra fenndll, tehdt a megolddsok halmaza a sik
Osszes pontjanak halmazaval azonos. Haa = b = 0, de ¢ # 0, akkor az
egyenletnek nincs megolddsa, a megoldashalmaz tires.)

2.27. PELDA (SORMODELL KET KETISMERETLENES EGYENLETTEL). Abrd-
zoljuk az aldbbi egyenletrendszereket és megolddsukat a sormodellben!

x+ y=3 x+2y=3 x+2y=3
az ésaz
x+2y=4 2x +4y =7 2x+4y =6

MEGOLDAS. Az els6 egyenletrendszer szerinti dbra egy metsz6 egye-
nespdrt tartalmaz. Metszéspontjuk a megoldas. Ezt a 2.6 abra fels6
rajza mutatja. Oldjuk meg az egyenletrendszert! A megoldas kdzben
két Gjabb egyenletrendszert kapunk:

x+ y=3 x+y=3 x =2
= =
x+2y=4 y=1 y=1

A 2.6 dbréan az igy kapott egyenletrendszerek sormodell szerinti abrait
is megrajzoltuk.

A mésodik egyenletrendszerben két parhuzamos egyenes egyenlete
szerepel. Ezeknek nincs kozos pontjuk, igy az egyenletrendszer nem
oldhaté meg. Ha az els6 egyenlet kétszeresét kivonjuk a mdsodikbdl,
az ellentmondé 0 = 1 egyenletet kapjuk, vagyis igy is arra jutottunk,
hogy az egyenletrendszer nem oldhaté meg. Valéban, a Ox +0y = 1
egyenletet kielégité pontok tires halmazt adnak.

A harmadik egyenletrendszer egyenleteihez két egybeest egyenes
tartozik. Az egyenletrendszer megolddshalmaza tehat ennek az egye-
nesnek a pontjaibdl 4ll.

Ha az els6 egyenlet kétszeresét kivonjuk a masodikbdl, ittegy a 0 =
0 egyenletet kapjuk, amely igy elhagyhat6. A megmaradé x +2y = 3
egyenlet Osszes megoldédsa paraméteres alakba irva példaul (x,y) =
(3 —2t1). O

» Hasonléan szemléltethetd a 3-dimenzids térben a haromismeretle-
nes egyenletrendszerek megolddsa. Folsoroljuk a hdrom haromisme-
retlenes egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszerre vonatkozo lehet&ségeket:
* Ha a harom egyenlettel meghatarozott harom sik &ltaldnos helyze-

tti, akkor az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van (Id. 2.8.

Egyenletrendszer megolddsanak szem-
l¢ltetése a sormodellben j6l nyomon k-
vethet6 a SagePlayer sormodell cimfi de-
monstraciéjan. Ott sajat b&vitett matri-
xokkal is lehet kisérletezni.

2.6. dbra: Egyenletrendszer megoldésa-
nak szemléltetése

7

2.7. dbra: A megoldds szemléltetése, ha
a két egyenlet egyikének bal oldala nul-
lava tehetd


http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/sormodell/
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(a) dbra). Példaul a 2.26. példdban szerepl6 egyenletrendszernek
egyetlen megoldésa van: (x,y,z) = (2,1,0).
Lehet, hogy a harom sik metszete egy egyenes. Ilyen példaul a

2x+ y+2z=5
x+ y+ z=3 (2.21)
3x+2y+3z=38

egyenletrendszer. Ekkor a hdrom normalvektor egy sikba (de nem
egy egyenesbe) esik. Itt példdul a normaélvektorok kozt fenndll a

(2,1,2) +(1,1,1) — (3,2,3) =0

Osszeftiggés. Ugyanez a linearis kapcsolat all fonn az egyenletek
kozt is, vagyis a harmadik egyenlet az els6 kettd Osszege, ami azt
jelenti, hogy a harmadik egyenlet el is hagyhato.

Valtoztassuk meg a fenti egyenletrendszer harmadik egyenletének
konstans tagjat:

2x+ y+2z=5
x+ y+ z=3 (2.22)
3x+2y+3z=9

Ennek sormodell szerinti dbrdja hdrom olyan sikot tartalmaz, me-
lyek parhuzamosak egy egyenessel, de nincs kozos pontjuk, mint
az a 2.9. (b) dbran lathat6. Ha kivonjuk az els6 és masodik egyen-
letet a harmadikbdl, akkor az ellentmondé 0 = 1 egyenletre jutunk,
mig az imént a 2.21 egyenletrendszer esetén az elhagyhat6 0 = 0
egyenletet kaptuk. Ennek oka, hogy bar a normaélvektorok kozt
ugyanaz a linedris kapcsolat van mint az imént (egy sikba esnek),
az egyenletek linerisan fiiggetlenek! Altaldban is igaz, nincs meg-
oldésa az olyan egyenletrendszereknek, ahol bizonyos normalvek-
torok linedrisan Osszeftiggbk, de a hozzdjuk tartoz6 egyenletek mar
nem. Gondoljuk meg, ilyen eseteket mutat a 2.9. (a) dbra is.

Végiil tekintsiik az

x+ y+ z=3
2x+2y+2z2=6 (2.23)
3x+3y+3z2=9

egyenletrendszert! Lathatd, hogy a masodik és a harmadik egyenlet
az els6 konstansszorosa, azaz ugyanannak a siknak az egyenletei, az
egyenletrendszer tehdt ekvivalens az egyetlen x + v 4z = 3 egyen-
letb6l 4116 egyenletrendszerrel. Az y-nak és z-nek tetsz6leges értéket
vélasztunk, példdul legyen y = s, z = t, akkor x = 3 —y — z, azaz
x =3 —s—t. gy az osszes megoldas: (x,y,z) = (3 —s —t,s,t). Ezt

(a) Harom altalanos helyzetti sik:
egyetlen megoldas

b

(b) Egy egyenesen dtmend, de nem csu-
pa azonos sik: végtelen sok megoldas, a
megoldésok egy egyenest alkotnak

y

(c) Azonos sikok: végtelen sok megol-
das, a megoldésok egy sikot alkotnak

2.8. dbra: Konzisztens (megoldhat6)
egyenletrendszerek dbrdzoldsa (a megol-
dashalmazt kék szin jelzi)

<

(a) A sikok koziil legalabb kett6 parhu-
zamos, de nem azonos.

va
//

-

(b) Egy egyenessel parhuzamos, de
egymdssal nem parhuzamos és kozos
egyenest sem tartalmazé hdrom sik.

2.9. dbra: Nem megoldhat6 egyenlet-
rendszerek szemléltetése
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oszlopvektorokkal folirva kapjuk, hogy a megoldas

X 3 -1 -1
y| = 10| +s 1| +¢t| 0f.
z 0 0 1

Ez a 2.8. (c) dbra szerint eset.
» A 2-és 3-dimenzis esetek analdgidjéra kialakithatunk egy elképze-
lést az n-dimenzids esetre is. Itt minden egyenlet megoldashalmaza a
tér egy hipersikja, kivéve a 0 = 0 egyenletet, mert annak megolddshal-
maza az egész tér, és a 0 = 1 egyenletet, mert annak megoldashalmaza
az tireshalmaz.

2.28. ALLITAS (SORMODELL). Ha egy n-ismeretlenes egyenlet bal olda-
ldn nem minden egyiitthato 0, akkor az egyenletet kielégitd pontok (azaz az
egyenlet megolddsai) eqy hipersikot alkotnak R"-ben. Ha eqy n-ismeretlenes
egyenletrendszer m ilyen egyenletbdl dll, akkor az egyenletrendszer megol-
ddsa a nekik megfelel6 m hipersik kozos része R"-ben.

Az m egyenlet a skalaris szorzas segitségével tomorebb alakban is
folirhatd. Az m x n-es A egyiitthatématrixt linearis egyenletrendszer
i-edik egyenletének alakja

apX1 +apxy + - -+ apxXn = bj.

Ha a;, jeloli az A matrix i-edik sorvektorét, és x az ismeretlenek vek-
torat, akkor az el6z6 egyenlet a kovetkezd alakot 6lti:

aj, X =Db;. (2.24)

Ez kiilonosen akkor lesz érdekes, ha homogén lineéris egyenletrend-
szereket fogunk vizsgalni, mert ott mindegyik egyenlet a;, - x = 0 ala-
kot 6lt, ami azt jelenti, hogy olyan x vektort keresiink, mely meréleges
az a;, vektorok mindegyikére.

Oszlopmodell: vektor elddllitdsa linedris kombindcicként E modellben az
egyenletrendszerre gy tekintiink, mint egy olyan vektoregyenletre,
amelyben egy vektort kell el¢allitani adott vektorok linearis kombina-
ciéjaként. Példdul a 2.27. példabeli

x+ y=3
x+2y=4

egyenletrendszer ekvivalens az

Az oszlopmodell 1épései j61 nyomon ko-
vetketSk a SagePlayer oszlopmodell ci-

matrixokkal is lehet kisérletezni.


http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/oszlopmodell/
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vektoregyenlettel. Itt az a feladat, hogy megkeressiik az (1,1) és (1,2)
vektoroknak azt a linedris kombindcidjat, amely egyenl6 a (3,4) vek-
torral.

2.29. PELDA (OszLOPMODELL). Abrdzoljuk a 2.27. példdban megadott

x+ y=3
x+2y=4

x+2y=3
2x +4y =7

x+2y=3
2x +4y =6

egyenletrendszereket az oszlopmodellben!

MEGOLDAs. Az elsé egyenletrendszer esetén két linedrisan fliggetlen
vektor linedris kombindcidjaként kell el6éllitani egy harmadik vektort.
Ezt szemlélteti a 2.10 dbra. Erdekességként itt is megmutatjuk, hogy az
egyenletrendszer megolddsanak lépései hogy mutatnak e modellben.
Az ekvivalens 4talakitasok lépései:

x+ y=3 x+y=3 x =2
=
x+2y=4 y=1 y=1

SiE

A masodik és harmadik egyenletrendszer vektoros alakja

yzm.

A 2.11 4brardl szemléletesen is lathato, hogy az egyik vektoregyenlet-

Vektoros alakban:

Pl = [ Yas
Y= 4 0

1x+ ! 1x+
1 0

1 2 1

1
2

x+2 _ |3
Nk

1x+2
4

, illetve
2

N

nek nincs megolddsa, mig a masiknak végtelen sok is van. O

Altaldnosan kimondhat6 a kévetkez:

2.30. ALLITAS (OSzZLOPMODELL). A 2.21. definicidban megadott (2.19)
egyenletrendszer a kovetkezd vektoregyenlettel ekvivalens:

an a12 a1y by

an a Ao by
X1+ . Xp + ...+ . Xp =

Am1 Am2 Amn b

Az egyenletrendszer megolddsa ekvivalens egy vektoregyenlet megolddsdval,
ahol az egyenletrendszer konstans tagjaibol dllé vektort kell az egyiitthatd-

7”2

mdtrix oszlopvektorainak linedris kombindcidjaként elbdllitani.

E modell szerint egy egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg,
ha az egyiitthatomatrix oszlopvektorainak Osszes linedris kombina-
ciéjabol allé halmazban a konstans tagokbdl 4ll6 vektor is szerepel
(Id. 2.13. feladat).

-1}

2.10. dbra: A megoldds lépései a oszlop-
modellben.

2.11. dbra:  Oszlopmodell linedrisan
Osszefliggd vektorok esetén.
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Feladatok

2.4 Melyek linedris egyenletek az x, y és z valtozékban
az aldbbiak koziil?

a)3x — (In2)y +e32 =04  b)a’x— b’y =0
cxy—yz—zx=0 d) (sinl)x+y—mz=0

Xy z 1 1 1
-+ +-=1 -+ -+-=1
e)a+b+c ﬂx—l—y+z

Igazoljuk, hogy az aldbbi egyenletrendszerek ekvivalensek!

x+3y=>5 x+y=3
s y_l} ' _2}

2x+3y =2 x+y=2

Ox+0y—3} x+y—7}

Oldjuk meg (fejben szdmolva) az aldbbi linedris egyenletrendsze-
reket az a =1, b = 2, c = 3 paramétervdlasztds esetén!

) (2a—b)x+ Ba—c)y=0

7 (3b—2c)x+ (b—2a)y =0

.8 b—a)x+Ba—cy=1
T (Bb—2c)x+ (b —2a)y =

b—a)x+ Ba—cy=1

9 (3b —2c)x + (b—2a)y =1

(b—a)x+(3a—c)y =1
(3b —2c)x—|— (c=by=2
2.11. EGYENLETRENDSZEREK KOzOs MEGOLDASA Tekintstik
az azonos ismeretleneket tartalmazé & és &, egyenletrend-
szereket. Legyen ezek megolddshalmaza M, illetve M.
Mutassuk meg, hogy ha £ az & és & egyenletrendszerek
egyesitése, azaz £ = £ U &y, és M az £ megoldashalmaza,
akkor M az M és M, kozos része, azaz M = M1 N M,.
Vizsgéljuk meg ezt az allitdst az alabbi esetekben:

a) & ={x+y=2},&={x—y=0};
b) gl:{x+y:27xiy:0}152:{xiy:0};
o & ={x+y=2,x—y=0},E={x—-y=1}

d & ={x+y=2,x—y=0},E={0x+0y=0};
e) &1 tetszbleges egyenletrendszer, & = {0 =10}.
2.12° SOR £S 0sZLOPMODELL Rajzoljuk fel a kovetkezd két
egyenletrendszerhez tartozé sormodell és oszlopmodell
szerinti abrat!

2x+3y =7 2x+4y =3
a) b)

3x—2y=4 3x+6y =4
2.13. SOR- ES AZ 0SZLOPMODELL 3D-BEN Vizsgéljuk meg az
alabbi két — azonos egyiitthatomatrixa — egyenletrendszer

megoldhatdsdgét a sor- és az oszlopmodellben:

x+ y+2z=3
xX+2y+4z=3
3x+4y +8z=9

X+ y+2z=3
x+2y+4z=3
3x+4y+8z=1

2.14. SOR ES OSZLOPMODELL 1 # 1 ESETEN Vizsgaljuk meg
az aldbbi harom egyenletrendszer megoldhat6sagét a sor-
és az oszlopmodellben:

x+ y=3 x+ y=3 x+ y=3
a) x+ y=4 b) x+2y=4 c x+2y=3
x+3y=5 x+3y=>5 x+3y=>5

2.15° Icaz — namis Mely allitdsok igazak, melyek hamisak

az alabbiak koziil?

a) Ha egy n-ismeretlenes egyenletrendszer olyan hipersi-
kok egyenleteib6l all, melyek kozt van két parhuzamos,
akkor az egyenletrendszer nem oldhat6 meg.

b) Ha egy n-ismeretlenes egyenletrendszer nem oldhat6
meg, akkor az egyenletek olyan hipersikok egyenletei,
melyek kozt van két parhuzamos, de nem azonos hiper-
sik.

c) Ha egy n-ismeretlenes egyenletrendszer csak két egyen-
letb6l all, akkor az oszlopmodell szerint pontosan akkor
oldhat6 meg tetsz6leges jobb oldal esetén, ha a vektor-
egyenlet bal oldaldn szerepl6 vektorok kozt van kett6
linedrisan fliggetlen.

2.16° Egészitsiik ki az aldbbi allitdsokat tgy, hogy igazak
legyenek!
a) Egy két egyenletb&l all6 haromismeretlenes egyenlet-

rendszer sormodellje szerinti dbra a(z) ..-dimenzids
térben darab ...... bol/b6l all, melyek ha
.............. , akkor az egyenletrendszernek nincs
megolddsa, egyébként megolddsainak szdma .
Oszlopmodellje a(z) ..-dimenziés térben darab
....... boél/bdl All.

b) Egy hidrom egyenletbdl 4ll6 kétismeretlenes egyenlet-

rendszer sormodellje szerinti dbra a(z) ..-dimenziés

térben .. darab ........... bol/bél &ll, mig az oszlop-
modellje a ..-dimenzi6s térben .. darab ...... bol/bél.

c) Egy négy egyenletbdl 4ll6 Gtismeretlenes egyenletrend-

szer sormodellje szerinti dbra a(z) ..-dimenzids térben

. darab ........... bol/bél all. Oszlopmodellje a(z)
..-dimenzios térben .. darab ....... -bol/bdl all.
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Megoldds kikiiszoboléssel

Elemi sormilveletek A linearis egyenletrendszerek egyik megoldasi maéd-

szerének lényege, hogy ekvivalens dtalakitdsokkal olyan alakra hozzuk
az egyenletrendszert, melyb6l visszahelyettesitések utan, vagy azok
nélkill azonnal leolvashat6é az eredmény. Az 4talakitdsokat a bovi-
tett matrixon hajtjuk végre tigy, hogy a nekik megfelel$ atalakitasok
az egyenletrendszeren ekvivalens atalakitasok legyenek. A 2.24. té-
telben felsorolt els6 harom ekvivalens atalakitds nem véltoztatja meg
az egyenletrendszer egyenleteinek szamat sem. Az egyenletrendszer
bévitett matrixan az ezeknek megfelel6 atalakitasokat elemi sormtive-

leteknek nevezziik.3

2.31. DEFINICIO (ELEMI SORMUVELETEK). Egy mdtrix sorain végzett
aldbbi miiveleteket elemi sormfiveleteknek nevezziik:

1. Sorcsere: két sor cseréje.

2. Beszorzas: egy sor beszorzdsa egy nemnulla szdmmal.

3. Hozzdadas: egy sorhoz egy mdsik sor konstansszorosdnak hozzdaddsa.

Természetesen egy sort el is oszthatunk egy nemnulla c szdmmal,
hisz az az 1/c-vel valé beszorzassal egyenértékii. Hasonl6képp levon-
hatjuk egy sorbél egy madsik sor c-szeresét, hisz az a —c-szeresének
hozzaaddasaval ekvivalens.

Az elemi atalakitasokra a kovetkezd jeloléseket fogjuk haszndlni:

1. S; <> §: az i-edik és a j-edik sorok cseréje.
2. ¢S;: az i-edik sor beszorzésa c-vel.
3. S;j+cS;: a j-edik sor c-szeresének az i-edik sorhoz addsa.

Az elemi sormtiveletek mintdjara elemi oszlopmdfiveletek is defini-
dlhatok, de azokat ritkdn haszndljuk. Jelolésiikre értelemszertien az
O; <+ Oj, ¢O;, O; + cO; formulakat hasznaljuk.

Lépcsts alak Az eddig megoldott egyenletrendszerekben igyekeztiink
atlos, vagy legalabb 4tl6 alatt kinulldzott alakra hozni az egyenletrend-
szert, mint azt példdul a 2.26. példaban tettiik. Ez nem mindig sikertil,
mert néha megtartani kivant elemek is kinulldzédnak, de a kovetke-
z6kben definialt 1épcsds alakhoz mindig el tudunk jutni.

2.32. DEFINICIO (LEPcsOs ALAK). Egy mitrix 1épcs6s, vagy sorlépcsds

alakd, ha kielégiti a kovetkezd két feltételt:

1. a csupa 0-bol dll6 sorok (ha egydltaldn vannak) a mdtrix utolsé sorai;

2. bdrmely két egymds utdn kovetkez6 nem-0 sorban az alsé sor elején (leg-
aldbb eggyel) tobb 0 van, mint a folotte lévd sor elején.

A nemnulla sorok elsé zérustol kiilonbozo elemét f6elemnek, vezérelem-

nek vagy pivotelemnek hivjuk. Egy féelem oszlopinak f6oszlop vagy

béazisoszlop a neve.

3 Linedris egyenletrendszerek felirdsa és
megoldédsa mér idészamitasunk el6tt 300
koriil babiloni iratokban szerepelt. Az
els6 szdzadra teszik a kinai Jitizhang
Suanshti cim{i m{i megjelenését, mely az
el6z6 ezer évben Osszegytilt matemati-
kai tudést foglalja ©ssze (cimének ma-
gyar forditdsa ,A matematikai m{ivészet
kilenc fejezete” vagy ,Kilenc fejezet a
matematikai eljardsokrél” lehet). E mii-
ben mar a kikiiszobolés (azaz a Gauss-
elimindcié) néven ismert technikat alkal-
mazzék linedris egyenletrendszer meg-
olddsdra. A két fenti mtiben szerep-
16 egyenletrendszerek, és tovédbbi torté-
neti részletek olvashaték a The MacT-
utor History of Mathematics archive ci-
mi weboldalon.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Matrices_and_determinants.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Matrices_and_determinants.html
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2.33. PELDA (LEPcs®s ALAK). A kovetkez6 mdtrixok lépcsOs alakiiak:

010110
3 2 1 0 (1)_02_35_64 000101
0 4|” o 1|’ 0 0 o o, 000011

00000 O

Gauss-modszer A Gauss-mddszer, mds néven Gauss-kikiiszobolés vagy
Gauss-elimindcio a linedris egyenletrendszerek megolddsdnak egy maéd-
szere. Lényege, hogy a linedris egyenletrendszer bovitett matrixat ele-
mi sormftiveletekkel 1épcsés alakra hozzuk, és abbdl visszahelyettesi-
téssel meghatdrozzuk a megoldas &ltaldnos alakjat. A Gauss-modszer
konnyen algoritmizélhatd, ha sorban haladunk az oszlopokon. A méd-
szerre lattunk mar példat, ilyen volt a 2.26. példa els6 megolddsa. Most
lassunk két tovabbi példat.

2.34. PELDA (GAUSS-MODSZER, EGY MEGOLDAS). Oldjuk meg az aldbbi
egyenletrendszert Gauss-modszerrel:

x+ y+2z=0
2x +2y +3z =2
x+3y+3z=4
x+2y+ z=5

MecoLpAs. Irjuk fel az egyenletrendszer b6vitett matrixat, és oszlo-
ponként haladva kiiszoboljiik ki — nullazzuk ki — a f6elemek alatti ele-

meket!
11 2]0] 25 11 2]o0 11 2]o0
3791

2 2 3|2 s- _ 6 _1g
3 54:@00 12525302 144:2}2
1 3 3|4 02 1|4 00 —1]2
1215 01 -115 01 -115
11 o I 0 X+ y+2z=0
0 2 4| S4—5S3 |0 2 114

00 —1]2 00 —1]2 y+ z
00 -3 |3 00 0|0 - z=2

A harmadik egyenletbdl z = —2, ezt a masodikba helyettesitve y = 3,
ezeket az els6be helyettesitve kapjuk, hogy x = 1, azaz az egyetlen
megoldas (x,y,z) = (1,3, -2). O

Mit csindlunk akkor, ha a 1épcsés alak szerint kevesebb a féelemek,
mint az oszlopok szdma? Egyelére bevezetiink két elnevezést, melyek
jelentése hamarosan vildgos lesz: az egyenletrendszer azon véltozo-
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it, melyek f6elemek oszlopaihoz tartoznak, kotott vdltozoknak, mig az
Osszes tObbi valtozot szabad viltozénak nevezziik.

2.35. PELDA (GAUSS-MODSZER, VEGTELEN SOK MEGOLDAS). Oldjuk meg
az aldbbi egyenletrendszert Gauss-mddszerrel:

X1 +2x+ x34+2x4+ x5=1
X1 +2x3+3x3+3x4+ x5=0
3x1+6x0 +7x34+8x4+3x5 =1

MecoLpAs. Irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat, és oszlo-
ponként haladva kiiszoboljiik ki a féelemek alatti elemeket!

121211552—355112121 o s
1233100 =="100210]|-1%>
36 7 8 3|1 00 42 0-2
121 2 1

X1 +2x0+ x3+2x1+x5= 1
0021 0|-1 prete T e s
0000O0| 0 23+ x4 =-1

Az egyenletrendszer kotott valtozoi a 1épcesds alak f6oszlopaihoz tar-
toz6 valtozok, azaz xq és x3. A szabad valtozék: xjp, x4, x5. A szabad
véltozoknak tetszbleges értékeket adhatunk, a kotottek értéke kifejez-
het6 veliik. Legyen példaul a szabad valtozok értéke x; = s, x4 =,
x5 = u. Ezek behelyettesitése utdn a fenti egyenletek koziil el6szor a
masodikbdl kifejezziik x3-at, majd azt behelyettesitjiik az els6be, ahon-
nan kifejezziik az xq-et, azaz a fenti egyenletekbdl kifejezziik a kotott

valtozokat:
3 3
) P
X1 5 5 5 u
X *—1 —lt
5772 2

. Innen az egyenletrendszer megoldasa

3 3 1
(x1, X2, X3, X4,X5) = (E — 25— Et S, =5 Et' t,u),
vagy matrixjeloléssel
X1 %—25—%t—u % -2 —% -1
Xo S 0 1 0 0
x| = -1-1 =|-3|+s| O +t|—%|+u]| O
Xy ' 0 0 1 0
X5 u 0 0 0 1

Késébb kiilondsen az utébbi — vektorok linedris kombinacidjara bon-
tassal val6 — felirés lesz hasznos. O



LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK ES MEGOLDASUK 87

Vildgos, hogy ha a szabad valtozéknak tetszOleges értéket adha-
tunk, melybd&l a kotott valtozok egyértelmiien kifejezhet6k, akkor a
fenti példaban mutatott modszerrel az egyenletrendszer 6sszes meg-
oldasat leirtuk. Az ilyen médon megadott megoldast az egyenlet-
rendszer dltaldnos megolddsdnak, a konkrét paraméterértékekhez tartozo
megoldasokat partikuldris megolddsnak nevezziik. Példaul az el6z6 pél-
dabeli egyenletrendszer egy partikularis megolddsa azs = 0, t = 1,
u = 2 értékekhez tartozo

(‘xll X2,X3,X4, x5) = (_2/ 0/ _1/ 1/ 2)
Lényeges e megoldasi médban, hogy a bévitett matrixot 1épcsés
alakra tudtuk hozni. Ez vajon mindig sikeriil?

2.36. TETEL (LEPCsOS ALAKRA HOZAS). Bdrmely mdtrix elemi sormiive-
letekkel 1épcs6s alakra hozhato.

BrzonviTAs. Tekintsiink egy tetsz6leges m X n-es matrixot. A kovetke-

z0 eljaréds egyes lépéseiben e matrixnak le fogjuk takarni egy-egy sorat

vagy oszlopét. Az egyszerliség kedvéért a letakards utan keletkezett

matrix sorainak és oszlopainak szdmat ismét m és n fogja jelolni, a;;

pedig a letakardsok utdn maradt métrix i-edik sordnak j-edik elemét.

1. Ha az els6 oszlopban csak 0 elemek éllnak, takarjuk le ezt az osz-
lopot, és tekintsiik a maradék matrixot. Ha ennek els6é oszlopaban
ismét csak 0 elemek vannak, azt is takarjuk le, és ezt addig foly-
tassuk, mig egy olyan oszlopot nem taldlunk, amelyben van nem 0
elem. Ha ilyen oszlopot nem taldlunk, az eljardsnak vége, a matrix
lépcsés alaka.

2. Ha az els6 oszlop els6 sordban &ll6 elem 0, akkor cseréljiik ki e
sort egy olyannal, melynek elsé eleme nem 0. Igy olyan matrixot
kaptunk, amelyben a7 # 0.

3. Vegytiik az i-edik sort i = 2-t6l i = m-ig, és ha a sor els6 eleme
ap # 0, akkor az els6 sor —a;;/aj1-szeresét adjuk hozzd. Mivel
aj — %all = 0, ezért e 1épés utdn az a1 alatti elemek 0-va valnak.

4. A fenti atalakitds utdn takarjuk le az els6 sort és az els6 oszlopot.
Ha ekkor nem marad a maétrixban tobb sor, vége az eljdrdsnak,
a kordbban letakart sorokat feltdrva megkaptuk a 1épcs6s alakot.
Egyébként ugorjunk vissza az 1. 1épéshez, és folytassuk az eljarast.

Vilagos, hogy ez az eljaras véges sok lépésben véget ér, melynek ered-

ményeként eljutunk az eredeti matrix egy 1épcsés alakjahoz. O

Egy inhomogén linedris egyenletrendszerhez tartozé homogén linedris egyen-
letrendszeren azt a homogén egyenletrendszert értjiik, melyet az inho-
mogénbdl a konstans tagok 0-ra véltoztatdsaval kapunk.
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2.37. PELDA (HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA).
Oldjuk meg a 2.35. példabeli egyenletrendszerhez tartozé homogén linedris

X1 +2x+ x3+2x4+ x5=0
X1 +2x3+3x3+3x4+ x5=0
3x1+6x0 +7x34+8x4+3x5 =0

egyenletrendszert.

MEcoLDAs. Mivel homogén linedris egyenletrendszerr6l van sz6, a
megoldashoz sziikségtelen a b&vitett matrixot hasznélni, hisz annak
utolsé oszlopa csak nulldkbdl 4ll, igy az elemi sormfiveletek alatt nem
véltozik. Az egyiitthatomatrix 1épcsés alakja ugyanazokkal a sormfi-
veletekkel megkaphatd, mint a 2.35. példa megolddsaban, azaz

1 21 21 1 21 21

1233 1l=100 2 1 0 =
3 6 7 8 3 0 00 0O
X1+2x0+ x3+2x4+x5=0
2x3+ x4 =0

Innen a megoldas is ugyantgy kaphaté meg, s6t, ugyanaz a linedris
kombindaci6 szerepel benne, csak a konstans tagok nem szerepelnek:

1
(xl/x2/x3/x4/x5) = (_ZS - %t —u,s, _Et/t/u)/

vagy matrixjeloléssel

X1 —25—%t—u -2 —% -1
X7 s 1 0 0
x3| = — It =s| Ol +t|—3|+u]| O
X4 0 1 0
X5 u 0 0 1

A homogén és inhomogén egyenletrendszerek e példdbdl sejthetd kap-
csolatdra még visszatériink a 3.17. tételben. O

Végiil egy alkalmazas:

2.38. PELDA (SIKOK METSZESVONALANAK MEGHATAROZASA). Hatdroz-
zuk meg az aldbbi két sik metszésvonaldnak explicit (paraméteres) alakjdt!

x+ y+z=1
3x + 4y =2

MEGOLDAs. A fenti egyenletekkel megadott két stk metszésvonalanak
meghatdrozdsahoz, pontosabban a metszésvonal explicit, paraméte-
res egyenletrendszerének felirdsdhoz egyszertien meg kell oldani a két
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egyenletbdl allé egyenletrendszert:

1111553511111
3 4 02 01 -3|-1

Ebbél z = t paramétervélasztassal y = —1 + 3t és x = 2 — 4t, azaz

x+y+ z= 1
y—3z=-1

(x,y,2) = (—4t+2,3t — 1,#) = (2,—1,0) + t(—4,3,1),

vagy matrixjeloléssel

X 2 —4
y| = |-1| +¢ 3. O
z 0 1

Redukdlt 1épcsds alak A 2.26. példa masodik megoldadsi mddszerében
atlés alakra hoztuk az egyiitthatématrixot, azaz nem elégedtiink meg
azzal, hogy a f6elemek alatt kinulldztunk minden egyiitthat6t, hanem
a féelemeket 1-re véaltoztattuk a sor beszorzasaval, és a f6elemek f6lott
is kinullaztunk minden elemet.

2.39. DEFINfc16 (REDUKALT LEPCsOs ALAK). Egy mitrix redukalt 1ép-
cs6s, vagy redukalt sorlépesds alaku, ha kielégiti a kovetkezo feltételeket:
1. lépcsds alakii;

2. minden foelem egyenld 1-gyel;

3. a fOelemek oszlopaiban a féelemeken kiviil minden elem 0;

A fbelemet itt vezéregyesnek vagy vezetd egyesnek is szokds nevezni.

2.40. PELDA (REDUKALT LEPCSOS ALAK). A kovetkezd mdtrixok redukdlt
lépcsis alakiiak:

10 0 1 1 -2 0 —4
Lo e b

0 00 O

o O O O
S O O =
o O O O
O O = O
O = O O
[ I S G Y

Minden valés, vagy raciondlis elem{i matrix redukalt 1épcsSs alakra
hozhat6, azonban az egészegyiitthatés matrixok éltaldban nem, ha az
egészeken beliil akarunk maradni. De az egészegyiitthatos matrixok
is redukélt 1épcs6s alakra hozhatdk a raciondlisok szamkorében. Az
kikiiszobolés 1épéseinek kovetésére hasznalhatéd a SagePlayer redukalt
1épcsés alak cimii szemléltet6 munkalapja.


http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/redukalt_lepcsos_alak/
http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/redukalt_lepcsos_alak/
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2.41. PELDA (REDUKALT LEPCSOS ALAKRA HOZAS). Hozzuk redukilt lép-

¢s0s alakra az

N o~ =
N o~ W
NI NI

mdtrixot!

MEGoLDAs. Egy lehetséges megoldas:

130552*25511 30_15

11 2| = 2 2| =&*

2 2 4 0 —4 4
1.3 o 13 o 1o 3
0 1 -1 01 1| =200 1 —1].
0 —4 4 00 0 00 0

Egy masik lehetséges megoldas:
13 o] ot 12 ss 11 2] g
11 2|2 01 3 of =B |0 2 2| &
2 2 4 2 2 4 0 0
112l o [1o0
01 —1|=%]0 1 -1|.
00 0 00 0

Bar kiilonboz6 tdton, de mindkétszer azonos eredményre jutottunk.
Valéban, hamarosan be fogjuk latni, hogy a redukalt 1épcs6s alak egy-
értelm(i, mig e példabol is latjuk, hogy a 1épcsés alak nem: a megadott
matrixnak a megoldas sordan négy kiilonboz6 1épcsés alakjat is eléalli-
tottuk. O

Gauss — Jordan-modszer A Gauss — Jordan-mddszer, mdas néven Gauss — Jordan-
kikiiszobolés vagy Gauss — Jordan-elimindcié a linedris egyenletrendszerek
egy megoldédsi médszere. Lényege, hogy a linedris egyenletrendszer
bévitett matrixat elemi sormftiveletekkel redukdlt 1épcs6s alakra hoz-
zuk. Ebbél az alakbdl azonnal leolvashaté a megoldas. Adjunk gj
megoldast a Gauss-moédszernél bemutatott egyenletrendszerekre.

2.42. PELDA (GAUSS—JORDAN-MODSZER, EGY MEGOLDAS). Oldjuk meg
a 2.34. példdban felirt eqyenletrendszert Gauss — Jordan-modszerrel!

MEGOLDAS. Felirjuk az egyenletrendszer bévitett matrixat, és a 2.34. pél-
daban latott médon eljutunk a 1épcsés alakhoz, majd folytatjuk, els-
sz0r beszorozzuk a sorokat a f6atlobeli elem reciprokaval, majd a har-
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madik oszlopot, végiil a mdsodikat kinullazzuk:

11 2]0 11 0 11 2] o0 1
1/25, 1 S52—5853
22 32| . [02 1[4 Zsy |01 | 2| 52
1 3 3|4 00 —1]2 00 1|-2
1215 00 0]0 00 0| 0
11 0] 4 10 0] 1 . _
01 0| 3/s-5(0 10| 3
== ¥ 3
00 1|-2 00 1]|-2
00 0| 0 00 0| 0 z=-2

Tehdt az egyenletrendszer egyetlen megolddsa (x,y,z) = (1,3, -2). O

2.43. PELDA (GAUSS—JORDAN-MODSZER, VEGTELEN SOK MEGOLDAS).
Oldjuk meg a 2.35. példabeli

X1 +2x+ x34+2x4+ x5=1
X1 +2x3+3x3+3x4+ x5=0
3x1 +6x2 +7x3+8x44+3x5 =1

egyenletrendszert Gauss — Jordan-mddszerrel!

MEGOLDAs. A 2.35. példdban eljutottunk egy 1épcs6s alakig. Az elja-
rést folytatjuk, mig a redukalt 1épcss alakra nem jutunk.

1 21 2 1(1 1 21 2 1|1 ;/2552
1 233 1(0/=>(00210]|-1 %=
36 7 8 3|1 0 00 0O O
120 3/2 1| 3/2 3 3
X1+ 2x7 +§x4+x5: 2
0 01 1/2 0|—-1/2| = 1 1
0O 00 0 O 0 x3 + §x4 =3
Végezziik el az xp = 5, x4 = t, x5 = u helyettesitést, az x; és x3
véltozék azonnal kifejezhetSk. Igy a megoldas:
3 3 1 1
<x11x2/x3/x4/x5) - (E — 25— Et —u,s, _E - Et/ t/ l/l),
vagy matrixjeloléssel
X1 %—25—%t—u % -2 —% -1
X7 S 0 1 0 0
x3| = —%—%t = —% +s| O| +¢ —% +ul|l O
X4 0 0 1 0
X5 u 0 0 0 1

Természetesen ugyanazt a megolddast kaptuk, mint a 2.35. példaban. O]
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A redukdlt lépcsds alak eqyértelmiisége Fontos kovetkezményei vannak
a kovetkez6 tételnek:

2.44. TETEL (A REDUKALT LEPCSOS ALAK EGYERTELMU). Minden mdtrix
redukdlt lépcss alakra hozhatd, amely egyértelmii.

BrzonviTAs. Tegyiik fel indirekt médon, hogy van egy olyan maétrix,
mely elemi sormfiveletekkel két kiilénb6z6 redukalt 1épcsés alakra
hozhat6. Jelolje ezeket R és S. Mivel mindketten ugyanazzal a mat-
rixszal ekvivalensek, elemi sormtiveletekkel egymadsba alakithatéak,
vagyis egymadssal is ekvivalensek. Vdlasszuk ki oszlopaik koziil azt
a balrdl els6 oszlopot, melyben kiilonboznek, valamint az dsszes el6t-
tiik 416 vezéroszlopot. Az igy kapott matrixokat jelolje R és S. Tehat
R # S, mert kiilénboznek az utolsé oszlopukban. Péld4ul, ha

1 2 0 4 5 1 2 0 4 5
R=[0 0 1 [2] 3 & S=0 0 1 [9] 3,
000 0 O 0 00 0 O
akkor
1 0 4 1 0 4
ﬁzOl esSzOl@
00 O 0 0 O

Ez az oszlop, melyben kiilonbdznek, nem lehet az elsé oszlop, mert
ha az a zérusvektor az egyik matrixban, akkor a sorekvivalencia miatt
a masikban is az lenne, egyébként pedig ez az oszlop mindenképp az
els6 helyen 1-est, alatta 0-kat tartalmaz.

Tekintsiik az igy kapott R, § matrixokat egy-egy egyenletrendszer
bovitett egytiitthatomatrixdnak. Ezek altaldnos alakja tehat a kovetke-
z6:

_ - M1 ]
1o o o1 oo
1 0 ro .
A : A 1
R=10 0 1|r| vagy R= 00
0 0 0 00 1
00 0
0 0 ... 0]0] 0 0 ... 0o
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- . 1 0|0
1 0 S1
1
1 0 s, 0 ! 010
. : 5 |00 1
S=10 0 1|sg| vagy S= 00 1
00 0 00 010
00 ... 0|0} 0 0 0|0

Mivel oszlopok kihagyésa nem valtoztat a sorekvivalencidn — hisz ele-
mi sormfiveletekben mtiveletet csak egy oszlopon beliil végziink —,
ezért az R és S§ matrixok ekvivalensek, azaz a hozzajuk tartozé két
egyenletrendszernek ugyanaz a megoldésa. Ez csak gy lehet, ha vagy
minden i = 1,...,k indexre r; = s;, vagy egyik egyenletrendszer sem
oldhaté meg, azaz mindkét esetben azt kaptuk, hogy R = S, ami el-
lentmondds. Ez az ellentmondds bizonyitja, hogy a kiindulé R # S

feltevés helytelen volt, tehdt R = S. (E bizonyitds Holzmann# Interne- +Wolf  Holzmann. Uniqueness

0 of reduced row echelon form.
http://www.cs.uleth.ca/"holzmann/
notes/reduceduniq.pdf, 2002

ten publikalt cikkén alapul).

Mivel a redukalt 1épcs6s alak egyértelmfi, definidlhatunk egy fligg-
vényt, mely minden métrixhoz annak ezt az alakjat rendeli. Az rref(A)
jelolést mi arra a fiiggvényre fogjuk alkalmazni, mely egy m x n-es
matrixhoz a redukalt 1épcs6s alakjdnak a zérussorok elhagyasaval ka-
pott alakjat rendeli. Példaul

rref

—_ O -
—_ = O
o O O

|t oo
001 0

Szimultdn egyenletrendszerek Gyakori feladat az alkalmazasokban, hogy
sok olyan egyenletrendszert kell megoldani, amelyek csak a konstans
tagokban térnek el egymadstol. A kikiiszoboléses moédszerekkel ezek
egyszerre is megoldhatok alig tobb er6forrds felhasznaldsaval, mint
ami egyetlen egyenletrendszer megolddsahoz sziikséges.

2.45. DEFINICIO (SZIMULTAN EGYENLETRENDSZEREK). Tobb egyenlet-
rendszer halmazdt szimultan egyenletrendszernek neveziink, ha egyiitt-
hatémdtrixaik azonosak.


http://www.cs.uleth.ca/~holzmann/notes/reduceduniq.pdf
http://www.cs.uleth.ca/~holzmann/notes/reduceduniq.pdf
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2.46. PELDA (SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA). Oldjuk
meg az aldbbi egyenletrendszereket!

x+ y+ z=3 u+ v+ w=3 r+ s+ t=0
2x+3y+2z=7 2u+3v+2w =7 2r+3s+2t=0
2x+2y+3z=6 2u+2v0+3w =7 2r+2s+3t=1

MEGOLDAs. Mivel e harom egyenletrendszer egyiitthatématrixa azo-
nos, a bal oldal atalakitdsat elég egyszer elvégezni, a jobb oldalak &t-
alakitasat pedig vele egyiitt. Ehhez a szimultdn egyenletrendszerre a
kovetkez6 bovitett matrixot érdemes képezni:

111|133 0]%2[111[330]s-5
32/7 70201 01 1 0] 2=
2 2 3|6 7 1 00 1|01 1

[ 1 0 1 -1

10(11 o],

(00 1/01 1

X 2 u 1 r -1
y| = |1}, v| =11}, sl =10
z 0 1 t 1 0O

Ha tudjuk, hogy tobb egyenletrendszerb6l all6 szimultdn egyen-
letrendszerr6l van sz6, mindegyik egyenletrendszerben hasznalhatjuk
ugyanazokat a valtozokat.

2.47. PELDA (SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER BOVITETT MATRIXA).
Oldjuk meg azt a szimultdn egyenletrendszert, melynek bévitett mdtrixa

2 1|1 0O
5 3|0 1
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MEGOLDAs. A Gauss—Jordan-mdédszer 1épései:

2 1(1 0 |sdsi |2 1] 1.0]25 |2 1] 10|58
53[0 1 0 3+]-3 1 0 1|-5 2
2 0 6 2|41 0] 3 —1
= . U
01|-5 2 0 1|-5 2

Kikiiszobolés Z.,-ben”  Ha p prim, akkor a modulo p maradékosztalyok
kozti mtiveletek rendelkeznek minden olyan tulajdonsdggal, melyet a
kikiiszobolés sordn a valds szamok korében hasznaltunk. Ennek kovet-
keztében a Gauss- és Gauss —Jordan-mddszerek minden tovabbi nélkiil
hasznélhat6k Z,, folotti egyenletrendszerekre is. (Ldsd még a ??. olda-
lon az algebrai testrdl irtakat.)

2.48. PELDA (EGYENLETRENDSZER Z) FOLOTT). 4-bites kddszavakat kiil-
diink, bitjeit jelolje a, b, ¢ és d. Hibajavité kédot készitiink 1igy, hogy minden
kédszo végére hdrom paritdsbitet tesziink, nevezetesenab+c+d, a+c+d
és a+ b+ d bitet Az dsszeadds itt természetesen Z, folott értendd. Példdul
a 0110 kédszo helyett a 0110011 kédszét kiildjitk. EQy iizenetben az egyik
ilyen 7-bites kédszo elsd 4 bitjét a vevd szerkezet bizonytalanul érzékeli, amit
kapunk, az a (?,?,2,?,1,0,1) kédvektor. Mi lehetett az eredeti iizenet, ha
az utolso 3 bit biztosan j6?

MEGOLDAS. Az a, b, ¢ és d bitek ismeretlenek, csak annyit tudunk,
hogy

b+c+d=1
a+ c+d=0
a+b+ d=1

Oldjuk meg ezt az egyenletrendszert Gauss—Jordan kikiiszoboléssel
Z, folott. Ne felejtsiik, hogy Zy-ben1+1 =0, igy 1 = —1, azaz a
kivonds nem kiilonbozik az 6sszeaddstol.

11 11] 101 101 1]0
01 1992 00 0101 11| B o o101 11| >

11 0 1]1] 110 1)1 01101

[1 0 1 1]0] 48 [1 0 1 0]0] a +c =0

0011 112210011 0]1] = b4c =1

0 0 0] 00 0 1/0] J—0

Az utols6 egyenletb6l d = 0. A szabad véltoz6 ¢, legyen ¢ = s. Igy a
masodik egyenletb6l b = 1+ ¢, azaz b = 1+ s és az els6bdl a = c, azaz
a = s. A megoldas éltalanos alakban (a,b,¢,d) = (s,1+s,s,0), azaz



96 LINEARIS ALGEBRA

(a,b,c,d) = (0,1,0,0) +(1,1,1,0). Azs = 0 és az s = 1 értékekhez
tartoz6 megoldasok tehét: (0,1,0,0) és (1,0,1,0).

Ha az egyenletrendszert vektoregyenletnek tekintjiik, akkor az el-
s6 megoldds azt mutatja, hogy az egyiitthatomatrix méasodik oszlopa
megegyezik a jobb oldallal (és valéban), a masodik megoldés pedig
azt, hogy az els6 és a harmadik oszlop 6sszege a jobb oldalt adja.

Megjegyezziik e kodrdl, melyet [7,4, 3|, bindris Hamming-kédnak ne-
veznek, hogy a kéd 16 szobdl 4ll, barmely szavanak barmely 4 bitje
egyértelmiien meghatédrozza a maradék harmat. gy ha legfoliebb 3
bit megvaltozik egy széban, akkor az kimutathatd, és ha csak egy bit
valtozik meg, az kijavithato. O

2.49. PELDA (EGYENLETRENDSZER Zs5 FOLOTT). Oldjuk meg az aldbbi két
egyenletrendszert Zs folott.

2x+3y =1 2x+3y =1
3x+2y=4 3x+4y =3

MEGOLDAS. A szamolds megkonnyitésére vagy készitstink osztasi tab-
lat, vagy hasznaljuk a ??. oldalon taldlhat6 ??. dbra szorzastablajat.

231%14352—:351143

3 24 3 2|4 0 0|0
azaz az egyenletrendszernek tobb megoldédsa van. Itt ez nem azt je-
lenti, hogy végtelen sok, hanem azt, hogy legaldbb egy paraméter

végigfut Zs Osszes elemén. Szabad véltoz6 az y, legyen y = s, igy
x =3—4s =3+s, tehdt (x,y) = (3+s,s), azaz a vektorok matrixjels-

iR

Mivel Zs-nek 6t eleme van, ezért s-nek is ennyi értéke lehet, azaz az el-
s6 egyenletrendszer 6sszes megoldésa (3,0), (4,1), (0,2), (1,3), (2,4).
A masik egyenletrendszer megoldasa:

2312&14352251143
3 4|3 3 4|3 0 24|’

amib6l 2y = 4, azazy = 2, x +4-2 = 3, azaz x = (. Tehat a megoldas
(x,y) = (0,2). O

lésével:
3 s 1
0

, SEZ
1 5
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Feladatok

2.17° LEPCcsOs ALAK: 1GAZ — HAMIS Melyek igazak, melyek

hamisak az aldbbi éllitdsok koziil?

a) Egy matrix minden 1épcs6s alakjaban ugyanannyi nem-
zérus sor van.

b) Egy matrix minden lépcs6s alakjdban ugyanannyi f6-
oszlop (bazisoszlop) van.

¢) Minden valés métrixnak van 1épcsés alakja, ami egyér-

telmdi.
d) Kiilonb6z6 matrixoknak kiilonb6z6 a redukalt 1épcsés
alakjuk.

e) Ha egy matrix elemi sormfiveletekkel egy madsikba vi-
hets, akkor redukalt 1épcs6s alakjuk megegyezik.

2.18° EGYENLETRENDSZEREK: IGAZ — HAMIS Melyek igazak,

melyek hamisak az alabbi allitasok koziil?

a) A bovitett matrixon végrehajtott elemi sormtiveletek
kozben az egyenletrendszer megoldashalmaza nem val-
tozik.

b) Egy linearis egyenletrendszer nem konzisztens, ha tébb
egyenletbdl all, mint ahdny ismeretlenes.

c¢) Ha egy val6segyiitthatos linedris egyenletrendszernek
van két kiilonboz6 megoldasa, akkor végtelen sok is
van.

d) Egy homogén linedris egyenletrendszer mindig konzisz-
tens.

Hatdrozzuk meg valamely 1épcs6s alakjdt, majd a redukdlt épcsds

alakjdt az aldbbi mdtrixoknak!

1 1 1 1 1
219. |12 3 2 3
1 21 2 3
11 1 1 1]
220 (2 3 2 3
3 21 2 3

Ekvivalensek-e az aldbbi egyenletrendszerek?

3x+2y—2z=1 2x+2y—2z=0

2.21. ¢ 2x+3y—3z= —1 3x+3y—2z=3
4x +2y =8 5x—=3y+2z=5
2x+3y+5z=0

x— y—3z=3

2.22. ¢ 3x+2y+2z=3

5x +5y+7z=3
5x —4z=9

2.23. Csak egész szamokkal szamolva megoldhaté6-e az az
egyenletrendszer, melynek bévitett matrixa a kovetkezé:

3 4 1 1 341 1
a) |7 8 3 7 b)|7 8 3 7
1 7 -2 2 1 7 2 2

2.24. SORMUVELETEK REVERZIBILITASA Mutassuk meg,
hogy minden elemi sormfivelettel &dtalakitott métrixhoz
van egy olyan sormftivelet, mely azt visszaalakitja.
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Megoldds a gyakorlatban

Bdr e szakasz tartalma els6sorban nem a linedris algebra, hanem a numeri-
kus analizis témakorébe tartozik, ismerete elengedhetetlen annak, aki a gya-
korlatban linedris algebrai eszkozoket alkalmaz. ElGszor a Gauss- és Gauss—
Jordan-kikiiszobolés mifveletigényét, majd numerikus megbizhatdsdginak kér-
dését vizsgdljuk. Ezutdn az iterdcids modszerek lényegét vdzoljuk, melyek
alkalmazdsakor az egyiitthatomdtrix nem vdltozik, igy a szdmitdsi hibdk sem
halmozédnak. Rdaddsul e médszerek a ritka mdtrixokat sem ,rontjdk el”, mint
a Gauss-mddszer, mely sok zérust ir foliil.

A kikiiszobolés milveletigénye  Ahhoz, hogy a lineéris egyenletrendsze-
rek kiilonb6z6 megoldési mddszereit dssze tudjuk hasonlitani, azt is
tudnunk kell, mennyi a mfiveletigénytik. A flop mértékegységrol rész-
letesen a fliggelékben frunk a ??. oldalon.

2.50. TETEL (A KIKUSZOBOLES MUVELETIGENYE). A Gauss- és a Gauss—
Jordan-médszer miiveletigénye eqy n-ismeretlenes, n egyenletbdl dllé egyen-
letrendszer esetén egyardnt

n® n? 5 3

no. SRS (| 2 1 ; "
3 + 2% osszeadds/kivonds, 3 +n® — 3 szorzds/osztds.

azaz 0sszesen

§n3 + §n2 = gnﬂop,

azaz j6 kozelitéssel 2n° /3 flop.

BizonvyiTAs. El@szor felelevenitiink két elemi 6sszefiiggést, amire a bi-
zonyitdsban sziikség van:

nn+1) 12+22+m+n2:n(n—i—l)(zn—i-l).

27 6

1+2+...+n=

s

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a kikiiszobolés soran a féatloba

7z

keriil6 elemek egyike sem 0. A Gauss-moddszernél a {64tlé alatti ele-
3 — %n Osszeadds és %n3 + %nz - %n SZOrzas

szitkséges. A visszahelyettesités 1n*> — in Osszeadasbdl és in? + In

mek eliminéldsdhoz %n

7z

szorzéasbol 4ll. Ha a Gauss—Jordan-moédszernél a f6atlo alatti elemek

kikiiszobolése mellett a f64tl6 elemeit is 1-re véltoztatjuk, az %n3 — %n

7z

osszeadds mellett 2n° + 1n? + Ln szorzés sziikséges. A f64tl6 feletti
elemek elimindldsdhoz 3n? — 1n 6sszeadds és ugyanennyi szorzés kell.

A szamitasok részletezését az olvasora bizzuk. O

Numerikusan instabil egyenletrendszerek A gyakorlati feladatokban gyak-
ran mérési eredményekkel, igy nem pontos adatokkal dolgozunk.
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2.51. PELDA (INSTABIL EGYENLETRENDSZER). Oldjuk meg a kivetkez
egyenletrendszert!
6.73x — 8.97y = 5.61

4.79x — 6.39y = 3.99

Mutassuk meg, hogy az egyiitthaték 0.01-dal valé meguvdltoztatdsa a meg-
olddsok nagy meguvdltozdsdt okozhatja, s6t az is elérhetd, hogy az egyenlet-
rendszernek ne legyen, vagy épp végtelen sok megolddsa legyen!

MEGOLDAS. Az egyenletrendszer megolddsa: x = 1.5, y = 0.5. Az
elsd egyenletben az x egyiitthat6jat Gjra mérjiik, és masodszorra egy
szédzaddal kevesebbnek, 6.72-nek adédik. Oldjuk meg ezt az egyen-
letrendszert is! Az eredmény meglepd médon nagyon messze van az
el6z6t6l: x ~ —2.26, y ~ —2.32. Ujabb mérés az y egyitthatéjat —8.96-
nak mutatja. E két egyfitthat6 egy szazaddal val6 megvaltozasa utan a
megoldas messze van mindkét el6z6 eredménytdl: x ~ 4.35, y ~ 2.64.
Ha végiil az els6 egyenlet konstans tagjat is megvaltoztatjuk egy sza-
zaddal 5.62-re, akkor x ~ 7.21, y ~ 4.78 lesz az eredmény, ha pedig
5.60-ra, akkor — csemegeként — ismét a kerek x = 1.5, y = 0.5 értékeket
kapjuk.

A fenti egyenletrendszeren tovabb véltoztatva az egyiitthatékat az
is elérhets, hogy végtelen sok megolddsa legyen:

6.72x — 8.96y = 5.60
4.80x — 6.40y = 4.00
ugyanis itt a két egyenlet egymds konstansszorosa. Ha pedig a ma-

sodik egyenlet konstans tagjat visszairjuk 3.99-re, egy ellentmondé
egyenletrendszert kapunk. O

Ilyen megbizhatatlan eredményekkel a gyakorlatban semmit nem
lehet kezdeni!
Az olyan egyenletrendszert, melyben az egytitthaték vagy a kons-

tans tagok kis véltozdsa a megolddsban nagy véltozast okoz, numeri-

kusan instabilnak vagy rosszul kondiciondltnak nevezziik. Egyébként nu- \
merikusan stabil, illetve jol kondiciondlt egyenletrendszerr6l beszéliink.
Vilagos, hogy a fentiek nem preciz matematikai fogalmak. Késébb \

precizen definidlva szdmmal fogjuk mérni a kondiciondltsidg fokat, \

de azt, hogy egy adott egyenletrendszer megoldasai elfogadhat6ak-e
vagy nem, csak a feladat dontheti el.

A numerikus instabilitds okat szemlélteti a 2.12. dbra. Kétvéltozos »
egyenletrendszerek esetén, ha a két egyenes grafikonja ,kozel” van
egymdéshoz, azaz majdnem egybe esnek, akkor kis véltozasok az egye-

neseken messze vihetik a metszéspontot, de parhuzamossd is tehetik \

a ket egyenest. 2.12. dbra: Instabil egyenletrendszer,

Ha a gyakorlatban numerikusan instabil egyenletrendszerrel talal- melyben az egyenletek egyitthatéinak
kis megvaltoztatdsa a megoldds nagy

K K vigsoaliuk h leteink kizti . 7 lined-
ozunk, vizsgéljuk meg, hogy az egyenleteink kozti ,majdnem” linea megvaltozdsat okorza.
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ris Osszefligg6ség mogodtt nem valddi linedris Osszefliggség van-e kis
mérési hibaval.

Részleges foelemkivdlasztds A kovetkez6 példakban lebeg&pontos arit-
metikdt haszndlunk. A szdmitdsokat agy kell elvégezni, hogy az adott
pontossagnak megfeleléen minden részeredményt p értékes jegyre ke-
rekittink.

2.52. PELDA (GAUSS-MODSZER LEBEGOPONTOS SZAMOKKAL). Oldjuk
meg az aldbbi — numerikusan stabil — egyenletrendszert pontosan, majd 3
értékes jegy pontossdggal szdmolva.

107 4% +y =2
x—y=0

MEGOLDAS. Pontosan szamolva

1074 1 | 2] s,-10%s, [107% 1 2
1 -1]0 0 -1-10*|-2-10*
amibél az eredmény x =y = 12:1034. Igazolhatd, hogy az egyenletrend-

szer numerikusan stabil, ami azt jelenti, hogy példaul 10~* helyébe 0-t
helyettesitve, vagyis kicsit valtoztatva egy egytitthatét, a kapott

0 1 |2
1 -11]0

egyenletrendszer megoldésa csak kicsit kiilonbozik az el6z6t6l: x =
y = 2. Végezziik most el a Gauss-kikiiszobolést 3 értékes jeggyel sza-

molva:
107% 1 |2]| s,—10%s; [107* 1 2 10~% 1
== 4 4| = 4
1 =110 0 —-1-10*|-2-10 0 —10

ahol a kozelitésnél a fl(—1 — 10%) = —10* dsszefiiggést hasznaltuk. Az
igy kapott egyenletrendszernek viszont x = 0, ¥ = 2 a megoldésa, ami
nagyon messze van az eredeti egyenletrendszer megoldasat6l! Most
végezziink egy apro valtoztatast: el6szor cseréljiik fel a két egyenletet!

1 -1 of |1 =110
104 1 20 70 1 |2’
amelynek megolddsa x = y = 2, ami nagyon kozel van a pontos meg-
oldéshoz! O

1 -1

0 527107451
0 1+10°¢

2

Mi az oka a két megoldas kozti kiilonbségnek, és fel tudnank-e
hasznalni minél jobb megoldas megtaldlasdban?

—2.10%

|
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Mindkét megoldasban az els6 egyenlet konstansszorosat hozzdad-
tuk a mésodik egyenlethez, de az elsé esetben a kisebb, a mésodik-
ban az elsé oszlop nagyobb elemét valasztottuk féelemnek. Amikor
a kisebbet valasztottuk, akkor az elsd sort egy kis szdmmal osztottuk,
vagyis repciprokaval — egy nagy szdmmal — szoroztuk, és ezt adtuk
a masodik sorhoz. A nagy szdmmal val6 beszorzés kovetkeztében a
masodik egyenlet egytitthatéit ,elnyomtdk” e nagy szdmok, nagyon
megviéltoztatva az egyenletet, aminek kovetkeztében a megoldésok is
nagyon megvéltoztak! A fl(—1 —10*) = —10* kerekités hatdsa, vagyis
a —1 ,eltiintetése”, ekvivalens azzal, mintha az eredeti egyenletrend-
szer helyett a kovetkez6t kéne megoldani:

10°% 12
1 0/|0]°

Es ennek valéban x = 0, y = 2 a megoldésa! Amikor viszont az els6
oszlop nagyobbik elemét vélasztottuk féelemnek, a sort egy kis szam-
mal kellett beszorozni, és ezt hozzdadni a masik sorhoz, vagyis ke-
rekitéskor az eredeti egyenlet egytitthat6i megmaradtak, az egyenlet-
rendszer kevésbé torzult. Ennek alapjan megfogalmazhat6 egy széles
korben elterjedt szabdly: a Gauss-féle kikiiszobolési eljards sordn, lebe-
gbpontos adatokkal dolgozva minden oszlopban a szébajohet6 elemek
koziil - sorcserék segitségével — mindig a legnagyobb abszolut értékfit
vélasszuk féelemnek! E moddszert részleges féelemkivdlasztdsnak, illetve
részleges pivotdldsnak nevezik.

Bizonyos — a gyakorlatban ritkan el6fordul6 — esetekben jobb ered-
mény kaphat6 a feljes felemkivdlasztds moédszerével. Ekkor f6elemnek
az Osszes még hatralévd elem abszolut értékben legnagyobbikat va-
lasztjuk. Itt oszlopcserékre is sziikség van, és miiveletigényesebb is ez
az eljaras, ezért ritkan alkalmazzdk.

2.53. PELDA (RESZLEGES FOELEMKIVALASZTAS). Részleges féelemkivd-
lasztdssal hozzuk lépcsGs alakra az aldbbi mdtrixot!

1.8 3.0 3.0 37 75
36 32 36 62 78
72 36 48 24 12
24 54 52 26 52

MEGOLDAS. Az els6 oszlop legnagyobb eleme a harmadik sorban van,

101
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igy az els6 és a harmadik sor cseréjével kezdiink:

(72 36 48 24 1.2] giigﬁ 72 36 48 24 12
51:>%3 36 32 36 62 78 s4g/3 00 14 12 50 72
1.8 30 30 37 75 00 21 18 31 72
24 54 52 26 52 0.0 42 36 18 48
(72 36 48 24 1.2] 55,2 72 36 48 24 12
51085 00 42 36 18 48 Si=53/3 0.0 42 36 18 48
00 21 18 31 72 0.0 0.0 00 22 48
00 14 12 50 7.2] 0.0 0.0 00 44 56
[72 36 48 24 1.2] 72 36 48 24 12
5305 00 42 36 18 48 51=53/2 00 42 36 18 48|
0.0 0.0 00 44 56 00 00 00 44 56
0.0 0.0 0.0 2.2 48] 00 00 00 00 20

Skdldzds A részleges f6elemkivélasztdsban mindig az oszlop legna-
gyobb elemét valasztottuk. Nem lehet egy elemet nagyobba tenni, és
ezzel az egész moédszert elrontani Ggy, hogy egy sorat egyszertien be-

szorozzuk?

2.54. PELDA (SOR SZORZASA). A 2.52. példdban szorozzuk meg az elsé
egyenletet 10°-nel, azaz a kisebb elembdl csindljunk nagyot, és ezt az egyen-
letrendszert is oldjuk meg részleges fGelemkivdlasztdssal.

10x +10°y = 2-10°
xX— y= 0

MEeGoLDAs. Egy egyenlet beszorzdsa egy nemzérus szdmmal ekviva-
. P oy — oy — 210

lens atalakitds, igy ennek az egyenletrendszernek is x = y = 575 a

pontos megoldédsa. Ha 3 értékes jegyre szamolunk, és alkalmazzuk a

részleges f6elemkivalasztds modszerét, akkor ismét rossz eredményt

kapunk:

10 10° | 2-10°| s,-10s, |10 10° 2-10° 107 1 2
- 4 4| & 4 4|7

1 -1 0 0 —-1-10*|-2-10 0 —10*| -2-10

amib6l x = 0 ésy = 2. O

Hasonléképp zavart okozhat az egyiitthatomatrix egy oszlopanak
beszorzésa is, ami az egyenletrendszeren példdul dgy valdsithaté meg,
ha egyik valtoz6 mértékegységét megvaltoztatjuk. (Ha példdul a ko-
rabban kilométerben meghatdrozott ismeretlent milliméterben keres-
siik, egyiitthat6jat minden egyenletben 10°-nal kell osztani.)

Az egytitthatok ilyen ,egyenetlenségeib6l” szdrmaz6 szdmitési hi-
bak csokkentésére a skdldzds nevii gyakorlati médszer ajanlhaté. Ez a
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kovetkez6 két skélazasi szabdly kovetésébdl all, mely a tapasztalatok

szerint a gyakorlati feladatok nagy részében nagyon j6 eredményt ad

a részleges f6elemkivalasztassal egyiitt alkalmazva:

1. Oszlopok skdldzdsa: Valasszunk a feladatban szereplé mennyiségek-
nek természetes mértékegységet, ezzel dltaldban elkeriilheték az
egyttthatok kozti tetemes nagysagrendi kiilonbségek. Ezen kiviil
nincs sziikség az oszlopok elemeinek beszorzasara.

2. Sorok skdldzdsa: Az egyenletrendszer [A|b] b6vitett matrixdnak min-
den sorat osszuk el az A egyiitthatématrix adott sorbeli legnagyobb
abszolut értékii elemével. Igy A minden sordnak 1 a legnagyobb
eleme.

Nem ismeretes olyan médszer, mely a lebeg&pontos dbrazolds kor-
latai mellett hatékonyan megtaldlnd a lehetd legpontosabb eredményt.
Az elmélet és a tapasztalatok alapjan sfir{i, nem ttlzottan nagy méreti
egyenletrendszerekre a skédldzott felem kivalasztdsos Gauss-modszer
ajdnlhato. A ritka egyenletrendszerekre a kovetkez6kben ismertetendd
iterativ mddszerek altaldban jobb eredményt adnak.

Iterativ médszerek A tovébbiakban is csak olyan egyenletrendszerek-
kel foglalkozunk, melyek n-ismeretlenesek és n egyenletbdl allnak, te-
hat melyek egytitthatématrixa négyzetes.

Az iterativ modszerek lényege, hogy olyan

X0, X1ye oo s Xpeyoon

vektorsorozatot generdlunk, mely az adott egyenletrendszer megol-
dasvektordhoz konvergdl. Els$ pillanatra meglepdnek tlinhet egy vég-
telen sorozat generaldsaval keresni a megoldast, de mivel szdmitasaink
eleve csak véges pontossdguak, gyakran igen kevés 1épésben elérhetjiik
a megkivant pontossdgot. Rdaddsul a kerekitési hibdk még novelhetik
is a konvergencia sebességét.

A Kkiinduldsi pont — a matematika tébb mads teriiletén is gyiimol-
cs0z6 moédszer — a fixpontkeresés. Ennek lényegét egy egyvaltozds
fuggvény példdjan mutatjuk be. Legyen f egy minden valés helyen
értelmezett fliggvény, mely barmely két a és b pontot két olyan pontba
visz, melyek tavolsaga a és b tavolsdganak legfoljebb a fele. Képletben:

0) = f(0)| < 3o~ |, azaz LOZLOL < 2
Ez azt jelenti, hogy f 0sszes kiilonbségi hanyadosa legfeljebb 1/2. A
sokkal altalanosabban megfogalmazhat6 Banach-féle fixpont tétel sze-
rint ekkor egyetlen olyan ¥ pont létezik, hogy ¥ = f(%), és ez megkap-
haté tigy, hogy egy tetszéleges xy pontbdl kiindulva képezziik az

xo, X1 = f(x0), X2 = f(x1),..., X1 = f(Xk),- -
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sorozatot, és vessziik a hatarértékét. Ekkor

¥ = lim X
k—o0

A 2.13. dbra szemlélteti a fenti 4llitdst. Az 1/2-es szorzé kicserélhetd
tetszbleges 0 és 1 kozé es6 konstansra.

A Banach fixponttétel konnyen szemléltetheté hétkdznapi médon:
képzeljiik el, hogy egy nagyobb gumilapot néhdnyan korbedllva egy
kerek asztal tetején széthtiznak az asztal széléig, majd (most jon a le-
képezés!) visszaengedik eredeti dllapotdba. Ekkor igaz az, hogy az
asztalon pontosan egy olyan pont van, mely f6l6tt a gumilap helyben
marad. E pont megkaphatd, ha kivalasztunk az asztalon egy tetsz6-
leges Py pontot, és megnézziik, hogy a kinytjtott gumilap e folotti
pontja 8sszehtizédaskor hova ugrik, legyen ez a P; pont az asztalon.
A kinytjtott gumilap P; f6lotti pontja 6sszehtzédéskor az P, pont folé
ugrik, stb. Az igy kapott pontsorozat a fixponthoz konvergal.

Jacobi-iterdcié Az el6z6 paragrafusban leirtakat kovetve megprébaljuk
az egyenletrendszert atrendezni gy, hogy az x = f(x) alaku legyen,
ahol x jeloli az ismeretlenek vektorat.

2.55. PELDA (JACOBI-ITERACIO). Oldjuk meg a

dx— y= 2
2x — 5y = —8

eqyenletrendszert, majd hozzuk x = f(x) alakra, és eqy tetsz6leges xo vek-
torbol indulva végezziink az xy 1 = f(xx) formuldval iterdciét. Szamoljunk
3 tizedes pontossdggal. Hovd tart az igy kapott vektorsorozat?

MEGOLDAs. Az egyenletrendszert kikiiszoboléssel megoldva kapjuk,
hogy x = (1,2) az egyetlen megoldés.

Hozzuk az egyenletrendszert x = f(x), azaz [y] = f([y]) alakra.
Erre t6bb lehet6ség is ad6dik. Ezek koziil talan az a legkézenfekvsbb,
hogy az els6 egyenletb6l az x-et, a masodikbdl y-t kifejezziik:

y+2
4
_ 2x+38

5
Vilasszunk egy x( vektort tetsz6legesen, legyen pl. xo = (0,0), az-
az x = y = 0. A fenti képletekbe helyettesitve kapjuk, hogy x; =
(%52, %8 = (0.5,1.6). A tovébbi értékeket egy tablazatban adjuk meg:

Xo X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

X 0 05 09 095 099 0.995 0.999 1.000 1.000
y o 1.6 1.8 196 198 1.996 1.998 2.000 2.000

X X1 X2 -
a 0 b 1%2) 5

2.13. dbra: Egy fliggvény, mely barmely
a és b pontot két olyan pontba visz, me-
lyek tavolsdga a és b tavolsdganak leg-
foljebb a fele, igy a fiiggvény minden
kiilonbségi hanyadosa abszolut értékben
legfoljebb 1/2. E fliggvénynek ponto-
san egy fixpontja van, mely megkaphat6
egy tetszbleges xy pontbdl indulé x; =
f(xx_1) sorozat hatdrértékeként.

P

/
/ (3

Uiy
~—

~—_

/

2.14. dbra: A Jacobi-iteraci6 szemlélteté-
se


http://hu.wikipedia.org/wiki/Banach_fixpontt%C3%A9tele
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E példa esetén tehat a végtelen sorozat konvergensnek mutatkozott,
de a kerekitési hiba folytdn véges sok 1épés utdn megtalalta a konver-
genciapontot. O

Az altalanos eset hasonldan irhat6 le. Tegytik fel, hogy az

a11x1 + apxo + ...+ a1xy = by

X1+ apxs +...+ ayxy, = by

ap1X1 + X2 + ...+ appXy = by

egyenletrendszer egyértelmtien megoldhato és f6atléjanak minden ele-
me kiilonbozik 0-t6l. A Jacobi-iterdcié menete tehat a kovetkezd. A
k-adik egyenletbdl fejezziik ki az x; valtozot:

1
x1= —(h —a12X2 — ... — A1 _1Xp—1 — A1pXn)
an
1
xg = —(by — az1xq — .= A 1Xp—1 — (27 Xp)
a
(2.25)
1
Xy = —(by — X1 — Appxy — ... — Ann—1Xn—1 )
Ann
Vilasszunk az ismeretlenek x = (x1,x,...,%,) vektordnak egy xo

kezd&értéket, pl. legyen xo = (0,0,...,0). A (2.25) egyenletrendszer
jobb oldaldba helyettesitsiik be xp koordinatdinak értékét, a bal oldal
adja x; koordinatdit. Ezt a lépést ismételjiilk meg, generdlva az xp,
x3,. .. vektorokat addig, mig el nem érjiik a megfelel6 pontossagot.

Gauss — Seidel-iterdcio A Jacobi-iteracié gyorsasagdn konnyen javitha-
tunk, ha a (2.25) egy egyenletének jobb oldaldba valé behelyettesités

utdn a bal oldalon kapott valtoz6 értékét azonnal folhasznéljuk, nem /
varunk vele a ciklus végéig. Ezt a médositott algoritmust nevezziik -
Gauss — Seidel-iterdcionak. —
]
2.56. PELDA (GAUSS —SEIDEL-ITERACIO). Oldjuk meg a _— /
—
dx— y= 2 /
2x —5y = —8
1 /
egyenletrendszert Gauss— Seidel-iterdciéval. 1 /
MEGOLDAS. Itt is, mint a Jacobi-iterdciondl az /
/
y+2
= |
_ 2x+38 /
Y775 o

2.15. dbra: A Gauss-Seidel-iteracio
szemléltetése
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egyenleteket hasznaljuk, de mig a Jacobi-iterdciéndl xo = (0,0) kez-

déérték utdn az x = % = %, y = % = % értékek kovetkeztek, a

Gauss —Seidel-iteraciénal a masodik egyenletben 0 helyett mar az els6
1

egyenletben kiszamolt x = % értéket helyettesitjiik, azaz y = 225+8 = %.

A tovébbi értékeket egy tablazatban adjuk meg de tgy, hogy jelezziik
a kiszamitas sorrendjét:

Xp X1 X2 X3 X4

X 0 05 0.95 0.995 1.000
y o 1.8 1.98 1.998 2.000

Hasonlitsuk ¢ssze az eredményt a Jacobi iterdciondl készitett tablazat-
tal. O

Mindkét iteraci6 jol szemléltethet6 a 2-ismeretlenes esetben. A 2.14. és
a 2.15. dbrak ezt mutatjdk. Ha pontosan szdmolunk, végtelen sok pon-
tot kapunk, az dbrdk csak néhdny pontot mutatnak.

Az iterdcick konvergencidja A fenti példakbol nem latszik, hogy vajon
a Jacobi- és a Gauss —Seidel-iteraci6k mindig konvergélnak-e.

2.57. PELDA (DIVERGENS ITERACIO). Oldjuk meg Jacobi- és Gauss—
Seidel-iterdcidval a kovetkez0 egyenletrendszert:

x—y=2
2x—y =25
MEGoLDAs. Alakitsuk at az egyenletrendszert:

x= y+2
y=2x-5

El6szor probalkozzunk Jacobi-iteraciéval:

Xp X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

X o 2 -3 1 -9 -1 -21 -5 -45
y o -5 -1 -11 -3 23 -7 47 -15

Ugy tlinik, nem konvergens a vektorsorozat, mint ahogy nem ttinik
annak a Gauss —Seidel-iterdciénal sem:

X0 X1 X2 X3 X4
X o 2 1 -1 -5 -13
y O -1 -3 -7 -15 -31

% z

A divergencia leolvashat6 az iterdciokat szemléltets dbrakrol is! O
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2.58. DEFINfCIO (SORONKENT DOMINANS FOATLOJU MATRIX). Azt
mondjuk, hogy az n X n-es A mdtrix soronként (szigortian) dominans
féatloval rendelkezik, vagy soronként (szigortian) dominans f64tl6ja,
ha a fodtlo minden eleme abszoliit értékben nagyobb a sordban lévd tobbi
elem abszoliit értékeinek dsszegénél, azaz képletben

la11] > laa| + ...+ lau—1| +  |a1a]

lan| > |ag| +... 4 a1+ |aza]

lan—1,n-1] > |an—11] + |@n-12| + ... + [an—1,n
|ann| > |’1n1|+ |‘1n2| +.oF |an,n—1|

Hasonléan definidlhat6é az oszloponként domindns f6atléju matrix
is.
Vildgos, hogy az aldbbi matrixok soronként dominéans f6atléjaak:

1 25 25 25

2 1 -0 12 2 00 25 1 25 25
0 1|’ 1100 3|, |0 =3 0, |50 o]
1 -2 10 0 0 -5 - :

25 25 25 1

Az aldbbi matrixok nem soronként dominans f6atléjaak, de sorcserék-
kel azz4 tehettk:

25 25 25 1

0 1 -1 -2 10 0 -3 0 1 25 25 .25
S e U D (U | R (P
1 10 -3 2 0 0 - '

25 1 25 25

Az aldbbi egyenletrendszer egyiitthatématrixa soronként dominans f6-
atlojac

dx— y= 11

2x — 5y = =17

2.59. TETEL (ELEGSEGES FELTETEL AZ ITERACIOK KONVERGENCIAJARA).
Ha az n eqyenletbdl dll6 n-ismeretlenes egyenletrendszer egyiitthatomdtrixa

soronként domindns fédtlojii, akkor barmely indulévektor esetén a Jacobi- és
a Gauss — Seidel-iterdcid is konvergens.

E tételt nem bizonyitjuk. Megjegyezziik, hogy a tételbeli feltétel
nem sziikséges, csak elégséges, azaz olyan egyenletrendszeren is kon-
vergens lehet valamelyik iterdcié, melynek nem dominans {6atl6ji az
egyiitthatomatrixa. Hasonl6 tétel igaz oszloponként dominans f64tléju
egytitthatématrixok esetén is.

A domindns f64tl6ji métrixokon a Gauss —Seidel-iterdci6é sosem las-
sabb, mint a Jacobi-iterdci6, s6t, gyakran érezhet6en gyorsabb. Az
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viszont el6fordulhat, hogy a Gauss—Seidel-iterdcié divergens, mig a
Jacobi-iterdcié konvergens (ld. 2.26. feladat).

A gyakorlatban ezeknek az iterdcioknak kiilénb6z8, hatékonyabb
javitasait haszndljdk. E témaban az olvasé figyelmébe ajanljuk a ,nu-
merikus médszerek” téméban irt konyveket, web-oldalakat.
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Feladatok

Jacobi-iterdcio
2.25. Oldjuk meg a
4x— y= 8
2x —5y = -5
egyenletrendszert Jacobi-iteraciéval! Szamoljunk 3, majd 4
értékes jegyre!
Vegyes feladatok

2.26" JACOBIITERACIO  KONVERGAL, GAUSS — SEIDEL-
ITERACIO NEM Irjunk programot annak az allitdsnak az

ellen6rzésére, hogy a

x + z=0
—x+5/6y =0
x+ 2y—-3z=1

egyenletrendszeren a Jacobi-iteracié konvergal, a Gauss—
Seidel-iterdcié nem.

2.27. (GAUSS-ELIMINACIO DOMINANS FOATLOJU MATRIXON
Bizonyitsuk be, hogy ha az A matrix f6atldja soronként
domindns, akkor végrehajthaté rajta a f6elemkivélasztasos
Gauss-eliminacié sorcsere nélkiil!

2.28. Az ITERACIOK SZEMLELTETESE A A vdrosbdl elindul
egy A jelli vonat a B véros felé, vele egyidében a B véros-
boél egy B jelti A felé. A B vonat induldsaval egyid6ben a B
vonat orrarodl elindul egy légy is A felé, de amint taldlkozik
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az A vonattal megfordul, és addig repiil, mig a B vonattal
nem taldlkozik, amikor ismét megfordul, stb. Mindharmuk
sebessége konstans, de a légy sebessége nagyobb mindkét
vonaténal.

1. Egy tablazatban megadjuk mindkét vonat tavolsagat az
indulasi helyiikt6l km-ben mérve azokban a pillanatok-
ban, amikor a légy épp a B vonattal taldlkozik.

(x0,y0) (x1,¥1) (x2,¥2) (x3,y3)

x: tavolsdg A-t6l o 40 48 49.6
y: tavolsag B-t61 o 8o 96 99.2

Szamitsuk ki a tablazat egy-két tovabbi oszlopat!

2. Milyen messze van A varos B-t6], ha a légy sebessége
200km/h?

3. Most egy madsik tdblazatban megadjuk annak a vonat-
nak a tdvolsagat az indulasi helyétol, amelyik épp talal-
kozik a léggyel:

Yo X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3
x: tavolsag A-t6l 30 46 49.2
y: tavolsag B-t6l o 8o 96 99.2

Szamitsuk ki a tablazat egy-két tovabbi oszlopét!

4. Milyen messze van A varos B-t6l, ha a légy sebessége
200km/h?

5. Mi koze van e feladatnak a Jacobi- és a Gauss—Seidel-
iterdci6hoz?
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Megolddsok

2.4. a) igen, b) igen, c) nem, d) igen, e) igen, f) nem.

2.5. Kénnyen lathat6, hogy mindkét egyenletrendszer
egyetlen megolddsa: x = 2, y = 1, tehat a két egyenlet-
rendszer ekvivalens.

2.6. Az els6 egyenletrendszer nem oldhaté meg a 0 = 3
alak egyenlet miatt, de a masodik sem, hisz nincs olyan x
ésy, melyrex+y =2és x+y ="7lenne, hisz2 # 7.

2.7. Behelyettesités utan mindkét egyenlet 0 = 0 alakd,
amit tetsz6leges x és y kielégit, igy az dsszes (x, y) szampar
megolddsa az egyenletrendszernek.

2.8. x =1, y tetszbleges, azaz az dsszes (1,y) alakd szam-
pér megoldas.

2.9. A masodik egyenlet behelyettesités utan 0 = 1 alakd,
igy az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

2.10. x =1,y = 2, azaz (x,y) = (1,2) az egyetlen megol-
dés.

2.12. a) A sormodellben két metsz6 egyenest kell megraj-
zolni (y = 7/3x —2/3x, y = —2+ 3/2x), melyek a (2,1)
pontban metszik egymdst, mig az oszlopmodellben a (2, 3),
a (3, —2) vektorokat és azok linedris kombindaciGjaként el6-
allitott (7,4) = 2(2,3) + (3, —2) vektort!

b) A sormodellben két parhuzamos egyenest kell meg-
rajzolni, mig az oszlopmodellben a (2,3) és a (4,6) vekto-
rokat, melyek egy egyenesbe esnek, és semmilyen linearis
kombindciéjuk sem adja ki a (3,4) vektort!

2.13. A hdrom sik koziil semelyik kett6 nem pérhuza-
mos, masrészt a normalvektorai egy sikba esnek, ugyan-
is 2(1,1,2) 4+ (1,2,4) = (3,4,8). Ez azt jelenti, hogy van
olyan vektor, mely mindhdrom sikkal parhuzamos. Az el-
s6 esetben a harom sik egy egyenesen megy 4t, mivel van
a sikoknak kozos pontjuk, pl. a (3,0,0) pont, igy végtelen
sok megolddsa is van, mig a mésodik esetben a sikoknak
nincs k6z6s pontjuk.

Az egyenletrendszerek ekvivalensek a kovetkezé vek-
toregyenletekkel:

1

1 1
1 x+ (2| y+
4

1
1 x+ [2|y+
4

® N
N
I
© W W
® N
N
I

Itt a kozos egytitthatoméatrix minden oszlopvektora benne
van a
2x+y—z=0

egyenletti sikban, (ez konnyen ellenérizhet6 a vektorok ko-
ordinatainak a sik egyenletébe val6 helyettesitésével), és ki

is feszitik a sikot, mert a harom vektor nem kollineéris.
Maésrészt a (3,3,9) vektor is benne van e sikban, a (3,3,1)
vektor viszont nem. Tehat az els6 egyenletrendszer meg-
oldhat6, a masodik nem.

2.14. A sormodell szerinti dbra az a) esetben 3 sikbeli egye-
nest tartalmaz, melyek kozt van két parhuzamos, igy az
egyenletrendszer nem oldhat6 meg. A b) esetben a harom
egyenes egy ponton megy at, ez a megoldds: x =2,y = 1.
A c¢) esetben ugyan nincsenek parhuzamos egyenesek, de
nincs k6zos pontjuk sem, igy az egyenletrendszer nem old-
hat6 meg. Az oszlopmodell szerint az a)

x+ y=3
x+ y=4
x+2y=4
egyenletrendszer ekvivalens a kovetkezével:
1 1 3
1lx+ |1|y= |4].
1 2 4

Az (1,1,1) ésaz (1,1, 2) vektorok benne fekszenek az x = y
egyenlet(i sikban, mivel els6 két koordinatdjuk megegye-
zik, ezért minden linedris kombinaci6juk is ebbe a sikba
esik. A (3,4,4) vektor viszont nem esik e sikba, igy fiigget-
len az el6bbi kett6td], tehat nem 4ll el azok lineéris kom-
bindciéjaként. Vagyis ez az egyenletrendszer nem oldhat6
meg. A b) és c) egyenletrendszerekben a bal oldali két vek-
tor, az (1,1,1) és az (1,2,3) az x — 2y +z = 0 egyenletii
sikban van, melyben a (3,4,5) vektor benne van, mig a
(3,3,5) vektor nincs benne, tehét b) megoldhaté, ¢) nem.

2.15. a) hamis, az allitads csak gy igaz, ha a parhuzamos
hipersikok kiilonb6z6ek is (két azonos hipersikot parhu-
zamosnak tekintiink), b) hamis, példaul a 2.9. (1) dbran
lathat6 esetben nincsenek parhuzamos sikok, és mégsincs
megoldas, c) igaz, mert akkor a jobb oldalon 4ll6 barmely
vektor kifejezhetd e két kétdimenzids vektor linedris kom-
bindcidéjaként, tehat az egyenletrendszer megoldhato.

2.16.

a) Egy két egyenletbdl all6 haromismeretlenes egyenlet-
rendszer sormodellje szerinti 4bra a haromdimenziés
térben két darab sikbél all, melyek ha parhuzamosak,

" de nem azonosak, akkor az egyenletrendszernek nincs
megoldasa, egyébként megoldasainak szama végtelen.
Oszlopmodellje a kétdimenzios térben négy darab vek-
torb6l all (hdrom linearis kombindci6ja a negyedik).

b) Egy hidrom egyenletb&l 4ll6 kétismeretlenes egyenlet-
rendszer sormodellje szerinti dbra a kétdimenzids tér-
ben hirom egyenesb®l all, mig az oszlopmodellje a ha-
romdimenziés térben harom darab vektorbdl.
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c¢) Egy négy egyenletbsl &ll6 Otismeretlenes egyenlet-
rendszer sormodellje szerinti dbra az 6tdimenzids tér-
ben négy darab hipersikbdl &ll. Oszlopmodellje a
négydimenzids térben hat darab vektorbél 4ll.

2.17. a) Igaz, ez a szdm megegyezik a f6elemek szdmaval.
b) Igaz, ez a szam megegyezik a féelemek szamaval. c¢) Ha-
mis, van 1épcss alakja minden métrixnak, de csak a redu-
kélt 1épcs6s alak egyértelmii. d) Hamis. e) Igaz.

2.18. a) Igaz. b) Hamis, az egyenletrendszer megoldhato-
sdga nem fligg az egyenletek szamatdl. Az ismeretlenek
szamdnal akar kevesebb, akar tobb egyenletbdl allé rend-
szer akar konzisztens, akdr inkonzisztens is lehet. c) Igaz.
d) Igaz, a nullvektor mindig megoldas.

1 0 1 0 —1]
219. [0 1 0 1 2
0000 0
1 0 0 0 0]
220. |10 1 0 1 2
0010 -1

2.21. Igen, mindkettének (x,y,z) = (1,2,3) az egyetlen
megoldasa, azaz megoldashalmazaik megegyeznek.

2.22. Igen, mindkett$ bévitett egytitthatématrixdnak redu-
kalt 1épcs6s alakja a zérussor nélkiil
1 0 -08 18
01 22 -12
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2.23. a)Igen. b)Nem.

2.24. Az S; <> §j miivelet eredményét dSnmaga visszadllitja,
az cS; miiveletét %Si, és az S; + ¢S miiveletét S; — cS;.

2.25. Legyen xg = (0,0). Az iterdcié képletei:

x_y+8 _ 2x+5
T YT s

Az iteréci6 lépéseinek tdblazata 3 értékes jeggyel szdmolva:

Xp X1 X2 X3 X4 X5 X6
X 0 2 225 245 248 250 250
y o 1 1.80 1.90 1.98 1.99 2.00

Az iterdci6 lépéseinek tablazata 4 értékes jeggyel szdmolva:

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8
X o 2 225 245 2475 2495 2498 2500 2.5
y o 1 180 190 1980 1990 1.998 1.999 2.0

2.27.

2.28. A Jacobi-iterdcié szerinti médon, a vonatok valame-
lyikének és a légynek a k-adik taldlkozédsdbdl kiszamitva
a k + 1-edik taldlkozasra jellemzé tavolsdgokat, az xx 1 =
ayg + b, yx+1 = cyx + d egyenletekre jutunk. Az els6 tébla-
zat adatait behelyettesitve, és a, b, ¢ és d értékre megoldva
az






3
Megoldhatdsig és a megolddsok tere

E fejezetet az egyenletrendszer megolddsainak jellemzésére szanjuk.
Ennek soran megismerkediink az altér fogalméval és a veliik végez-
het6 legegyszertibb mtiveletekkel. Végiil megmutatjuk, hogy minden
konzisztens linedris egyenletrendszer origéhoz legktzelebbi megolda-
sa az egyetlen, mely a sortérbe esik, és barmely két megolddsanak
kiilonbsége merdleges ra.

Homogén és inhomogén egyenletrendszerek megolddsai

Az el6zbekben a megolddsok megtaldldsdnak modszereit tanulmdnyoztuk. E
szakaszban a megoldhatdsdg kérdését és a megolddsok halmazdnak legfonto-
sabb tulajdonsdgait vizsgdljuk. A vizsgdlatokban a linedris egyenletrendsze-
rek mindkét geometriai interpretdcidja fontos szerepet kap.

Kotott vdltozok szdma, mdtrix rangja A redukdlt 1épcs6s alak egyér-
telmiiségének egy nyilvanval6, de fontos folyomanya az aldbbi ered-
mény:

3.1. KOVETKEZMENY (FOELEMEK 0SzLOPAI). EgQy valds mdtrix barmely
lépcsOs alakjdban a fGelemek ugyanazokban az oszlopokban vannak, tehdt
ezek szdma is fiiggetlen a lépcsds alaktol.

A bizonyitas azonnal adédik abbdl, hogy barmely 1épcs6s alak f6-
elemeibdl kapjuk a redukalt 1épcs6s alak vezéregyeseit, igy barmely
lépcsés alak féelemei ugyanott vannak, ahol a vezéregyesek, a redu-
kalt 1épcs6s alak pedig egyértelm.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy barmely valds matrix esetén

barmely 1épcsds barmely 1épcsds a redukalt 1épcsés
alak féelemeinek |=| alak nemzérus |=| alak vezéregye-

szama sorainak szdma seinek szdma.
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Ez a kovetkez6 definicidhoz vezet.

3.2. DEFINICIO (MATRIX RANGJA). Egqy midtrix valamely lépcsGs alakjd-
ban a nemnulla sorok szdmdt a mdtrix rangjanak nevezziik. Az A mdtrix
rangjit r(A) jeloli.

3.3. PELDA (MATRIX RANGJANAK KISZAMITASA). Szdmitsuk ki az aldbbi
mdtrixok rangjdt!

1 1 1 1 0110
2 3 3 21 1 1 -1 -1 1 0 01
0 0" (0 0 4| 1 -1 1 1| 1 0 01
1 -1 -1 1 01 10

MEGOLDAS. Az els6 és masodik matrix 1épcsés alakd, rangjuk azonnal
leolvashaté: 1 és 2. A harmadik és negyedik matrix elemi sormtivele-
tekkel

1 1 1 1 1 0 0 1
0 -2 0 — ) 0110
, illetve
0 0 -2 00 0O
0 0 0 —4 00 00O
alakra hozhato, tehat a rang 4, illetve 2. O

3.4. ALLITAs (KOTOTT ES SZABAD VALTOZOK SZAMA). Ha egy n-ismeret-
lenes egyenletrendszer megoldhato, és egyiitthatomdtrixdnak rangja r, akkor
a Gauss- vagy a Gauss—Jordan-mddszerrel kapott megolddsdban a kotott vdl-
tozok szdma r, a szabad vdltozék szdma n — r.

» Megjegyezziik, hogy egyel6re csak annyit latunk, hogy ha az egytitt-
hatématrix és a bévitett matrix rangja r, akkor az egyenletrendszer-
nek van olyan megolddsa, amelyben a kotott valtozok szdma r, a szabad
valtozoké n — r, és egy ilyen megoldds megkaphat6é a Gauss- vagy a
Gauss-Jordan-médszerrel. Arrél még nem tudunk semmit, hogy a
véltozok sorrendjének felcserélésével, vagy mas megoldasi médszerrel
nem kaphatunk-e mds megoldast. A kovetkezd fejezetben be fogjuk
latni, hogy a kotott és szabad valtozok szdma fiiggetlen a valtozok
sorrend;jétdl, s6t a megoldds modszerétdl is.

» Példaul a

O = = R

1
1
1
0

o O O -
o O O -
S O = =
O O = =
S O = =
S O = =

kibovitett matrixhoz tartoz6 egyenletrendszerben 3 a kotott és 4 a sza-
bad véltozok szama.
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Egyenletrendszer megoldhatésigdnak feltétele Tudjuk, hogy egy linedris
egyenletrendszer pontosan akkor nem oldhaté meg, ha a bévitett mat-
rix 1épcsés alakjanak van olyan sora, melyben csak a legutolsé elem
nem nulla. Ez ugyanis egyenletté visszairva 0 = c alakd, ahol ¢ # 0,
és ennek az egyenletnek nincs megoldasa. Ez viszont azt jelenti, hogy
ilyenkor a b&vitett matrix rangja nagyobb az egytitthatématrix rangja-
nal. E megéllapitds azonnali kovetkezménye a kovetkezd tétel.

3.5. TETEL (A MEGOLDHATOSAG MATRIXRANGOS FELTETELE). Legyen

egy n-ismeretlenes linedris eqyenletrendszer egyiitthatomdtrixa A, a kons-

tans tagokbél dll6 vektora b.

1. Ez az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha egyiitthaté-
mdtrixdnak és bovitett mdtrixdnak rangja megegyezik, azaz

r(A) =r(Alb).

2. Ez az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg egyértelmtien, ha
egyiitthatomdtrixdnak és bévitett mdtrixdnak rangja megegyezik az is-
meretlenek szdmdval, azaz

r(A) =r(Alb) = n.
BrzonvyiTAs. Az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha b6-
vitett matrixdnak 1épcs6s alakjdban nincs olyan sor, melynek csak az
utols6 eleme nem 0. Ez épp azt jelenti, hogy r(A) = r(A|b).

A masodik allitds abbol kovetkezik, hogy az egyenletrendszer akkor
oldhaté meg egyértelmtien, ha megoldhatd, és nincs szabad véltozdja,
vagyis az egyiitthatomatrix rangja megegyezik az ismeretlenek szdma-
val. O

Az el6z6ekbdl az is adddik, hogy egy linedris egyenletrendszernek
pontosan akkor van egynél tobb megoldasa, ha

r(A) =r(A|b) < n.

(Miért nem lehet r(A) > n?)

Egy valds egyiitthatés egyenletrendszernek csak tgy lehet egynél
tobb megolddasa, ha van szabad valtozéja. Viszont, annak minden érté-
kéhez egy-egy masik megoldas tartozik, vagyis ekkor az egyenletrend-
szernek végtelen sok megoldasa van. Igy, ha A valés matrix, akkor a
megoldasok szdma, a két rang és az ismeretlenek szama kozt a kovet-
kez6 a kapcsolat:

Feltétel Megoldéasok szama
r(A) < r(Alb) 0
r(A) =r(Alb) =n 1

r(A) =r(Alb) <n 0o

115
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Ha az egyenletrendszer homogén linedris, azaz mindegyik konstans
tag 0, akkor az elemi sormfiveletek kézben a bévitett matrix utolsé osz-
lopaban minden elem 0 marad, igy ebben az oszlopban biztosan nem
lesz féelem. Eszerint a homogén linedris egyenletrendszerek mindig
megoldhatok, hisz ekkor a r(A) = r(A|b) dsszefliggés mindig fonnall.
A megoldhatésdg persze e feltétel ellendrzése nélkiil is latszik, hisz
az x1 = xp = --- = x, = 0 mindig megoldds! Mivel r(A) megegye-
zik a redukalt 1épcsés alak féelemeinek szdmaval, ezért r(A) < m és
r(A) < n is fénndll, ahol m az egyenletek, n az ismeretlenek szdma.
Igy viszont m < n esetén r(A) = n nem éllhat fonn, tehat a homogén
linedris egyenletrendszernek van az x = 0 vektoron kiviil is megolda-
sa. Ezzel bizonyitottuk az alabbi tételt:

3.6. TETEL (HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDHATOSA-
GA). Az A egyiitthatomdtrixii homogén linedris egyenletrendszer mindig
megoldhaté, mert a nullvektor — az iin. trividlis megoldds — mindig meg-
oldds. Pontosan akkor van nemtrividlis, vagyis a 0-vektortdl kiilonbozo
megolddsa is, ha

r(A) <mn,

ahol n az ismeretlenek — azaz A oszlopainak — szdmdt jeloli. Specidlisan,
az m egyenletbdl dllo homogén linedris eqyenletrendszernek m < n esetén
mindig van nemtrividlis megolddsa.

Val6s egytitthatés homogén linedris egyenletrendszerekre az el6z6
tabldzat a kovetkez6 alakot olti:

Feltétel =~ Megoldasok szdma

r(A) =n 1
r(A) <mn o0

3.7. PELDA (EGYENLETRENDSZER MEGOLDASAINAK SZAMA). Az a para-
méter mely értékei mellett van az aldbbi egyenletrendszernek O, 1, illetve oo
sok megolddsa?

X1+ xp+axz3=1

X1 +axy+ x3=a
ax|+ X+ X3=€lz

MEGoLDAs. Hozzuk a bévitett matrixot 1épcsés alakra:

1 1 a| 1| S$2-5 |1 1 a 1

1a 1]a| 2200 a-1 1-a|a—1]|22
a 1 1|42 0 1—a 1—a%|a?—a
11 a 1

0 a—1 1—a a—1

0 0 —(@a-1(@+2)|(a+1)(a—-1)
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Lathatd, hogy a = 1 esetén az utols6 két sorban minden elem 0, tehat
az egyiitthatématrix és a bovitett matrix rangja is 1, igy az egyenlet-
rendszer az x1 + xo + x3 = 1 egyenlettel ekvivalens. Ennek megoldésa:
(x1,x2,x3) = (1 —s —t,s,t), azaz oszlopvektor alakba irva:

X1 1 -1 -1
x| = (0| +s| 1 |4+¢t] 0
X3 0 0 1
Ha a = -2, akkor az egytiitthatomatrix rangja 2, a bovitett matrix

rangja 3, tehat az egyenletrendszer nem oldhaté meg (az utols6 sor
egyenletté visszairva 0 = 3 alakdl). Minden egyéb esetben, azaz ha
a #1ésa# —2, akkor a két rang 3, ami megegyezik az ismeretlenek
szdmaval, tehat egyetlen megoldds van. Ez ki is fejezhet6:

(a+1)? 1 Ca+1

X1 = tl+2 , Xy = X3 = a+2. 0O

Homogén linedris eqyenletrendszer megolddsai  Tekintsiink egy tetszéle-
ges homogén linedris egyenletrendszert. Mint a 3.6. tételben lattuk, ez
biztosan megoldhato, és a megolddsok halmazdban a nullvektor benne
van. Mit mondhatunk a megolddsok halmazardl, ha tobb megoldasa
is van a homogén egyenletrendszernek?

3.8. ALLITAs (MEGOLDASOK LINEARIS KOMBINACIOJA). Egy homogén
linedris egyenletrendszer megolddsainak bdrmely linedris kombindcidja is
megoldds.

BrzonvyiTAs. Elég az 4llitdst két megolddsra bizonyitani. Jeldlje aj,
ay,...,a, az egyenletrendszer egytitthatématrixdnak oszlopvektorait.
Legyen x = (x1,X2,...,Xn) ésy = (y1,Y2,---,Yn) két tetsz6leges meg-
oldés, azaz
ajx;i+ax;+...+ax;, =0
ajy; +axyr +...+agyy, =0,
és ¢, d legyen két tetszleges skaldr. Megmutatjuk, hogy ekkor cx 4 dy
is megoldds, ugyanis
a1 (cxy +dyr) + az(cxp +dyn) + ... + an(cxy, + dyy)
=(caix1 +dajyy) + (capxy +dagys) + ... + (canx, + dayyy)
=c(ajx1 +apxp + ...+ apxy) +d(aryr + agyn + ... + anyy)
=0+0=0.
azaz cx + dy is megoldas. Ez bizonyitja allitasunkat.

E bizonyitas az oszlopmodellre épiilt, de hasonléan egyszerti bizo-
nyitds adhat6 a sormmodellben is (1d. 3.9. feladat). O
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Altér Az, hogy vektorok egy A halmaza olyan, hogy az A-beli vek-
torokbdl képzett linedris kombinécidk is mind .A-ban vannak, azzal
ekvivalens, hogy barmely A-beli vektor skaldrszorosa és barmely két
A-beli vektor 6sszege is A-beli (Id. a 7.4. feladatot). Masként fogal-
mazva: a vektorok skaldrral valé szorzasa és a vektorok Osszeaddsa
nem vezet ki A-bol.

Az R" tér ilyen tipust részhalmazai igen fontosak. Példaul a sik-
ban egy origén atmend egyenes vektorai (az egyenes pontjaiba mutaté
helyvektorok) ilyenek. Hasonl6képp, a térben barmely origén atme-
n6 sik vagy egyenes vektorai ilyenek (Id. a 3.1. dbra). Ez a kovetkezd
definici6hoz vezet.

3.9. DEFINICIO (ALTER). Az R”" tér vektorainak olyan nem iires részhal-
mazdt, mely zdrt a vektorok skaldrral vald szorzdsdnak és a vektorok dssze-
addsinak mijveletére, az R" alterének nevezziik. Képlettel kifejezve: az
A C R" vektorhalmaz R" altere, ha

1. u,ve Aeseténu+v e A,

2. u€ A, ésc € Resetén cu € A.

Az R? vagy az R? altereit konnyen tudjuk szemléltetni, ahogy azt
a 3.1. dbrén is tettiik. De hogyan szemléltethet6k IR” alterei? Természe-
tesen itt csak egy leegyszertisit6, az elemibb Osszefliggések szemlélte-
tésére haszndalhat6 dbrazolds johet széba. A Venn-diagramok példéjat
kovetjiik: az dbrdzolds alakjdnak nem ,hasonlitania” kell az abrazolt
dologra, csak tudnunk kell, hogy annak melyik tulajdonsagat hogyan
szemlélteti. Vektorterek szemléltetésére a levéldiagramot fogjuk hasz-
nélni. Ez egy egyszer(i levélformaval szemlélteti a teret, melynek a
levél szaranal 1évd tove jelzi a nullvektort. Az altereket olyan kisebb
levelek szemléltetik, melyek téve — azaz a nullvektor — kozos (1d. 3.2.
dbra). A levelek fels6 csticsdba a tér nevét vagy dimenzidjat irhatjuk.

Felsoroljuk az alterek néhdny egyszertien belathat6 tulajdonsagat:

» Minden altérnek eleme a nullvektor, hisz barmely altérbeli vektorral
egyiitt annak 0-szorosa is, vagyis a 0-vektor is eleme az altérnek.

» Minden altérbeli x vektorral egyiitt annak ellentettje (—1-szerese), a
—x vektor is eleme az altérnek.

» Minden vektortér maga is altér, hisz barmely két vektordnak ¢sszes
linedris kombin&cidjét is tartalmazza.

» A nullvektor 6nmagdaban alteret alkot, ez a zérustér, amit Z jelol. A
nulltér kifejezést mdasra haszndljuk, ne keverjiik 6ssze. A zérusteret és
a teljes teret szokas trivialis altereknek nevezni (Id. 3.3. dbra).

» Altérnek is lehet olyan részhalmaza, melyb6l nem vezet ki a két mfi-
velet, ez az altér altere, ami maga is altér az eredeti térben (1d. 3.4. dbra).
» Két altér metszete is altér. Ha U/ és V egy vektortér két altere, és W
a kozos résziik, akkor YV nem tires, hisz a nullvektor benne van. Mas-
részt barmely két x,y € W vektor sszes linedris kombindciéja benne

a)

b)

3.1. dbra: a) Egy origén dtmend egye-
nes barmely vektordnak konstansszoro-
sa és barmely két vektoranak Osszege az
egyenesbe esik, b) egy origén dtmend sik
barmely vektordnak konstansszorosa és
barmely két vektoranak Osszege a sikba
esik.

0

3.2. dbra: Egy W vektortér és annak U/
és V alterei, valamint a mindannyiukban
kozos nullvektor

z =10}

3.3. dbra: Egy W vektortér két trivilis
alterével: az egyik maga 1V, a maésik a
nullvektort tartalmazé Z tér
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van U-ban és V-ben is, igy metszetiikben is. Alterek metszetére is a N
jelet haszndljuk, tehét az el6bbi alterekre &/ NV = W (Id. 3.5. dbra).

» Az el6z6 gondolat tetszbleges szdm altérre is megismételhetd, te-
hat egy vektortér tetszbleges szdmu alterének kozos része is altér. Az
alterek szdma végtelen is lehet.

» Két altér egyesitése csak akkor altér, ha egyik altere a masiknak.
Példaul a térben egy origén atmend egyenes vektorait és egy origén
atmend sik vektorait egyesitve csak akkor kapunk alteret, ha az egye-
nes a sikba esik.

Ha U és V ugyanannak a vektortérnek az alterei, akkor az egyesi-
tésiik altal generdlt alteret U + V-vel jeloljiik, és a két altér osszegének
nevezziik.

3.10. ALLITAS (ALTEREK OSSZEGE). Ha U és V a W altér két altere, akkor
az egyesitésiik dltal generdlt U + V altér pontosan azokbdl a vektorokbdl dll,

7 2

melyek egy U- és eqy V-beli vektor dsszegeként eldllnak.

BrzonvyiTAs. Ha x egy U + V-beli vektor, akkor eléall néhany /- és V-
beli vektor linedris kombindciéjaként. De a linedris kombindcié U/-beli
vektorokat tartalmazo része egy U-beli u vektort ad, mig a tobbi egy
V-beli v vektort, igy x = u + v. Forditva, minden u + v alak vektor /-
és V-beli vektorok linedris kombindacidja, igy benne van U/ + V-ben. U

Szemléltetésiil: ha példaul W = R3, és U és V egy-egy egymastol
kiilonboz6 1-dimenzids altere, akkor az egyesitésiik altal generalt 2-
dimenzids altérbe pontosan azok a vektorok tartoznak, melyek egy
U-beli u és egy V-beli v vektor dsszegei (Id. 3.7 dbra).

3.11. PELDA (ALTER). Alteret alkotnak-e az aldbbi vektorhalmazok R3-
ben?

. {(vyz2)[x=y 2=y},
2. {(s+2t,s—1,25+1t)|s,teR}.

MEGOLDAS. Az els6 halmaz nem altér, mert nem elégiti ki a definici-
obeli feltételeket. Példaul az (1,1,1) vektor benne van e halmazban,
azonban kétszerese nem, mert nem elégiti ki a z = xy egyenléséget!

A masodik feladatban szereplé halmazban nincs benne a nullvektor,
ugyanis az s +2t =0, s — 1 = 0, 25 + t = 0 egyenletrendszernek nincs
megoldasa, igy ez a halmaz sem alkot alteret! O

Koénnyen beldthato, hogy R? alterei az alabbiak:
1. a zérusvektorbdl allé egyelem(i halmaz,
2. egy origbn dtmend egyenes Osszes vektora,
3. a sik Osszes vektora.
Hasonléképp RR® alterei:
1. a zérusvektorbdl all6 egyelem{i halmaz,
2. egy origén atmend egyenes Osszes vektora,

0

3.4. dbra: Altér altere is altér

W

3.5. dbra: Alterek metszete is altér, de
az megeshet, hogy ez a metszet csak az
egyetlen nullvektorbél all6 zérustér.

0o

3.6. dbra: Két altér egyesitése csak akkor
altér, ha egyik a masik altere

u+v

3.7. dbra: U +V barmely vektora el6all
u + v alakban
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3. egy origbén atmend sik Osszes vektora,
4. a tér osszes vektora.

Mivel egy egyetlen n-ismeretlenes egyenletbdl 4116 egyenletrendszer
megoldashalmaza egy IR"-beli hipersik, ezért az origén dtmend hiper-
sikok is alterek. Lassunk tovabbi példdkat! A 3.8. 4llitas az altér fogal-
mat haszndlva a kovetkezd alakot olti:

3.12. ALLITAs (MEGOLDASOK ALTERE). Egy n-ismeretlenes homogén li-
nedris egyenletrendszer megolddshalmaza alteret alkot R"-ben.

3.13. DEFINICIO (NULLTER). Az A egyiitthatomdtrixii homogén linedris
egyenletrendszer megolddsainak alterét az A mdtrix nullterének nevezziik
és N (A)-val jeldljiik.

Kérdés: altaldban hogyan adhatjuk meg R" egy tetsztleges alterét?

Kifeszitett altér A homogén linedris egyenletrendszer sszes megolda-
sat néhany vektor linearis kombindcidjaként allitottuk elé. A megol-
désok alterét tehat ,generédlja” vagy geometrikusabb széhasznalattal
,kifesziti” néhdny megoldasvektor. Erre utal a kovetkez6 definicié.
Azt, hogy az altér sz6t a definicidban hasznalhatjuk, a rakovetkez6
allitas bizonyitja.

3.14. DEFINICIO (KIFESZITETT ALTER). A Vi, Vo,..., v € R" vektorok
C1V] + CaVo + ...+ Ck Vg

alaku linedris kombindciéinak halmazdt a vq, vy,.. ., vy vektorok dltal kife-
szitett altérnek nevezziik, és span(vy, vy, . .., vi)-val jeloljiik.

Valéban, az elnevezés jogos:

3.15. ALLITAS (A KIFESZITETT ALTER ALTER). A vy, Vp,..., Vi € R”
vektorok dltal kifeszitett span(vy, vy, ..., Vi) vektorhalmaz R"™ egy altere.

BizonvyitAs. Be kell 14tni, hogy span(vy, vy, ..., Vi) barmely vektora-
nak skaldrszorosa és barmely két vektordnak Osszege is ide tartozik.
Legyen

u=ocvi+cvo+...+cvg, és v=divy+dovo+...+dpvy

a span(vy, vy,..., Vi) két tetszbleges vektora, és legyen x € R tetszGle-
ges valés. Ekkor

xu = (xc1)vy + (xc2)vo + ... + (xc) v € span(vy, v, ..., Vi),

u+v=_(c1+d)vi+...+ (cx +dg)vg € span(vy,vy,...,Vk). 0O
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3.16. PELDA (NULLTER). Hatdrozzuk meg az

1
1
3

NN DN
x® W N

1 1
3 1
7 3

mdtrix nullterét. Keressiink véges sok olyan vektort, melyek kifeszitik e teret!

MEGOLDAs. Az adott matrix a 2.37. példabeli homogén linedris egyen-
letrendszer egytitthatématrixa. A homogén linedris egyenletrendszer
megolddshalmaza épp a nulltér vektoraibdl 4116 halmaz. A nulltér vek-
torai tehat

X1 —ZS—%t—u -2 —% -1
X s 1 0 0
x| = —1t =s| 0| +t|-3|+u|l 0
Xy 0 1 0
X5 u 0 0 1

alakba frhat6k, amibdl leolvashat6, hogy e teret a megoldasban meg-
adott harom vektor fesziti ki. O

Az inhomogén linedris egyenletrendszer megolddsai Az inhomogén line-
dris egyenletrendszer megoldédsai nem alkotnak alteret. Legegysze-
riibben ez onnan latszik, hogy a zérusvektor minden altérnek ele-
me, viszont egyetlen inhomogén egyenletrendszernek sem megolda-
sa! Ugyanakkor az inhomogén linedris egyenletrendszer és a hozza
tartoz6 homogén egyenletrendszer megoldasai kozt egy igen fontos
kapcsolat van.

3.17. TETEL (HOMOGEN ES INHOMOGEN EGYENLETRENDSZER MEGOL-
DASAI). Az inhomogén linedris [A|b]| mdtrixii egyenletrendszer dltaldnos
megolddsa megkaphaté 1igy, hogy egy partikuldris megolddsdhoz hozzdadjuk
a hozzd tartozé homogén [A|0] mdtrixii eqyenletrendszer dltaldnos megol-
ddsdt.

inhomogén inhomogén egy homogén
altaldnos = partikuldris + altalanos
megoldasa megoldasa megoldasa

BizonvyiTAs. Jelolje az egyenletrendszer egytitthatématrixdt A, annak
sorvektorait aj,, a,. .., ams, és jeldlje b = (by,by,...,by), a konstans
tagok vektorat. Legyen x az inhomogén egyenletrendszer egy parti-
kularis megoldasa, és jelolje H a homogén, 7 az inhomogén egyenlet-
rendszer megolddshalmazat. Megmutatjuk, hogy x +H = Z, ahol a
bal oldali 6sszeadast elemenként értjiik.
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x+ H C Z: Meg kell mutatnunk, hogy ha x-hez adjuk a ‘H egy
tetszbleges y elemét, az inhomogén egyenletrendszer egy megoldédsat
kapjuk. Valéban, x, illetve y eleget tesz az

Ajy - X = bi/

ai* : y = O/
egyenleteknek. Ebbél
aj - (X+y)=an - x+a, y=b+0=>0.

tehat x +y megolddsa az inhomogén egyenletrendszernek, azaz x +
yel.

x+H DO I: Meg kell mutatnunk, hogy ha z az inhomogén egy
tetszbleges megoldasa, azaz z € Z, akkor taldlhat6 olyan y € H, hogy
z = x+y. Valéban, az y = z — x megteszi, mert

ai*-(z—x):ai*-z—ai*-x:bi—bizo.

fennall mindeni =1,2,...,m indexre, azaz z — x € H. O

E tétel azt jelenti, hogy ugyan az inhomogén linedris egyenletrend-
szer megoldédsainak halmaza nem altér, de egy altér eltoltja. Az ilyen
halmazokat geometriai nyelven affin altereknek is szokés nevezni. Eltolt
altereket mutat a 3.8. dbra.

E tételt szemléltetik a 2.35. és a 2.37. példék is.

Ha altaldban szeretnénk dbrazolni az inhomogén egyenletrendszer
megoldasat a levéldiagramon, azt kénnyen megtehetjiik egy eltolt altér
szemléltetésével, ahogy azt a 3.9. dbra mutatja.

Az el6z6 tétel szerint az inhomogén egyenletrendszer 9sszes meg-
olddsa a homogén 6sszes megoldaséanak — azaz N (A)-nak — az inho-
mogén valamelyik megolddasaval valé eltoltja. Fontos latnunk, hogy
mindegy melyik megoldast vélasztjuk az inhomogén megoldésai ko-
zill, bar az eltolas mértéke valtozik, az eredmény ugyanaz lesz. Ezt jol
szemlélteti a 3.8. dbra: ha az origén d4tmend egyenes (sik) origénal 1évd
pontjat nem x-be, hanem az eltolt egyenes (sik) egy masik pontjaba
toljuk, akkor a két eltolt altér fedi egymadst.

Az inhomogén [A|b] egyenletrendszer megoldasai nem alkotnak al-
teret, de azok a b vektorok, melyre az egyenletrendszer megoldhato,
igen. Ezek ugyanis az oszlopmodell szerint épp azok a vektorok, me-
lyek az egytitthatomatrix oszlopvektorainak linedris kombinacidjaként
eldédllnak. Az ilyen vektorok pedig alteret alkotnak, mégpedig az A
oszlopvektorai altal kifeszitett alteret. Ezt nevezziik oszloptérnek.

3.18. DEFINICIO (SORTER, OSZLOPTER). EgQy mutrix oszlopvektorai dltal
kifeszitett alteret oszloptérnek, a sorvektorai dltal kifeszitett alteret sortér-
nek nevezziik.

X

b)

3.8. dbra: a) Egy hdromismeretlenes in-
homogén lineéris egyenletrendszer meg-
oldashalmaza, ha az 4ltalanos megoldas
egyparaméteres; b) Egy haromismeret-
lenes inhomogén lineéris egyenletrend-
szer megolddshalmaza, ha az &ltaldnos
megoldas kétparaméteres.

xo +N(A)

/ N(A)

0
3.9. dbra: Az A egyiitthatomatrixi ho-
mogén egyenletrendszer megoldédsa a
nulltér, azaz N'(A), az inhomogéné e tér
egy xo + N (A) eltolja, ahol x¢ az inho-
mogén egyenletrendszer egy megolddsa.
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Az m x n-es valés A matrix sortere R” altere, oszloptere R altere.
Az A sorterét S(A)-val, oszlopterét O(A)-val jeloljiik (Id. 3.11 dbra).

Az oszlopmodellt hasznalva az is lathat6, hogy egy linedris kombi-
néci6 egyiitthatéinak meghatarozasa egy egyenletrendszer megoldasat

jelenti.

3.19. KOVETKEZMENY (INHOMOGEN EGYENLETRENDSZER MEGOLDHA-
TOSAGA). Az [A|b] midtrixii eqyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg,
ha b elbdll az A oszlopainak linedris kombindcidjaként, azaz b benne van az
A oszlopterében. A linedris kombindcié egyiitthatdi megegyeznek a megol-

ddsvektor koordindtdival.

3.20. PELDA (KIFESZITETT ALTER VEKTORAI). Hatdrozzuk meg, hogy a
vi = (1,0,1,2), vo = (—-1,2,-2,1) és v3 = (1,1,1,1) vektorok dltal
kifeszitett altérnek eleme-e az u = (—1,2,—3,6) vektor! Ha igen, adjunk
meg egy ezt bizonyitd linedris kombindciét is! Mutassuk meg, hogy a w =
(—1,2,—3,4) vektor nem eleme az altérnek!

MEeGoLDAs. Olyan xj, xp, x3 valésokat kerestink, melyekkel xjv; +
x2vy + x3v3 = u fenndll. Ez egy négy egyenletbdl all6 egyenletrend-
szerrel ekvivalens, melynek bo6vitett matrixa a vy, vo, v3 és u oszlop-
vektorokbdl all. Az u helyett w vektorral egy masik hasonlé egyenlet-
rendszert is meg kell oldani. A két egyenletrendszert egyetlen b&vitett
matrixszal oldjuk meg, melynek oszlopvektorai vy, vy, v3, u és w. En-
nek 1épcsés alakja:

1 -1 1/-1 -1 1 -1 1|-1 -1
0 21 2 2 0 10 2 2
1 -2 1|-3 -3 0 1(-2 -2
2 11 6 4 0 00 0 1

amibdl (xq,x2,x3) = (3,2, —2), és w valéban nem 4ll el6 lineédris kom-
binacioként, mert a w-t tartalmazé egyenletrendszer ellentmonddsos.

Linedris fiiggetlenséq és dsszefiiggdség A linedris egyenletrendszerek meg-

oldasa és vektorok linedris fiiggetlenségével vagy Osszefligg&ségével
kapcsolatos kérdések szoros kapcsolatban vannak egymassal.

Az el6z6 3.20. példa tanulsaga tgy is Osszefoglalhatd, hogy egy w
vektor pontosan akkor fliggetlen az A matrix oszlopvektoraitdl, vagy-
isaz {aj,ay,...,a, } vektorrendszert6l, ha az [A|w] egyenletrendszer
nem oldhat6é meg.

Egy {al,az,. . .,an} vektorrendszer linedris fliggetlenségének el-
dontéséhez meg kell oldani az

xia1 +xpap+ -+ xpa;, =0

homogén linearis egyenletrendszert. Ha van nemtrividlis megolda-
sa, akkor a vektorrendszer linedrisan osszefiiggs, egyébként linedrisan

3.10. dbra: Az A matrix sortere (S(A)),
oszloptere (O(A)) és nulltere (N (A)).

[

AN

3.11. dbra: A nulltér, a sortér, és az osz-
loptér, valamint a homogén Ay = 0 és
az inhomogén Ax = b egyenletrendszer
egy-egy megolddsa a levéldiagramban.

(=}
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fuggetlen. Ez igazolja az alabbi ekvivalencidkat:

3.21. KOVETKEZMENY (LINEARIS FUGGETLENSEG ELDONTESE). Tekintsiik

az A = [al a ... ak} mdtrixot! Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

a) az ai, ay,..., ay vektorok linedrisan fiiggetlenek;

b) az A egyiitthatomdtrixii homogén linedris egyenletrendszernek a trivid-
lison kiviil nincs mds megolddsa;

c) az A lépcsbs alakjinak minden oszlopdban van fGelem, azaz r(A) = k.

3.22. PELDA (VEKTOROK LINEARIS FUGGETLENSEGENEK ELDONTESE).
Mutassuk meg, hogy a 4-dimenziés (1,2,3,4), (0,1,0,1) és (1,1,1,0) vek-
torok linedrisan fiiggetlenek.

MEGOLDAS. A vektorokbdl képzett matrix és 1épcsds alakja

1 01 1 0 1
2 11 N 01 -1
3 01 00 -2’
4 10 00 O

ami azt mutatja, hogy a homogén linedris egyenletrendszernek csak
egyetlen megolddsa van, azaz az oszlopvektorok linedrisan fiiggetle-
nek. O



Feladatok

3.1° Icaz — HAMIS Melyek igazak, melyek hamisak az alab-

bi allitasok koziil?

a) Ha egy 10-ismeretlenes egyenletrendszer csak 6 egyen-
letb6l all, azaz alulhatdrozott, akkor végtelen sok meg-
oldésa van.

b) Ha egy 10-ismeretlenes egyenletrendszer csak 6 egyen-
letbdl 4ll, azaz alulhatdrozott, akkor lehet, hogy végte-
len sok megoldésa van, de az is lehet, hogy csak egy.

¢) Ha egy 10-ismeretlenes egyenletrendszer 20 egyenletb6l
all, azaz talhatarozott, akkor biztosan nem oldhaté meg!

d) Ha egy 10-ismeretlenes egyenletrendszer 20 egyenletbdl
all, akkor nem lehet végtelen sok megoldasa.

3.2° ALTEREK TULAJDONSAGAI: IGAZ — HAMIS

a) R" barmely harom alterének metszete altér.

b) Ha az U altér altere a V és a W altérnek is, akkor altere
metszetiiknek is.

c) Alterek egyesitése altér.

d) Alterek 6sszege altér.

e) Minden altérnek eleme a zérusvektor.

f) Minden altérnek van legalabb egy nemzérus vektora.

3.3° ALTEREK ES EGYENLETRENDSZEREK: IGAZ — HAMIS

a) Egy linearis egyenletrendszer megoldasai alteret alkot-
nak.

b) Egy homogén linedris egyenletrendszer megoldésai al-
teret alkotnak.

c) Rogzitett A matrix mellett alteret alkotnak azok a b vek-
torok, melyekre az [A|b] egyenletrendszer konzisztens.

d) Egy egyenletrendszer megolddsvektorainak kiilonbsé-
geként kapott vektorok halmaza alteret alkot.

3.4° MEGOLDHATOSAG: IGAZ — HAMIS

a) Az [A|b] matrixu egyenletrendszer pontosan akkor old-
hat6 meg, ha b el6all A oszlopainak linearis kombindci-
Ojaként.

b) Az [A|b] matrixi egyenletrendszer barmely két megol-
déasénak kiilonbsége megoldédsa a homogén [A|0] egyen-
letrendszernek.

c) Az [A|b] matrixti egyenletrendszer barmely megolda-
sa el64ll a homogén [A|0] matrixt egyenletrendszer két
megoldasanak kiilonbségeként.

d) Az [A|b] métrixt egyenletrendszer pontosan akkor old-
haté meg, ha r(A|b) < r(A).

e) Az n-ismeretlenes [A|b] maétrixa egyenletrendszer pon-
tosan akkor oldhat6 meg egyértelmtien, ha r(A) = n.

3.5. Alteret alkotnak-e az aldbbi vektorhalmazok R3-ben?
a) {xeR3:|x| =1}

b) {(x,y,z) :x+2y—32=0}

o {(xyz):x+2y—3z=1}

d {(xvyz):x=2t,y=tz=0,teR}

e) {(xyz):2+y*+22=0}
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P Ayz) P +y’+22 =0}

3.6° Mennyi lehet az r(A|b) rang, ha az [A|b] kib&vitett
matrixa egyenletrendszerr6l tudjuk, hogy

a) 2-ismeretlenes és megoldasainak szdma végtelen;

b) inkonzisztens, és r(A) = 4;

c) egyetlen megoldasa van és A 5 x 3-as;

d) inkonzisztens, n-ismeretlenes és 2 egyenletb&l all.

3.7. Egy linedris egyenletrendszerrdl tudjuk, hogy (1,2,3)
és (0,1,3) is megolddsvektora. Adjuk meg tovabbi két
megoldasvektorat! Mekkora lehet az egytitthatomatrix
rangja? Es mekkora lehet e rang, ha az egyenletrendszer
homogén?

3.8° INHOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDA-
sa1 Egy négyismeretlenes linedris egyenletrendszer meg-
oldésat szamitégéppel prébalom ellendrizni, de mas jon ki.
A sajat eredményem ez:

x 1 1 0
y 1 1
= t ,
2| T T 2| T s
w 1 -1 -2
a szamitogépé ez:
x 2 -2 3
y|l |0 1 -2
1= 1 +s 1 +t 0
w 2 0 1

Lehet-e mindkét eredmény j6?

3.9. MEGOLDASOK LINEARIS KOMBINACIOJA Adjunk dj bizo-
nyitast a 3.8. tételre a sormodellt hasznalva.

3.10. HOMOGEN £S INHOMOGEN EGYENLETRENDSZER MEG-
oLDAsSAI Adjunk az oszlopmodellben megfogalmazott 4j
bizonyitast a 3.17. tételre.

Véges testek feletti terek

3.11. F5 ArTerer Soroljuk fel F5 dsszes alterét (ehhez se-
gitségiil hivhatjuk az alébbi abrat, mely az IF3 vektortér
vektorait szemlélteti).

(0,1,1)

(1,1,1)

(0,0,1) (1,0,1

(0,1,0) (1,1,0)

(0,0,0) (1,0,0)
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Alterek tulajdonsdgai és az egyenletrendszerek

E szakaszban az alterek tulajdonsdgait, és az egyenletrendszerek kapcsin fel-
meriild alterek viszonydt vizsgdljuk. Kiilondsen fontos az egyiitthatomdtrix-
hoz tartozd négy kitiintetett altér kapcsolata.

Sor- és oszloptér Az el6z6 feladatokban a homogén linedris egyenlet-
rendszer egyiitthatomatrixat 1épcsés alakra hoztuk. Ebbol az alakbol
azonban tobb minden leolvashato.

3.23. TETEL (ELEMI SORMUVELETEK HATASA A SOR- ES OSZLOPVEKTO-
ROKRA). Elemi sormiiveletek kozben a sortér nem vdltozik, az oszlopvekto-
rok pedig olyan vektorokba transzformdlédnak, melyek megGrzik az eredeti
linedris kapcsolatokat.

BizonyiTAs. Megmutatjuk, hogy egy matrix sortere nem valtozik az
elemi sormftiveletek kozben. A sorcserére ez nyilvdnvalé. Legyenek A
sorvektorai v, va,..., vy és legyen u a sortér egy tetszbleges vektora,
ami azt jelenti, hogy vannak olyan ¢y, ¢y,.. ., ¢,y skaldrok, hogy

u=1c1Vy +C0Vvay+...+CnVy.

Ha egy sort (mondjuk az els6t) beszorozzuk egy d # 0 skalarral, ak-
kor u az 4j matrix sorterében is benne van, melyet a dvy, vy,..., Vy
vektorok feszitenek ki, hisz

_a

d

Ez azt jelenti, hogy a sortér nem csokken, azaz minden vektor, ami

u (dvi) +cova+ ...+ Vi

eddig benne volt a sortérben, benne lesz az 1ij matrix sorterében is.
A hozzdadas miiveleténél ugyanezt tapasztaljuk: az altalanossdg meg-
szoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az els6 sor d-szeresét adjuk a ma-
sodik sorhoz. Ekkor az 4j sorteret kifeszit6 vektorok: v, vo +dvy,...,
vim. Az u vektor e térben is benne van, ugyanis egy egyszerfi dtalakitas
utan

u=(cg—cd)vi+c(va+dvy)+...+cmVm.

Mivel minden sormfivelet inverze is egy sormfivelet, az inverz sormf-
veletben sem csokken a sortér, ami csak gy lehet, ha a sortér az elemi
sormtiveletek soran véltozatlan marad.

Megmutatjuk, hogy az elemi sormtiveletek kdzben az oszlopvekto-
rok kozt nem véltoznak a linedris kapcsolatok. Az egyszerfiség ked-
véért tegyiik fel, hogy példdul cvy 4 dv, = 0. Mivel a skaldrral valod
szorzés és a vektordsszeadds is koordinatanként végezhetd, konnyen
lathatd, hogy sorcsere, egy koordindta nemnulla skalarral valé szor-
zasa, vagy az i-edik koordinata konstansszorosanak a j-edikhez adasa
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utdn is fonn fog allni a két 1j vektor kozt a fenti Osszefiiggés. Tetsz6-
leges szamu vektor linedris kombindcidjara az allitds hasonléan adé-
dik. O

3.24. KOVETKEZMENY (MATRIX LEPCSOS ALAKJANAK VEKTORAI). Le-

gyen B az A mdtrix eqy 1épcsds alakja. Ekkor

1. A és B sortere megegyezik,

2. az A oszlopvektorai kozott 1év6 linedris kapcsolatok azonosak a B ugyan-
olyan sorszdmii oszlopai kozti linedris kapcsolatokkal,

3. B nemzérus sorvektorai linedrisan fiiggetlenek,

4. a fbelemek oszlopvektorai A-ban és B-ben is linedrisan fiiggetlenek.

BizonviTAs. Az els6 két allitds kozvetlen kovetkezménye az el6z6 té-
telnek.

A harmadik allitas bizonyitdsahoz megmutatjuk, hogy egy 1épcsés
alak egy nemzérus sorvektora nem fejezhet6 ki a tobbi sorvektor li-
nedris kombindacidjaként. Tekintsiik a 1épcs6s alak k-adik sorvektorat.
Féeleme legyen a j-edik oszlopban. E f&elem nem allithat6 el6 a k-nal
nagyobb indexi sorok linedris kombindaci6javal, mert azokban a j-edik
koordindta 0. A k-ndl kisebb indexti sorvektorok pedig nem szere-
pelhetnek a linedris kombindciéban, mivel a legkisebb indexti vektor
féelemét a tobbi vektor nem elimindlhatja, pedig a k-adik sorban azon
a helyen 0 all.

Annak bizonyitdsa, hogy a f6elemek oszlopai B-ben lineérisan fiig-
getlenek, ugyanigy megy, mint a sorvektorok esetén. Innen pedig az
el6z6 tétellel adédik, hogy az ilyen indexti oszlopok A-ban is lineari-
san fliggetlenek. O

» Fontos megjegyezni, hogy mig a 1épcss alak sortere megegyezik
az eredeti métrix sorterével, addig az oszloptér az elemi sormfivele-
tek alatt megvéltozik, tehat a matrix és 1épcsds alakjanak oszloptere
kulonbozik!

Bizis Az elemi sormtiveleteket alkalmazva, egy matrix sorterében és
oszlopterében is taldltunk olyan linedrisan fiiggetlen vektorokat, me-
lyek kifeszitik az adott teret. Azt mar az 1.9. tételben megmutattuk,
hogy a hdromdimenziés tér tetszéleges hdrom linedrisan fiiggetlen
vektoranak linedris kombindaciéjaként a tér minden vektora el64ll. Mas
szavakkal ez azt jelenti, hogy a tér harom lineérisan fiiggetlen vektora
kifesziti a teret. Az ilyen vektorhdrmasokat, melyeket egy koordinata-
rendszer alapvektorainak vettiink, bazisnak neveztiik. Ezek vezetnek
a kovetkez6 definiciohoz.

3.25. DEFINICIO (BAzis). Az IR" tér egy alterének bazisan olyan vektor-
rendszert értiink, mely
1. linedrisan fiiggetlen és
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2. kifesziti az alteret (azaz generdtorrendszer).
Az e; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0),..., e, = (0,0,...,0,1) vekto-
rokbol dllé halmazt R" standard bazisanak nevezziik.

» Vildgos, hogy a zérustérnek nincs bazisa, hisz abban nincs egyetlen
linedrisan fiiggetlen vektor sem.

» Nyilvanval6, hogy a standard bazis R" egy n-elemii bazisa.

» Hamarosan meg fogjuk mutatni, hogy IR"” minden bézisa n-elemfi,
és hogy barmely alterének bazisa legfeljebb n-elemfi.

3.26. PELDA (ALTER BAZISANAK MEGHATAROZASA). Hatdrozzuk meg az
(1,1,0,-2), (2,3,3,-2), (1,2,3,0) és (1,3,6,2) vektorok dltal kifeszitett
altér egy bdzisdt!

MEGOLDASs. Elsd megoldds: A megadott vektorokbol, mint sorvektorok-
bol képzett matrix valamely sorlépcsds alakjanak nemnulla sorai az
altér egy bazisat adjak:

1 1 0 -2 11 0 -2 1 1 0 -2
2 3 3 -2 01 3 2 01 3 2
= =
1 2 3 0 01 3 2 0 0 0 0
1 3 6 2 0 2 6 4 0 0 0 0

A bazis vektorai (1,1,0, -2), (0,1,3,2).

Mdsodik megoldds: Ha a béazist az adott vektorokbdl akarjuk kivélasz-
tani, akkor képezziink egy matrixot e vektorokbdl, mint oszlopvekto-
rokbél. Lépcsés alakjaban a féelemek oszlopai linedrisan fiiggetlen
vektorok. A nekik megfeleld oszlopvektorok az eredeti matrixban az
oszloptér bazisat alkotjak (Id. a 3.23. tételt és a 3.24. kovetkezmény 4.
pontjanak allitasat).

1 2 11 1 211 1 211
1 3 2 3 N 011 2 N 011 2
0 3 3 6 0 3 3 6 0 000
-2 -2 0 2 0 2 2 4 0000

Tehdt az adott négy vektor koziil az els6 ketts, azaz az (1,1,0, —2) és
(2,3,3,—2) vektorok bazist alkotnak.

Ha a megadott vektorokat mds sorrendben irjuk a matrixba, masik
bazist kaphatunk. O

3.27. PELDA (VEKTOR FELIRASA A BAZISVEKTOROK LINEARIS KOMBINA-

CIOJAKENT). Az el6z0 feladatban megadott négy vektor mindegyikét fejez-
ziik ki az dltaluk kifeszitett altér bazisvektorainak linedris kombindcidjaként!

MEGOLDAs. Az el6z6 feladat masodik megolddsaban talaltunk egy ba-
zist a megadott vektorok koziil. Mivel az oszlopvektorokkal dolgoz-
tunk, a vektorok kozti linedris kapcsolat leolvashaté barmelyik 1épcsés
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alakbol: legkényelmesebben a redukdlt 1épcsés alakbol. Folytatjuk tehat
az el6z6 példabeli eliminéciés 1épéseket:

1 2 11 1 211 1 0 -1 -3
1 3 2 3 N 011 2 N 0 1 1 2 (3.1)
0 3 3 6 0 00O 00 0 O

-2 -2 0 2 0 00O 00 0 O

A redukalt 1épcs6s alakbol latjuk, hogy példdul a harmadik oszlop
a masodik és az elsd kiilonbsége. Ezek alapjan az eredeti vektoroknak
a bazisvektorok linearis kombindaciéiként val6 felirdsa:

1 1 2 1 2

2 1 3 3 3
= — , - _3 2

3 0 * 3 6 + 3

0 -2 -2 2 -2 -2

Ha a megadott vektorokat mdas sorrendben irjuk a métrixba, mas
bézisra juthatunk (Id. a 3.14. feladatot). O

3.28. ALLiTAs (BAzIs EKVIVALENS DEFINICIOI). Legyen U az IR" egy tet-

szbleges altere, és legyen B = {vq,vy,..., vy} C U vektorok eqy halmaza.

A kovetkez dllitdsok ekvivalensek:

1. B linedrisan fiiggetlen vektorokbol dll és kifesziti az U alteret, azaz B az
U altér bidzisa;

2. B minimdlis méretfi halmaz, mely kifesziti U-t;

3. B maximdlis méretii, fiiggetlen vektorokbdl dllé halmaz U-ban.

BizonvyiTAs. Elég belatnunk, hogy egy minimadlis méretli generétor-
rendszer fiiggetlen vektorokbdl all, és hogy egy maximadlis méret( fiig-
getlen rendszer generétor.

Legyen B minimalis méretti generdtor. Ha nem volna fliggetlen,
akkor bel6le kivalasztva fliggetlen vektorokat, mely ugyanazt a teret
generalja egy még kisebb méretii generatort kapnank.

Legyen most B egy maximalis fliggetlen rendszer. Ha nem volna
generator, akkor hozzavehetnénk téle fliggetlen vektort, vagyis volna
néla nagyobb méretti fliggetlen halmaz. O

Vektor eqy bdzisra vonatkozé koordindtds alakja A koordinatarendszer
bevezetésénél ugyanazt tettiik, mint itt az el6z6 példdban: minden
vektor el6éllithaté egy bazis elemeinek linedris kombindaci6jaként, és e
vektor koordinatas alakja erre a bazisra vonatkozéan a lineéris kombi-
néci6é konstansaibol all.

Egy altérben tobb bazist is vizsgalhatunk, és a vektorok koordina-
tas alakjai kiilonbozhetnek a kiilonb6z6 bazisokban. Félreértések el-
kertilésére a bazis jelét a koordinatés alak indexében jeloljiik. Példaul
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ha egy v vektor standard bazisbeli és B bazisbeli koordinétds alakjai
(4,3), illetve (0,5), akkor azt irjuk, hogy

4
v = (4,3) = (0,5), vagy matrixjeloléssel v = [3] = [2] .
B

Ha altaldban akarunk utalni — a konkrét koordinatak nélkiil — egy v
vektor B bazisbeli koordinétas alakjara, akkor a [v]3 vagy a (v)g alakot
hasznaljuk. fgy irhatjuk azt is, hogy

[V]p = lg] , vagy egyszeriibben, hogy [v]z = [(5)] .
B

3.29. PELDA (VEKTOR KOORDINATAS ALAKJA A BB BAZISBAN). Tekint-
sitk a 3.26. és a 3.27. példikban is szerepl6 vi = (1,1,0,-2), vo =
(2,3,3,-2), v = (1,2,3,0) és v4 = (1,3,6,2) vektorok dltal kifeszi-
tett alteret. Ennek A = {vq,v, } egy bdzisa. Irjuk fel a négy vektornak e
bdzisra vonatkozo koordindtds alakjdt!

MEGOLDAS. Az el6z6 példaban a (3.1) képletbeli redukalt 1épcs6s alak

1 0 -1 -3
o1 1 2

matrix azt mutatja, hogy az A bdzisban e négy vektor koordinatai
rendre
; V4 =

A 0 , V2 = .
A A A A

Ez a 3.24. llitas 2. pontjabodl kovetkezik, mely szerint a redukélt 1ép-

nemzérus soraibdl allé

-3
2

1

csbs alak oszlopai kozti linedris kapcsolatok megegyeznek az eredeti
matrix oszlopai kozti linearis kapcsolatokkal. O

Dimenzié és rang Az elé6z6ekben bazist kerestiink egy altérhez. Azt
tapasztaltuk, hogy a bazis mindig ugyanannyi vektorbdl allt. Ez nem
véletlen. Egy kiilonosen fontos tétel kovetkezik.

3.30. TETEL (BAzIs-TETEL). Tekintsiik az R" vektortér eqy tetszbleges al-
terét. Ennek barmely két bdzisa azonos szdmii vektorbol dll.

BizonvyiTAs. Tegytik fel, hogy R"-nek van olyan A altere, és annak két
olyan bazisa,

V={_vy,vy...,v}, ésW={wy,wy,...,w; },

melyek nem ugyanannyi vektorbdl allnak, azaz példaul k < r. Mivel
V bazis A-ban, ezért a WV bdzis vektorai is kifejezhet6k linedris kom-
bindci6ikként, azaz léteznek olyan ajj skalarok, hogy

W, =apvi+apvo+...+agvg, (i=1,...,71). (3.2)
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Mivel a W bazis vektorai linedrisan fliggetlenek, ezért a
CIW1 +cwa + ...+ cw, =0 (3-3)

egyenldség csak a c; = ¢ = ... = ¢ = 0 konstansokra 4ll fenn. A (3.2)
egyenlOségeit a (3.3) egyenletbe helyettesitve

c1(an vy +apvo + ...+ ayevy) + ca(ao vy +anvo + .o+ ayvi) +

vt o(anvi +apva+ ...+ arkvk) =0,
aminek V vektorai szerinti rendezése utan kapjuk, hogy

(a1161 + az162 + ... +ap6r) Ve + (1201 + a0 + ... + a0 ) V2 +

coot (ager + agrca + . ..+ agcr)ve = 0.
Ez azt jelenti, hogy a homogén lineéris

ajic1 +axycx+...+aqc, =0

apcy +apcr+...+ a0, =0

a1xC1 + apco + ...+ agcr, =0

egyenletrendszernek a c; = ¢ = ... = ¢x = 0 az egyetlen megoldésa.
Ez viszont a 3.6. tétel szerint nem teljestilhet, mivel a fenti homogén
egyenletrendszer egyenleteinek szdma kisebb ismeretlenjei szdménal
(k < r). Ez az ellentmondas bizonyitja, hogy indirekt feltevésiink hely-
telen volt, tehét valéban, egy altér barmely két bazisa azonos szdmu
vektorbol 4ll. O

Ha a hdromdimenziés térben tekintiink egy origén atmend sikot,
latjuk, hogy barmely két fiiggetlen vektora kifesziti. Azaz minden ba-
zisa kételem(i. Ha egy origén atmend egyenest tekintiink, azt minden
nemnulla vektora, mint egyelemti bézisa, kifesziti. A hétkoznapi élet-
ben is haszndlt fogalom, a dimenzid, megegyezik a bazis elemszdma-
val. Miutdn egy altér minden bdzisa azonos elemszam, értelmes a
kovetkez6 definicio:

3.31. DEFINIcIO (DIMENZIO). Az R”" tér eqy A alterének dimenzidjan
eqy bdzisdnak elemszdmadt értjiik, és e szamot dim A-val jeloljiik.

Az R" altere sajat maganak, és standard bazisa épp n vektorbdl all,
igy dimR"” = n. A nullvektorbdl all6 altérben nincsenek fliggetlen
vektorok, igy dimenzidja 0.

Miel6tt a kovetkez6 allitdst megfogalmaznank, defindlunk egy egy-
szer(i fogalmat. Mivel a matrixalkalmazasokban nincs olyan termé-
szetes elv, amely alapjan el lehetne donteni, hogy mely mennyiségeket
rendeljiink a sorokhoz, melyeket az oszlopokhoz, ugyanakkor a szami-
tdsok kozben ez kordntsem mindegy, ezért sziikség lehet a kovetkezd
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egyszer{i miiveletre: az m x n-es A matrix transzpondltjdn azt az AT-vel
jelolt n x m-es métrixot értjiik, amelyet az A sorainak és oszlopainak
felcserélésével kapunk. Azaz

AT = [a;j]" = [a;1].
3.32. PELDA (MATRIX TRANSZPONALTJA). Az
1 01 01 2
A= , B= , C= , D=15 6
IR A - L

mdtrixok transzpondltja

AT:[1 2], BT_[(l) g

0 3 s
, CT=1|1 4|, DT_H.
2 5

Adott véges sok IR"-beli vektor altal kifeszitett altér dimenzidjat ugy
hatdrozhatjuk meg, hogy meghatdrozzuk a vektorokbdl képzett matrix
rangjat. Igaz ugyanis a kovetkez6 allitas:

3.33. ALLITAs (DIMENZIO = RANG). Egy midtrix rangja, sorterének
dimenzidja és oszlopterének dimenzidja megeqyezik. Ebbdl kovetkezdleg
r(A) =r(AT).

BizoNyiTAs. A matrix rangja megegyezik a 1épcs6s alakjdban 1évé nem-
zérus sorainak szamadval. A 3.24. tétel szerint viszont e sorok lineédrisan
fiiggetlenek és kifeszitik a sorteret, tehat bazist alkotnak, igy szamuk
a sortér dimenzidjat adja. Az oszloptérrél lattuk, hogy a féelemek-
nek megfelelé oszlopok az eredeti métrixban linedrisan fiiggetlenek
és kifeszitik az oszlopteret, tehét e tér dimenzidja is a matrix rangja-
val egyezik meg. Az utolso 4llitds abbdl kovetkezik, hogy A sortere
megegyezik AT oszlopterével. O

3.34. DEFINICIO (VEKTORRENDSZER RANGJA). Egy IR"-beli vektorokbdl
dllé vektorrendszer rangjan a vektorokbdl képzett mdtrix rangjdt, vagy ami
ezzel eqyenld, az dltaluk kifeszitett altér dimenzidjdt értjiik.

3.35. PELDA (DIMENZIO K1SZAMITASA). Hatdrozzuk meg az A mdtrix
sorterének és nullterének dimenzidjdt!

33 3 3 3
A:34543
3212 3
33 3 3 3
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MEeGoLDAs. Az A redukalt 1épcs6s alakja

1 0 -1 01
A— 01 210
00 000
00 0O00O0

Innen leolvashat6, hogy a matrix rangja 2, igy sorterének dimenzidja
is 2. A nulltér dimenzidja megegyezik az egyenletrendszer megoldds-
terének dimenzidjaval, ami megegyezik a szabad véltozok szdmaval,
esetiinkben ez 3. Vegyiik észre, hogy a sortér és a nulltér dimenzidja-
nak Osszege megegyezik a valtozok szaméval, azaz a matrix oszlopai-
nak szamédval, jelen példaban 5-tel. O

3.36. TETEL (DIMENZIOTETEL). Bdrmely A € R™*" mdtrix esetén a sor-
tér dimenzidjdnak és a nulltér dimenzidjdnak dsszege n. Képlettel:

dim(S(A)) + dim(N(A)) = n.

BrzonvyiTAs. A matrix sorterének dimenzidja megegyezik a matrix rang-

javal, azaz az [A|0] matrixa egyenletrendszerben a kotott valtozok szé-
maval. Megmutatjuk, hogy a nulltér dimenziéja megegyezik a szabad
valtozok szdmaéval, igy e két szdm Osszege valéban n, ami bizonyitja
az &llitast (1d. még a 3.4. allitast).

Elég tehdt megmutatnunk, hogy egy homogén linearis egyenlet-
rendszer redukalt 1épcsés alakkal eldéllitott megolddsdban a szabad
véltozok szama megegyezik a nulltérbdl kivélaszthat6 bazis elemsza-
maval. El6szor lassunk egy ilyen megoldast konkrétan. Példaul a 2.37.
példabeli homogén linedris egyenletrendszer megoldasa

X1 —25—%t—u -2 —% -1
X s 1 0 0
x3| = —%t =s O +¢ —% +u 0f,
X4 0 1 0
X5 u 0 0 1

ahol x; = s, x4 = t és x5 = u a harom szabad valtoz6. A nullteret
kifeszit6 harom vektor koziil az els6ben x, = 1, de az 6sszes tobbiben
xy = 0, igy az els vektor fiiggetlen a tobbitél. Hasonléképp altaldban
is igaz, hogy a redukalt 1épcs6s alakbodl vald szarmaztatds kovetkezté-
ben a nullteret kifeszité minden megoldédsvektorban az dsszes szabad
véltozohoz tartozé koordinata 0, azt az egy koordinatét kivéve, ame-
lyikhez a vektor tartozik. fgy viszont mindegyik vektor fiiggetlen a
tobbitdl, vagyis e vektorok fiiggetlenek, és mivel kifeszitik a nullteret,
szamuk megadja a nulltér dimenzidjat. O
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A sortér és a nulltér merdlegessége Az A matrix sorvektorai érdekes tu-
lajdonsaggal rendelkeznek. Egy homogén lineéris egyenletrendszer
minden egyenletének bal oldala az egyiitthatématrix egy sorvektora-
nak és a megoldasvektornak a skaldris szorzata. Mivel e szorzat értéke
0, ezért e két vektor merdleges egymasra.

3.37. PELDA (VEKTOROKRA MEROLEGES ALTER). Hatdrozzuk meg az
dsszes olyan vektort R*-ben, mely meréleges a vi = (1,0,1,2) és v, =
(—1,2,—2,1) vektorok mindegyikére!

MEeGoLpAs. Olyan x vektort keresiink, melyre vi - x = 0 és v, - x = 0.
Ezt koordinatakkal felirva két egyenletet kapunk, melynek egytittha-
tomatrixa és annak egy 1épcs6s alakja a kovetkezs:

1 0 1 2 1 0 1 2
= ,
[—1 2 =2 1] lO 2 -1 3]

amibdl x = (—s — 2t,(s — 3t)/2,s,t), azaz

-1 -2
1/2 -3/2
= t
X=s 1 + 0
0 1

A megoldas tehat két vektor altal kifeszitett altér 0sszes vektora.
Masként fogalmazva, e feladatban meghataroztuk az 6sszes olyan
vektort, mely egy matrix sorvektorainak mindegyikére mer6leges. [

Az m X n-es A egyiitthatématrixd homogén linedris egyenletrend-
szer i-edik egyenletének alakja

apx1+apxy +---+ap,x, =0, azaz aj, - x = 0.

Eszerint a homogén linedris egyenletrendszer minden megoldasa me-
r6leges az A métrix minden sorvektordra. A merélegesség azonban a

%z

sortér dsszes vektordra is fonnall a kovetkez6 4llitds kovetkeztében.

3.38. ALLITAS (A SORTER ES A NULLTER MEROLEGESSEGE). A valds A
mdtrix sorterének bdrmely s vektora és nullterének tetszoleges x vektora me-
r6leges eqymisra, azaz s - x = 0.

BizoNyiTAs. A sortér minden vektora az A sorvektorainak valamely
c1,. .-, cm skaldrokkal vett linedris kombindcidja. Ezt felhasznélva

s X = (Cra1s + oape + - - + Cmams) - X
= C1ags - X+ a2 - X+ -+ -+ Cpamx - X
c10+c0+4+---4+¢,0=0. O
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Ez az allitas a kovetkezs definicidkra vezet: egy vektortér két altere
meréleges, ha barhogy valasztva egy vektort az egyik altérbdl, és egy
masikat a masik altérbdl, azok mer&legesek egymadsra. Eszerint az
el6z6 allitas agy fogalmazhat6é meg, hogy barmely valds matrix sortere
és nulltere merdleges egymdsra. Ennél azonban tobb is igaz, a nulltér
nem csak meréleges a sortérre, de az 9sszes olyan vektort tartalmazza,
mely mer&leges a sortérre. Az R" egy WV alterére mer6leges vektorok
alterét a W merbleges kiegészits alterének nevezziik és W--pel jeldljiik
(amit olvashatunk ,W perp”-nek).

A két fogalom kozti kiilonbséget mutatja a 7.5. dbra, melynek a)
része a 3-dimenziés tér két, egymasra merdleges 1-dimenziés U és V
alterét szemlélteti, mig a b) rész az U alteret, és annak 2-dimenzids
merdleges kiegészits U alterét szemlélteti.

Vegyiik az A matrix transzpondltjat! Az AT egyiitthatémaétrixd ho-
mogén linedris egyenletrendszer megolddsai merSlegesek AT sorvek-
toraira, azaz az A oszlopvektoraira. E két-két altér merdlegességét
szemlélteti a 7.6. dbra. E négy altér igen fontos lesz a tovdbbiakban
is, ezért ezeket a matrixhoz tartoz6 négy kitiintetett altérnek vagy négy
fundamentalis altérnek nevezziik. Ezek tehat S(A), N (A), O(A) =
S(AT), N(AT).

A linedris algebra alaptétele A nulltér az 6sszes olyan vektort tartalmaz-
za, mely mer&leges a sorvektorokra, azaz a sortérre. Vajon a nulltér
minden vektordra merd6leges vektorok egybeesnek a sortér vektorai-
val? A viélasz igen, melyet a linedris algebra alaptétele ad meg.

3.39. TETEL (A LINEARIS ALGEBRA ALAPTETELE). Minden val6s mitrix
sortere és nulltere merdleges kiegészitd alterei eqymdsnak.

BrzonviTAs. Lattuk, hogy a sortér merdSleges kiegészitd altere a null-
tér. Késobb latni fogjuk, hogy éltalanosan is igaz az, hogy barmely V
altérre (V)L =V (1d. 7.17. tétel). Ezt hasznélva kész is a bizonyitas.
Most azonban ezt nem hasznédlva megmutatjuk, hogy a nulltér meré&le-
ges kiegészitd altere a sortér. Legyen a valds A matrix sortere S, null-
tere \V, és ezek egy-egy bazisa {s1,sy,...,s;}, illetve {e, ez, ..., e, i}
S és N merblegessége miatt s;-e; = 0 minden i = 1,2,...,7 és
j=1,2,...,n—resetén. E két bazis egytitt R" egy bazisat adja, hisz n
elemti és fiiggetlen vektorokbdl 4ll. A fiiggetlenség abbol kovetkezik,

7z

hogy nullvektort el6allit6 tetszdleges

c1s1+---+¢s,+dieg+---+dy—ey—r =0
c d

linedris kombinaci6 csak tgy allhat fenn, ha ¢ és d a két altér metsze-
tében van, igy azok mindketten a nullvektorok, ésigy c; = --- = ¢, =
dy=---=dy,=0.

b)
3.12. dbra: a) Két merbleges altér U/ és
V; b) Egy altér és merSleges kiegészit6
altere: U és U+,

) N

3.13. dbra: Az A métrix sortere merdle-
ges nullterére, oszloptere az AT nullteré-
re. A berajzolt két iv az alterek mer6le-
gességét jeloli.

5(A) 1»
N(A)
V4

3.14. dbra: A linedris algebra alaptétele:
az A maétrix sortere és nulltere mer6le-
ges kiegészit6 alterek. Eszerint barmely
vektor, ami mer&leges a nulltérre, a sor-
térben van. Kés6bb megmutatjuk, hogy
ez azt is jelenti, R" barmely vektora egy-
értelmtien felbomlik egy sortérbe és egy
nulltérbe es6 vektor Gsszegére.



136 LINEARIS ALGEBRA

Ha x egy olyan vektor, mely mer6leges N minden vektorara, akkor
x-¢=000=12,...,n—r). Ha

X=y181+- -+ Y8 +x1€1+ -+ Xp—r€4—p,

akkor az e; vektorokkal val6 beszorzds a kovetkezé homogén linearis
egyenletrendszerre vezet:

(e1-e)xy+ (e;-ex)xo+...+ (e1-e)x, =0

(ex-e1)x;+ (ex-ex)xp+...+ (ex-er)x, =0

(en—r-ep)x1+ (en—r-e)x2+...+ (enr ey y)x, =0

Ez pedig egyértelm{ien megoldhatd, mert egyiitthatomatrixadnak rang-
ja r. Ennek bizonyitasat az Olvaséra hagyjuk. Egy bizonyitas lathat6
a 3.15. feladatban, egy masik, egyszertibb a ?? feladatban. O

> A tétel 4llitdsa képletben kifejezve azt mondja, hogy S(A)+ =
N(A), ami egydttal azt is lejenti, hogy N'(A)+ = S(A).

» Ha a linedris algebra alaptételét az A matrix transzponaltjara alkal-
mazzuk, és folhasznaljuk, hogy A oszloptere megegyezik AT sorteré-
vel, akkor azt kapjuk, hogy O(A)+ = N(AT).

» Késbbb azt is meg fogjuk mutatni, hogy ha U és V két merdleges
kiegészit6 altere egymadasnak IR"-ben, akkor a tér minden x vektora
egyértelmtien el6all x = u + v alakban, aholu c U/ és v € V (Id. 7.15,,
7.17. tételek). Ez itt azt jelenti, hogy R"” minden vektora egyértelmtien
el6all egy sortérbe és egy nulltérbe es6 vektor sszegeként.

Elemi bdzistranszformdcid' Az el6z6 paragrafusokban azt lattuk, hogy
az elemi sormfiiveletek eredményeként az eredeti métrix oszlopainak
egy masik bdazisban felirt koordinatas alakjat kapjuk meg. Ez adja az
oOtletet ahhoz, hogy az altérb6l vélasztott bazisok segitségével szemlél-
tessiik, és értsitk meg mi torténik akkor, amikor a matrix egy oszlo-
péban féelemet (pivotelemet) vélasztunk, és oszlopanak tobbi elemét
eliminaljuk. Igy egy masik megkozelitéshez jutunk, melyet a tovabbi-
akban nem hasznalunk, ezért e paragrafus dtugorhaté.

A folyamat lényege egy kétoszlopos matrixon is j6l szemléltethetd.
Az egyszerliség kedvéért a két oszlop legyen az a és a b vektor, a ba-
zis, melyben e vektorok meg vannak adva, legyen a standard bazis.
Tegytik fel, hogy a; # 0. Ekkor az a; poziciéjat valasztva, a kikiiszobo-
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1és eredményeként a kovetkezoket kapjuk.

_ - . bi A
aq b] 0 bl - ,7;‘11
b
a by 0 bp— ;;az
aj; l’Jl' 1 1%-
Lam b 0 by, — %ﬂm
L ;m

Tudjuk, az oszlopok az elemi sormfiveletek utan az eredeti vektorokat
adjdk egy masik bazisban. Az a vektor nyilvanvaldan egy olyan ba-
zisban lett felirva, amelyben szerepel az a vektor is, mégpedig ez az
i-edik bazisvektor. Megmutatjuk, hogy mindkét oszlop az

€1,€2,...,€,1,a,€1,...,€y

bézisban lett felirva. Az a vektorra ez nyilvan igaz. Nézziik a b vek-
tort! Fejezziik ki az e; vektort az a = aje; + ...+ aje; + ... + apey
felirasbol:

1 1 1 1
e = ——aje1 — —dzey — ...+ —a—...— —apyey.
ai aj aj aj

Ezt behelyettesitjiik a b = bje; + ... + bje; + ... + byey, kifejezésbe:

b= (b — %al)q + (b — %az)ez +...+ b—l:a +.ooF (b — Zi1:117,,)em.
1 1 1 1
Tehat valoban, a b koordinatas alakja e moédositott bazisban épp az,
amit az eredeti matrix elimindldsa utdn kaptunk a masodik oszlop-
ban. Az imént targyalt 1épést elemi bazistranszformaciénak nevezziik,
mert egy masik bazisra valo attérés egy elemi lépésének tekintjiik, ami-
kor egyetlen bazisvektort cseréliink ki. A torténtek szemléltetésére a
matrixot fejléccel egytitt egy tdblazatba irjuk, a sorok elé az ey, ..., ey
bazisvektorok, az oszlopok folé az oszlopvektorok neve kertil.

a b a b
e1 | mm D ep |0 b — %al
() an bz (S} 0 b2 — z—iaz

= :

e | a; b a |1 b
en | am  bm en | 0 by — ‘%am

Osszefoglalva és egyuttal dltaldnosabban megfogalmazva a fentieket:

137



138 LINEARIS ALGEBRA

3.40. TETEL (ELEMI BAZISTRANSZFORMACIO). Tegyiik fel, hogy az a vek-
tor E = { eq,..., ey } bizisra vonatkozo i-edik koordindtdja a; # 0. Ekkor
az E dltal generdlt & altérnek az

e],e,...,€_1,a,€1,...,€y

vektorok is bazisdt alkotjdk. Az & egy tetszbleges b vektordnak koordind-
tds alakja megkaphato e bdzisban elemi sormilveletekkel, ha a;-t vdilasztjuk
fBelemnek.

Az elemi bézistranszformacié alkalmas arra, hogy a béazisok valto-
zasan keresztiil egy mds néz6pontbdl vildgitsa meg a redukalt 1épcsés
alakra hozassal megoldhaté feladatokat. Példaként vizsgaljuk meg, mi
torténik egy egyenletrendszer megolddsakor. Megjegyezziik, hogy itt
nincs sziikség sorcserére, mert egy oszlopbdl szabadon vélaszthatunk
olyan sort, amelynek fejlécében még az eredeti bazisvektor szerepel.

3.41. PELDA (EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA ELEMI BAZISTRANSZ-
FORMACIOVAL). Oldjuk meg a 2.34. és a 2.42. példdban megoldott egyen-
letrendszert elemi bdzistranszformdcidval.

MEGOLDAs. A tabldzatokat egybef(izziik, a sorok fejlécein mindig je-
lezziik az aktudlis bazist, az oszlopok fejléceit a jobb érthetség végett
mindig kifrjuk, a kivélasztott f6elemeket kiilon jeloljiik:

a; ap az b H ‘ ai, ap az b H ‘ a; a a3 b H ‘ a; ap a3 b
el 1 1 2 Ofa| 1 1 2 O0fa| 1 0 3 =5(|a| 1 0 O 1
e 2 2 3 2|e| O -1 2]le| 0 0 -1 2|leac| O 0O 0 O
e3| 1 3 3 4 e| 0 2 1 4|les| 0O 0 3 —6]laz| 0 0 1 -2
eq| 1 2 1 5e| 0 1 -1 5fa| 0 1 —1 5{a| 0 1 0 3

A tablazaton kicsit lehet egyszerfisiteni, azt az oszlopot, amelyben mér
csak egy standard egységvektor van, felesleges kiirni, az oszlopok és
a sorok fejléceibe pedig elég csak azt a véltozét irni, amelyik a bazisba
vett oszlopvektorhoz tartozik. Igy a kovetkezét kapjuk:

x yzb|l |y zb| |z b | b
1 1 2 0f«x]| 1 2 0] x 3 =5 «x 1
2 2 3 2 0o -1 2 -1 2 0
1 3 3 4 2 1 4 3 —6|z|-2
1 2 1 5 1 -1 5|y| -1 5|y 3

Az egyenletrendszer megolddsa tehat x =1,y =3,z = —2. O



Feladatok

3.12° BAZzIS: IGAZ — HAMIS

a) AV altérbena {vy,...,v;} vektorrendszer bazis, ha tet-
szbleges v € V vektor egyértelmtien felirhat6 e vektorok
linedris kombindciéjaként.

b) Van olyan altér, melynek barmely nemnulla vektora ba-
zis.

¢) Van olyan altér, melynek van kételemti bazisa, és van
ett6l kiilonbozd harom linedrisan fiiggetlen vektora.

3.13. Egy linedris egyenletrendszerrsl tudjuk, hogy

egyiitthatématrixdnak rangja 2, és hogy (1,2,3) és (0,1,3)

is megoldasvektora. Adjuk meg az dsszes megoldasat!

3.14. Hatarozzuk meg a 3.27. példabeli vektorok 4altal ki-

feszitett altér egy masik bézisat tgy, hogy a vektorokat
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mads sorrendben irjuk a matrixba. Legyen példaul a sor-
rend wi = (1,1,2,1), wo = (3,1,3,2), wg = (6,0,3,3),
wy = (2,—-2,—2,0). Fejezziik ki mind a négy vektort ezek
linearis kombinacidéjaként! Végiil irjuk fel mind a négy vek-
tor koordinatds alakjat e bazisban!

3.15. VEKTOROK SKALARIS SZORZATAI Igazoljuk, hogy a

V1-Vy V3-Vp V1 Vg
V-V V3-V) Vo Vi
Vi Ve V-V Vi - Vi

métrix rangja pontosan akkor k, ha az R"-beli vy, vy,..
vektorok linedrisan fliggetlenek.

-, Vi
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Megolddsok

3.1. Mindegyik allitds hamis.

3.2. a) Igaz. b) Igaz. c) Hamis, csak akkor igaz, ha egyik
a masik altere. d) Igaz. e) Igaz. f) Hamis, a zérustér az
egyetlen zérusvektorbdl 4ll.

3.3. a) Hamis, csak a homogén linedris egyenletrendszer
megoldasai alkotnak alteret, az inhomogéné eltolt alteret.
b) Igaz. c) Igaz. Ez épp az oszloptér, ugyanis csak az osz-
loptérb6l valé b vektorokra oldhaté meg az egyenletrend-
szer. d) Igaz. Ez épp a nulltér vektorait adja, ami altér.

3.4. a) Igaz. b) Igaz. c¢) Hamis. d) Igaz, ugyanis az alli-
tasbeli r(A|b) < r(A) feltétel pontosan akkor teljesiil, ha
r(Alb) =r(A), és ez pontosan akkor teljesiil, ha az egyen-
letrendszer megoldhat6. e) Hamis, ha r(A) = n, és az
egyenletrendszer tébb, mint n egyenletbdl all, akkor el6for-
dulhat, hogy r(A|b) = n + 1, és ekkor az egyenletrendszer
nem oldhat6 meg!

3.5. a) Nem, egységvektor konstansszorosai nem egység-
vektorok. b) Igen (origon dtmend sik). c¢) Nem (eltolt
sik). d) Igen, ez egy origén atmend egyenes vektoraibol all.
e) Igen, ez a zérustér. f) Nem, az (1,—1,0) és az (1,0, —1)
vektor benne van, de az 6sszegiik nincs e halmazban.

3.6. a) r(A|b) < 1. A 0 rang csak ugy fordulhat el, ha az
Osszes egyenlet 0 = 0 alakt — nem egy érdekes eset. Ha
a rang 1, akkor a kotott és a szabad valtozok szdma is 1.
b)r(Alb) =5. c)r(Alb) = 3. d) r(A|b) = 2.

3.7. Két megoldasvektor kiilonbsége, azaz az (1,2,3) —
(0,1,3) = (1,1,0) vektor biztosan megoldasa az egyenlet-
rendszer homogén részének. Akkor viszont ennek min-
den skalarszorosa is megoldds, igy azokat barmelyik fenti
megoldashoz adjuk, Gjabb megoldasokat kapunk. Példaul
megoldés az (1,2,3) + (1,1,0) = (2,3,3) és az (1,2,3) +
2(1,1,0) = (3,4,3) vektor is.

Mivel az ismeretlenek szdma 3, és azok legalabb egyike
szabad valtozo6, ezért a rang legfoljebb 2. Ha viszont e meg-
oldasok egy homogén linedris egyenletrendszer megolda-
sai, akkor a megoldasok kozt van legaldbb két linedrisan
fiiggetlen megoldas, igy a szabad véltozok szama legalabb
kettd, vagyis a kototteké legfoljebb 1, tehdt az egytitthato-
matrix rangja is legfoljebb 1.

3.8. Els6 ranézésre csak annyi latszik, hogy mindkét meg-
oldas egy kétdimenzids altér eltoltja. El6szor megvizsgal-
juk, hogy a két altér — vagyis az egyenletrendszer homogén
részére adott két megoldds — egybeesik-e. Elég megmutat-
ni, hogy az egyik altérben benne van a mdsikat generalo
két vektor. Ha igen, a két altér megegyezik. Ezesetben el

kell donteni, hogy az inhomogén két partikularis megolda-
sa az altérnek ugyanabban az eltoltjdban van-e. Vagy egy-
szer(ibben, hogy a két partikuldris megoldas kiilonbsége
benne van-e az altérben. E kérdéseket egyetlen matrix 1ép-
cs6s alakra hozasaval is megoldhatjuk. Az elsé két oszlop
az els6, a masodik két oszlop a masodik altér generatorait
tartalmazza, az 6todik oszlop a két partikularis megoldas
kiilonbsége.

1 0| -2 3 1 1 0] -2 3

0 1 1 -2 -1 . 01 1 -2 -
-2 =3 1 0 1 0 0 0 0
-1 -2 0 1 1 0 0 0 0

Az eredménybdl latszik, hogy a két megoldas azonos.

3.9. Ha a;, jeldli az egytitthatomatrix i-edik sorét és x, il-
letve y a homogén egyenletrendszer egy-egy megoldasat,
azaz a;, -x=0,a;,-y=0(=1,2,...,m), akkor

aj, - (ex=dy) =ca;, -x+da,y=0+0=0,

tehat a két megoldasvektor barmely linedris kombindcié-
ja is megoldas. Maésként fogalmazva a homogén linedris
egyenletrendszerek megoldasainak barmely linearis kom-
binécidja is megoldas, tehat a megoldasok alteret alkotnak.

3.10. Legyen x = (x1,x2,...,%,) az inhomogén egy parti-
kularis megoldasa, és jelolje ay, ay,...,ay az A oszlopvek-
torait, H a homogén, 7 az inhomogén egyenletrendszer &l-
taldnos megolddsat. Megmutatjuk, hogy x + # = 7, ahol a
bal oldali 6sszeadast elemenként értjiik.

x+H C Z: Meg kell mutatnunk, hogy ha x-hez adjuk a
H egy tetszbleges y = (y1,Y2,...,Yn) € H elemét, az inho-
mogén egyenletrendszer egy megoldasat kapjuk. Valéban,
x, illetve y eleget tesz az

ajx; +axxp + ...+ agx, = b, illetve

ajyr+ay+...+agy, =0
egyenletnek. Ebbd&l

ai(x1+y1) +ax(xa +y1) +...Fan(xn +y1) =
(ayx1 +apxp + ... +anxy) + (a1y1 + a2y + ... + anyn) =
b+0=Db,

tehat x 4+ y megoldasa az inhomogén egyenletrendszernek,
azazx+yc T

x+ H 2 I: Meg kell mutatnunk, hogy ha z az inhomo-
gén egy tetszbleges megoldasa, azaz z € 7, akkor talalhaté
olyan y € H, hogy z

x+y. Valéban, azy = z —x

1
0
0



megteszi, mert

aj(z1 —x1) +a(zo—x1) +...+an(zn —xq) =

(a1z1 +apzp + ...+ anzy) — (ayx1 + Xy + ... + ayxy) =
b-b=0,
azazz —x € H.

3.11. Osszesen 16 altere van F3-nek. Van egy 0-dimenziés,
a Z = {0} tér. Az egydimenzios alterek a nullvektorbél és
egyetlen téle kiilonb6z6 tovabbi vektorbol dllnak (7 ilyen
altér van). A kétdimenzids alterek mindegyike a nullvek-
torbdl, két tovabbi egymadstol is kiilonbozd vektorbol és
azok 0sszegébdl all. Ezeket felsoroljuk:

{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0), (1,1,0)},
{(0,0,0),(0,1,0), (0,0,1), (0,1,1)
{(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0), (1,0,1)
{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,1,1)
{( ),(1,0,1),(1,1,1)
( ),(1,1,0),(1,1,1)

),(1,0,1),(1,1,0)

}
2
b
|2
0,0,0),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)}
{(0,0,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}
{(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}

7

= D D D D

7

Végiil altér maga IF; is.

3.12. 1. Igaz. 2. Igaz, barmely 1-dimenziés altér ilyen.
3. Hamis, ha van kételemi bazis, akkor a linearisan fiig-
getlen vektorrendszerek elemszama legfoljebb 2.

3.13. Mivel az egyenletrendszer 3-ismeretlenes, és a rang
2, ezért a kotott valtozok szdma 2, a szabad véltozoké 1,
és igy a nulltér dimenzidja is 1. A két vektor fiiggetlen
egymastol, tehat az egyenletrendszer nem lehet homogén,
akkor ugyanis legaldbb ketté lenne a nulltér dimenzidja.
Az egyenletrendszer tehat inhomogén, és a megadott két
megoldas kiilonbsége a homogén rész egy megoldasat ad-
ja, annak Osszes skaldrszorosa pedig az 6sszes megoldasat.
Igy az inhomogén 6sszes megoldasa: (1,2,3) +(1,1,0).

3.14. A matrix és annak redukalt 1épcsés alakja:

1 1 21 10 %5 3

3 1 32 01 3 3
=

6 0 33 00 0 0

2 -2 -2 0 00 0 0

MEGOLDHATOSAG £S A MEGOLDASOK TERE 141

Eszerint bazisvektoroknak vélaszthatjuk a w; = (1,3,6,2)
ésawy = (1,1,0, —2) vektorokat. A tobbi vektor kifejezhe-
t6 ezek linearis kombindcidjaként:

N

N O W -
+
N W
[ I
~

S W N -
N —

N O W -

-2

A redukélt 1épcs6s alak nemzérus soraibdl 4ll6

1 0 1/2
0 1 1/2

matrixbdl kiolvashato, hogy a fenti altérnek B = { wi, wy }
bézisa, és ebben a bazisban a négy vektor koordinétds alak-
ja rendre

|1 |0 |2 |2
V4 = OB/VI_ 1B/V2_ 3/2 Brv3_ 1/2 B'

3.15. E maétrix rangja pontosan akkor k, ha oszlopvektorai
linedrisan fliggetlenek, azaz ha az oszlopvektorok barmely
linedris kombindcidja csak tgy lehet a nullvektor, ha min-
den egyiitthat6 0. Tekintsiink az oszlopvektorok egy cy,. . .,
cx skaldrokkal vett, nullvektort adé linedris kombindcidjat.
Ennek i-edik koordinétdja

1/2

3/2

O=c1vj-vi+cavi vy -+ cpvi- Vi

=v;-(c1v1 +cava + -+ cpvg).

Tehat azt kaptuk, hogy az x = c¢yvy +covo + - - - + ¢ vg vek-
tor olyan, hogy a vy,..., vy vektorok mindegyikével vett
skaldris szorzata 0, igy ezek barmelyik linedris kombindci-
6javal vett skalaris szorzata is 0, tehat példaul az x vektorral
vett szorzat is 0, azaz x - x = 0. Ez viszont csak x = 0 esetén
dllhat fénn, és mivel a v; vektorok linedrisan fliggetlenek,
csak a ¢; = 0 konstansokkal vett linedris kombindaciéjuk
lehet 0, aholi =1,2,...,k.
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Eddig a matrixokat csak egyszer(i jelolésnek tekintettiik, mely az
egyenletrendszer egyiitthatdinak taroldsara, és az egyenletrendszer meg-
olddsa kozbeni szamitdsok egyszerfisitésére vald. E részt a szamok
kozti miiveletek szamtabldzatokra valé kiterjesztésével kezdjiik, majd
ezeket atiiltetjik matrixokra, és megvizsgaljuk algebrai tulajdonséaga-
ikat. E mfiveletek segitségével tjravizsgaljuk az egyenletrendszerek
megoldhatésdganak és a megoldédsok kiszdmitdsanak kérdését. A mat-

rixok ,szdmtani” fejezetei utdn a , mértaniak” kovetkeznek: a deter-

mindns, mint a négyzetes matrixhoz rendelt el6jeles mérték, majd a

i

métrixleképezések geometriéja lesz e rész térgya Enter The Matrix — 3D picture (CC) on flickr by Grégory Tonon






4
Matrixmiiveletek definicioi

Az egyenletrendszerek megolddsdhoz és vizsgédlatdhoz hatékony esz-
kozokhoz jutunk a métrixmtiveletek bevezetésével. E mtiveletek szam-
talan egyéb alkalmazésban jatszanak fontos szerepet, melyekkel a konyv
tovabbi részében mindentitt taldlkozni fogunk.

Miiveletek tibldizatokkal — miiveletek mdtrixokkal

A valds szdmok kozti milveletek természetes médon kiterjeszthetSk mdtrixok-
kal valé mfiiveletekké. Ezek definiciéihoz az Osszeadds és a szorzds hétkoznapi
alkalmazdsainak tdbldzatokra val6 kiterjesztésén keresztiil foqunk eljutni.

TABLAZATTAL nap, mint nap taldlkozunk. Szdmszerti adatok tégla-
lap alakban elrendezett, ttekinthet6 osszefoglalasara valé. Altaldban
a sorok el6tt és az oszlopok folott van egy fejléc, melyben az adott

sor, illetve oszlop adatait jellemzé valamely informdcié all (példaul A métrixra Ggy is tekinthetiink, mint
amelyet egy olyan absztrakci6 soran ka-

az oszlop szamadatainak kozos mértékegysége). Tablazatok hasznéla-
p gyseg ) punk a tdblazatbol, melyben azt meg-

ta kikertilhetetlen a gazdasdgi adatok kezelésében, igy minden irodai fosztjuk fejléceitsl, az adatokbol pedig
szoftvercsomag tartalmaz tablazatkezel6t, de a mérnoki vagy termé- csak a szamokat Orizziik meg, azok
jelentésétdl, mértékegységétdl eltekin-

szettudomanyos kozleményekben is nélkiilozhetetlen eszkoz. tink.
Tdbldzatok Osszeaddsa 3 alma meg 2 alma az 5 alma. Az Osszeadds e
miivelete természetes mdédon Kkiterjeszthet6 gylimolcsok szamadatait
tartalmazo tablazatokra. Ha két gytimolcskosdrban piros és zold al-

ma és sz616 van az aldbbi tablazatok szerint, akkor dsszeotntésiik utan
szdmukat igy szamolhatjuk:

alma  sz06l6 alma  sz06l6 alma  sz06l6
(db) (furt) (db) (furt) (db) (furt)
+ =
piros 3 2 piros 2 2 piros 5 4

zold 2 1 zold 0 1 zold 2 2




148 LINEARIS ALGEBRA

Azonos méretli, azonos fejlécti tabldzatok Osszeadasdnak egy lehet-
séges médja az, ha az azonos pozicidiban 1év6 elemek 6sszeadaséaval
képezziik az Osszeget.

Tdbldzat szorzdsa szdammal Az asztalon 2 alma van. Ha szdmukat meg-
haromszorozzuk, Osszeszorzunk egy mértékegység nélkiili szamot (3)
egy mértékegységgel rendelkezével (2 darab), és az eredmény mérték-
egysége is ez. Ezt megtehetjiik egy kosar egész tartalmaval is:

alma  sz0l6 alma  sz0l6

(db)  (fiirt) (db)  (fiirt)
piros 3 2 piros 9 6
zold 2 1 zold 6 3

Tdbldzatok szorzdsa Egy adag (e példdban a tovabbiakban mindig 10
dkg) alma energiatartalma 30 kcal. Mennyi 5 adag energiatartalma? A
valaszt ismét szorzdssal kapjuk meg — most mindkét mennyiség mér-
tékegységgel is rendelkezik:

kcal

5adag - 30 = 150 kcal.

adag

Tobb gytimolesbdél (alma, banan, narancs) tobbféle (A, B, C) gytimolcs-
salatat készitiink, és a szénhidrat- és energiatartalmukat szeretnénk
Osszehasonlitani. Két tdblazatot készitiink, egyikbe a gytimolcssalatak
Osszetételét, a masikba az OsszetevOk szénhidrat- és energiatartalmat
irjuk. Mindkét tabldzatban a sorokba keriilnek azok a tételek, melyek
Osszetételét/dsszetevdit részletezziik, az oszlopokba pedig az Osszete-
vok.

Alma  Bandn  Narancs Szénhidrdt Energia
(adag) (adag) (adag) (g/adag) (kcal/adag)

A 5 1 4 Alma 7 30
B 4 4 2 Bandn 24 105
C 4 2 4 Narancs 8 40

A kovetkez6képp tudjuk az A saldta energiatartalmat kiszamitani:

kcal kcal kcal
: 1 -1 4 -4
5adag - 30 adag +ladag- 105 adag +4adag - 40 adag

= 415kcal,

vagyis az els6 tabldzat egy sordnak és a masodik tabldzat egy osz-
lopanak kellett a skaldris szorzatat venni. Végezziik el e szamitéso-
kat mindhdrom gytimolcssaldta szénhidrat és energiatartalmara is, és
az eredményt ismét egy olyan tablazatba tegyiik, melynek soraiba a
részletezend6 tételek (A, B, C saléta), oszlopaiba a tartalmi 6sszetevk
(szénhidrat-, energiatartalom) kertiljenek.
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Szénhidrdt  Energia

(g  (kcal)
A 91 415
B 140 620
C 108 490

Az attekinthet6ség kedvéért a két Osszeszorzandd matrixot és az
eredményt gy helyezziik el, hogy az elvégzett miiveletek jobban ko-
vethetGek legyenek. Az A saléta energiatartalmat kiemeljtik:

Szénhidrdt Energia
(g/adag) (kcal/adag)

Alma 7 30

Bandn 24 105

Narancs 8 40

Alma  Bandn  Narancs Szénhidrdt Energia
(adag) (adag) (adag) (8) (kcal)

A 5 1 4 A 91 415
B 4 4 2 B 140 620
C 4 2 4 C 108 490

Frdemes megfigyelni, hogy ha csak az A és C gyiimolcssalatékra
vagyunk kivancsiak, elég az elsd tablazat és a végeredmény madsodik
sorat elhagyni, hasonl6képp ha csak az energiatartalmat figyeljiik, elég
a masodik tdblazat és a végeredmény masodik oszlopat megtartani.
Az is latszik, hogy az els6 tdbldzat oszlopainak és a mdasodik tdbla-
zat sorainak szama megegyezik. Altaldban az igaz, hogy (a fejléceket
nem szamolva) egy m X n-es tdblazat csak olyan p X k-as tdblazattal
szorozhat6 Ossze, ahol p = n, és az eredmény m X k-as lesz.

Linedris helyettesités A linedris algebra alapveté fogalmai megfogal-
mazhatéak a linedris helyettesités nyelvén.

P

4.1. DEFINICIO (LINEARIS HELYETTESITES). Linedris helyettesitésrol ak-
kor beszéliink, ha vdiltozok egy halmazdt mds vdltozok konstansszorosainak
osszegeként dllitjuk eld, azaz vdltozékat mds vdltozok linedris kifejezéseivel
helyettesitiink.

Tekintstik példaul a kovetkezd két linedris helyettesitést:

a=5x+ y+4z x= 7s+ 30k
b=4x+4y+2z és y=24s+4 105k (4.1)
c=4x+2y+4z z= 8s+ 40k

149



150 LINEARIS ALGEBRA

Egy kis id6re e két linedris helyettesitést is tabldzatokkal irjuk le:

(4-2)

4.2. PELDA (LINEARIS HELYETTESITESEK KoMPOzici6ja).  Tekintsiik
a (4.1)-ben megadott két linedris helyettesitést! Az els6 majd a mdsodik he-
Lyettesités eqymds utdn valo elvégzése — mds széval kompozicija — milyen
helyettesitéssel egyenértékii, és az linedris-e?

MEGOLDAs. Az a = 5x + y + 4z kifejezésben helyettesitsiik x, y és z
helyébe a masodik linedris helyettesités szerinti kifejezéseket, azaz

a = 5x+y +4z = 5(7s +30k) + (24s + 105k) + 4(8s + 40k) = 91s -+ 415k.

Emeljiik ki pl. a k egytitthatdjanak kiszamitasat:
5-30+1-105+4-40 = 415.

Mint latjuk ez az els6 helyettesités tdblazata els6 soranak és masodik
tdblazat masodik oszlopanak skalaris szorzata. Hasonlé médon b és ¢
is kifejezhet6 s és k segitségével, igy kapjuk, hogy a két linedris helyet-
tesités egymadsutanja ekvivalens az

a= 91s+ 415k

b = 140s + 620k
¢ = 108s + 490k

helyettesitéssel. Ez linedris, hisz a szdmolas kozben linedris kifejezé-
seket csak konstanssal szoroztunk, és ezeket adtuk Ossze. Ennek a
helyettesitésnek a tdblazata

s k
91 415

108 490

vagyis azt kaptuk, hogy a linedris helyettesitések kompozicidjanak tab-
lazataik szorzata felel meg. O

Mitrixok Az eddigiek alapjan megfogalmazhatjuk: az m sorba és n
oszlopba rendezett mn darab szdm rendszerét m x n-tipusu mdtrixnak
nevezziik. A maétrixban szerepl6 szdimokat a matrix elemeinek nevez-
ziik. Eleinte csak valamely algebrai strukttra (egész, valés, komplex)
elemeit fogjuk a méatrixba irni, késébb pl. fliggvények métrixait is vizs-
gdlni fogjuk.

5 k
x| 7 30
y |24 105
z | 8 40

Xy z s k
a|b5 1 4 a 91 415
b |4 4 2 b | 140 620
c |4 2 4 ¢ | 108 490
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4.3. DEFINICIO (ADOTT TIPUSU MATRIXOK TERE). Legyen S egy tetszdle-
geshalmaz (pl. S =R, Q,IN, Z. . .). Az S elemeibdl képzett dsszes m x n-es

mdtrixok halmazdt jelolje
Sm Xn .

Azt mondjuk, hogy S™*" az S folotti m X n tipusi métrixok tere.

Példaul az [17] matrix eleme az IN?*2, 7272, Q2*2, R%2*2 terek
mindegyikének.

Két métrixot akkor tekintiink egyenlének, ha azonos tipustak, és az
azonos indext elemek egyenl6ek. Példaul az [13] = [} 2] egyenls-
ség pontosan akkor all fonn, ha x = 4. Fontos felidézni, hogy min-
den vektornak megfeleltethetiink egy sor- vagy oszlopvektor alakba
irt matrixot, azok azonban nem egyenl6k egymassal. Péld4ul

1

[123}7&2,
3

mert nem azonos tipustak, igy el kell donteni, hogy e két matrix ko-
ziil melyik reprezentdlja a (1,2,3) vektort. Mint emlitettiik, a modern
matematika legtobb teriiletén alapértelmezésben az oszlopvektorokat
rendeljiik a vektorokhoz. E kényvben mi is igy tesziink (kivéve a kod-
elméleti alkalmazéasokat).

Egy matrix négyzetes, ha sorainak és oszlopainak szdma megegye-

27z

zik. Az A maétrix f6atléjanak elemei aq1, a, a33,.... Ez nem csak
négyzetes matrixra értelmezhets. Az olyan négyzetes matrixot, mely-
nek f6atlén kiviili elemei mind nulldk, diagondlis mdtrixnak nevezziik.
Az ilyen matrixok egyszeri megaddsara a diag fliggvényt hasznaljuk,

melynek argumentumaba a f64tl6 elemei vannak felsorolva. Példdul

1
diag(1,2,3) = |0 2 0

0 0 3
Elemenkénti mdtrixmiiveletek Tobb olyan matrixmftiveletet ismertink,
melyben a szdmok kozt mdr értelmezett miiveletet Gigy éltaldnositjuk

matrixokra, hogy azt a méatrix vagy matrixok minden elemén végre-
hajtjuk. Ilyen pl. a matrixok osszeaddsa és skalarral val6 szorzasa.

4.4. DEFINICIO (MATRIXOK OSSZEGE, KULONBSEGE). Az m X n-es tipusi
A = [a;;] és B = [bj;] mdtrixok dsszegén azt az ugyancsak m x n-es tipusii,
és A + B-vel jelolt mdtrixot értjitk, melynek i-edik sordban a j-edik elem
a;j + bij, aholi=1,...,m,j=1,...,n. Képletben:

A+B= [aij] + [bz]] = [ﬂi]' + bl]]

Hasonléan definidlhaté A és B kiilonbsége is, azaz A — B := [a;; — b;j].

OCTAVE a = [1 2 3

> 4 5 7]
a =
1 2 3
5 7

OCTAVE b = [1 2;3 4]
b =
1 2

OCTAVE diag([1,2,3])

ans =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

OCTAVE a(2,3)
ans = 7
OCTAVE a(2,:)
ans =

4 5 7

OCTAVE a(:,3)

ans =

3

7
OCTAVE v = [1 2 3]
v =

1 2 3
OCTAVE w = [1;2;3]
W o=

1

3

OCTAVE size(v)
ans =

1 3

OCTAVE size(w)
ans =

3 1

4.1. dbra: Matrix megaddsa, elemeinek,
sorainak és oszlopainak és azok szdma-
nak lekérdezése matrix alapti nyelvek-
ben.

A matrixalapt nyelvekben matrixok ko-
zotti elemenkénti miivelet definidlhaté6 a
miiveleti jel elé tett ponttal. gy az & és B
matrixok elemenkénti szorzata az

4 .x B

paranccsal kaphat6 meg. Eszerint az A
.+ B és A + B kédok az eredményt te-
kintve ekvivalensek.
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4.5. PELDA (MATRIXOK OSSZEGE, KULONBSEGE). Ellendrizziik az aldbbi

milveleteket!
0 2 4 100 |12 4 2 (3] _ |1
1 35 010 1 4 5| |3 21 |1

4.6. DEFINICIO (ZERUSMATRIX). A csupa nulldbdl dllé mdtrixokat zérus-
mdtrixoknak nevezziik. Az m x n-es zérusmdtrixot Op,xy, Mmig az n X n-es
négyzetes zérusmdtrixot Oy, jeloli.

Tetsz6leges A matrixhoz egy azonos tipusti zérusmatrixot adva A-t
kapunk, azaz A+ O =0 + A = A.

4.7. DEFINICIO (MATRIX SZORZASA SKALARRAL). Az m X n-es tipusi
A = [a;;] mdtrix c szdmmal képzett szorzatdn azt az ugyancsak m x n-es
tipusii, és cA-val jelolt mdtrixot értjiik, melyre

cA = clajj] := [ca;j].

Az A miétrix ellentettjének azt a —A-val jelolt matrixot nevezziik,
melyre A 4+ (—A) = O. Koénnyen megmutathatd, hogy ilyen matrix
csak egy van, nevezetesen —A = (—1)A.

Azonos méretti matrixokon még szdmtalan elemenkénti mfivelet
definidlhatd, ezek azonban az alkalmazdsokban és a matematikén be-
lil is 1ényegesen ritkdbban fordulnak el6, ezért nem definidljuk éket és
nem vezetiink be rajuk jelolést. Erdekességként mutatunk egy példat
egy ilyen mfiveletre.

A digitalis képfeldolgozdsban, ahol a képpontokra (pixelekre) bon-
tott kép adatai matrixokban vannak tarolva, sok mfivelet elemenkénti
matrixmiivelettel valésithaté meg. A 4.2. dbra métrixa az alatta 1év6
férfiarc 9 sziirkearnyalatos képe, melyen a hattér egy egyszerti ele-
menkénti mivelettel megvaltoztathato (részletek a 4.6. feladatban).

Mitrixok linedris kombindcioi A vektorokhoz hasonléan, a skalérral va-
16 szorzas és az dsszeadds miivelete lehet6vé teszi, hogy matrixokra is
definidljuk a linedris kombindcid, a linedris fliggetlenség és a kifeszitett al-
tér fogalmat. A vektorokra korabban adott definicidk kis véltoztatadssal
kimondhaték, ha a vektorok helyébe azonos tipust matrixokat helyet-
tesittink.

4.8. PELDA (MATRIXOK LINEARIS KOMBINACIOJA). Szdmitsuk ki a

0 1 1 0
22 11 -3 (-1 -2
0 -1 =il 0

linedris kombindciot!

[9999999999999999999999909]
999999999999999999999999
999996345322569999999999
999941002200049999999999
999410011110113999999999
994101210001210499999999
992222110113321059999999
951233212244321039999999
931378766564322029999999
941588876554322106999999
952588765554432213799999
992367765544400033599999
995146777543111123499999
999226751023123223399999
999716610116322332399999
999736423358433322499999
999956675378633432377779
999974787578843432373345
999997766776622333343335
999999866757723323333334
999995356757742133233333
999861376654323333333443
999753278654642332333443
997654278764446431446666
987644378866353101687665
887543478862201238777776
887543468865201168877653
888544447855331388866564
888754446875225888876332
687565434777447888876764
476446544567777888886423

1647534644457868888742123]

4.2. dbra: Egy elemenkénti matrixmftive-
let a képfeldolgozasban
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MEeGoLDAs. El6szor a skaldrral vald szorzdsokat végezziik el:

0 1] 0o 2 1 0 -3 0
212 1|l=14 2|, -3|-1 =2|=1| 3 6],
0 —1] 0 -2 -1 0 3 0
majd az Osszeadast:
[0 2 -3 0 -3 2
4 2|+ 3 6|=|7 8
0 -2 30 3 -2

A miiveletek természetesen elemenként is elvégezhetok, pl. a masodik
sor els6 eleme igy is megkaphat6: 2-2 -3 (—=1) =7. O
Latjuk, a méatrixok az dsszeaddsra és a skalarral val6 szorzdsra nézve
a vektorokhoz hasonléan viselkednek. Mondhatjuk, hogy az R™*"-
beli m x n-es matrixok e két mfiiveletre nézve Ggy viselkednek, mint
R™* vektorai (csak mésként vannak elrendezve). Beszélhetiink ezért
arrdl, hogy R™*" egy mn-dimenzids vektortér. Lasd errél pl. a 4.7. és
a 4.8. feladatokat.
Madtrixszorzds A tédblazatok szorzasandl latott szabalyt kovetjiik a ko-
vetkezd definiciéban:

4.9. DEFINICIO (MATRIXOK SZORZASA). Egy m X t-s A és egy t X n-es B
mdtrix szorzatdn azt az AB-vel jelolt m x n-es C mdtrixot értjiik, amelynek
i-edik sordban és j-edik oszlopdban dll6 eleme

Cij = ailblj + aizsz +...+ aikbkj +...+ aitbt]"

A definiciébeli 0sszefliggés tobb modon is kifejezhetd. Szummaval
folirva:

t
cij = Y aicbyj,
k=1

de mondhatjuk azt is, hogy c;; az A maétrix i-edik sordnak és a B matrix
j-edik oszlopdnak skaldris szorzata, azaz

Cij = Qjy - b*]

Fontos kiemelni, hogy egy m x s-es A és egy t X n-es B matrix csak
akkor szorozhat6 6ssze, ha s = t, és ekkor a szorzat m x n tipusu.

Nyilvanval6, hogy a szorzas sorrendje fontos. Lehet, hogy az AB
szorzds elvégezhetd, de a BA nem, és lehet, hogy elvégezhetd, de kii-
16nb6z6 eredményt kapunk (Id. a 4.10. feladatot). Mivel a métrixszor-
zas nem felcserélhet8, ha sziikséges, az , A-t balrdl szorozzuk B-vel”,
vagy az ,A-t jobbrdl szorozzuk B-vel” kifejezésekkel tesziink kiilonb-
séget a BA és az AB szorzatok kozt.

a4 ... djt

m

A
XS
feltéve, hogy
s=t
AB tipusa
mxn

B
txXn

Cij

153
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4.10. PELDA (MATRIXOK SZORZASA). Legyen

Szdmitsuk ki az AB szorzat mdsodik sordnak elemeit, azaz az (AB)z, sor-
mdtrixot!

MEGOLDAS. A szorzat mdasodik sordnak elemei az A méasodik sordnak
B oszlopaival val6 szorzatabdl kaphatok meg:
1 1 11 2 * k%
2 1 21 0 =14 3 4
0 3 * %k O

Fontosak azok a matrixszorzatok, amelyekben az egyik matrixnak
csak egy sora vagy oszlopa van, tehat sor- vagy oszlopvektor. Egy
1 x m-es matrixot, azaz egy sorvektort jobbrél, egy n x 1-es matrixot,
azaz egy oszlopvektort balrél lehet beszorozni egy m X n-es matrixszal.
Péld4ul

b [ -

1

Miiveletek blokkmdtrixokkal Hatalmas méret(i matrixokkal végzett m-
veletek parhuzamosithatok, és a memoriakezelésiik is hatékonyabba
valik, ha a matrixokat blokkokra osztjuk, és a mtiveleteket is e kisebb
részmaétrixokkal végezziik.

Ha egy matrixot a rajta végighalad6 vizszintes és fligg&leges vona-
lakkal részmatrixokra bontunk, azt mondjuk, hogy e matrix a részmat-
rixokbdl — mas néven blokkokbol — alkotott blokkmdtrix. Egy egyenlet-
rendszer [A|b] bovitett matrixa egy két blokkbdl &ll6 blokkmatrixnak
is tekinthetd.

Az alabbi példa egy 5-ismeretlenes, 5 egyenletbdl all6 egyenletrend-
szer bévitett matrixdnak redukalt 1épcsés alakjat mutatja, melyben a
kotott és szabad valtozok, valamint az egyiitthatématrix zérussorai
szerint blokkositottunk:

1 0 0|1 2|4
0 1072013 Bi1 Bz Bis
0 0 1|1 0|3 = [B B B 1
00 0olo ol 21 Bx» B
000[00/0

Egy blokkmaétrix sorait és oszlopait szokds a matrix blokksorainak
és blokkoszlopainak nevezni a kozonséges soroktol és oszlopoktol vald
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megkiilonboztetés végett. Pl a fenti blokkmatrix elsé blokksordnak
elemei Bll/ BlZ/ B13.1

4.11. ALLITAS (MUVELETEK BLOKKMATRIXOKKAL). Blokkmdtrixok ska-
ldrral vald szorzdsa és két azonos mddon particiondlt blokkmdtrix 0sszeaddsa
blokkonként is elvégezhetd, azaz

c[Ajj] == [cAyj],  [Ay]+ [Bjj] :== [Ajj +Bj].

Ha A = [Ajlmxt, B = [Bk]-]txn két blokkmdtrix, és minden k-ra az
Ajy blokk oszlopainak szdma megegyezik By; sorainak szdmdoal, akkor a
C = AB szorzat kiszdmithaté a szorzisi szabdly blokkokra valé alkalma-
zdsdval is, azaz C olyan blokkmidtrix, melynek i-edik blokksordban és j-edik
blokkoszlopdban dllé blokk

t
Cij = ) AiByj.
k=1

4.12. PELDA (MUVELETEK BLOKKMATRIXOKKAL). Végezziik el az aldbbi
miiveletet blokkmdtrixokkal szdmolva!

o =IO

1 11 111 1
2 11 |1]2+ |1
0 11 101 1

W = | O

MEGOLDASs. El8szor ellendrizziik, hogy a miiveletek valéban elvégez-
hetdk lesznek blokkmatrixokként szamolva is. Valéban, az els6é matrix
blokkoszlopai 2- és 1-oszloposak, mig a masodik matrix blokksorai 2-
és 1-sorosak. A szorzat pedig azonos tipusi lesz a harmadik matrix-
szal, tehat osszeadhatok. A blokkokat matrixokkal helyettesitve, majd
a matrixm{iveleteket elvégezve kapjuk, hogy

'[1 0| M 11| [1 1] | [4

{2 1 {1 0 + ] ||

[0 3] | |1 of | 1 6| | |0

o A |y [ o] | [roof |5+ B[ | oL
= +T

1o 3| i)+ B 1] [0 o) o)+ i) 0] Ll Tlo

LR TR (2Ll [2le
=2l TTs]| + |1l T2l = [[3] | |e]| = |36

|0 7| 6| | (0] M 7] 6|7

Ellendrizziik a szamitast kozonséges matrixmiiveletekkel! O

* A BLOKKMATRIXOKRA a szakirodalom-
ban a hipermitrix elnevezés is el van ter-
jedve. Ekkor a blokksorokat hipersorok-
nak, a blokkoszlopokat hiperoszlopok-
nak nevezziik. Mi kertiljiik e sz6haszna-
latot a hipermatrix masik — t6bbdimen-
zi6s tomb értelmfi — jelentése miatt.



156 LINEARIS ALGEBRA

Feladatok

Tdbldzatok

4.1. Anti, Bori, Cili almat, banant és citromot vesz a pia-
con, a hipermarketben vagy a csarnokban. Ha csak az 4r
szamit, melyikiik hol vasaroljon?

alma (kg) banén (kg) citrom (kg)

Anti 2 2 1
Bori 0.5
Cili 2 1 1

csarnok  hipermarket piac

(Ft/kg) (Ft/kg) (Ft/kg)
alma 180 100 130
banan 390 420 360
citrom 210 210 230

4.2. Egy f(x,y) kifejezésben elvégezziik az

x=2a+b

y=3a+b
helyettesitést, majd az igy kapott f(2a + b,3a + b) kifeje-
zésben az

a=—-3s+t

b= 4s—t
helyettesitést. Szdmitsuk ki a két helyettesités kompozici-

6jat a helyettesitések végrehajtasaval, és a nekik megfeleld
tdblazatok szorzdsaval is, azaz irjuk fel azt a helyettesitést,

s 2z

4.3. Tegytik fel, hogy egy kifejezésben elvégezziik a kovet-
kez6 két helyettesitést:

x=2a+Db+6c a= -—s + u
y=4a+b+7c b= —3s—6t+10u
z=23a+b+ 6¢c c= s+ t— 2u

Hogyan szamithatjuk ki a két helyettesités kompozicidjat?
[rjuk fel azt a helyettesitést, mely e két helyettesités kom-
pozicidjaval ekvivalens!

4.4%  Két verseng6 kereskedelmi TV-csatorna valdség-

show-mtisora kezdetben fele-fele ardnyban vonzza a né-

z8ket. Az elsd hét végére a tvi nézbinek fele, mig a tvz

nézének negyede atpértol a masik csatornara.

1. Készitsiik el az atpértolas 2 x 2-es tdblazatat, és a

2. néz6k megoszldsdnak 2 x 1-es vagy 1 x 2-es tablazatat!

3. Tablazatok szorzdsidnak segitségével hatdrozzuk meg,
hogy mi a néz6k megoszldsa az els6 és a masodik hét
végén, ha az atpartolok ardnya az id6vel nem viltozik.

4. frjuk fel az atpértolok kéthetenkénti tablazatat, azaz azt,
amelybdl kiolvashaté, hogy két hét elteltével az egyes
csatorndk nézdinek hanyadrésze partol at, és mennyi
marad!

Elemenkénti mdtrixmfiiveletek
4.5° Adva vannak az alabbi matrixok!

1 23]3_[1 10

A=1r 1 ¢ 2 1 1

1 1
C=12 2
1 0

Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések koziil azok érté-
két, amelyek értelmezve vannak! a) 4A — 3B, b) 2B — C,
c)2B-CT,

4.6 ELEMENKENTI MATRIXMUVELET A DIGITALIS KEPFEL-
DOLGOZASBAN Egy leegyszerfisitett képformdtummal dol-
gozunk: az egészelem(i Ay x, matrix reprezentaljon egy
m x n képpontbdl allé sziirkedrnyalatos képet. Minden
matrixelem egy képpont drnyalatat adja meg a {0,1,...k}
tartomadnybdl, ahol 0 a fekete, k — 1 a fehér szinnek felel
meg és k az atlatszé pixeleket jeloli. Legyen egy képen a
hattér atlatszo, és legyen By« egy tetszbleges masik kép
azonos médon reprezentalt métrixa. Konstrualjuk meg azt
a © jellel jelolt mtiveletet, amellyel az elemenkénti

AOB:= [a,']‘ © b,]]
matrixmtivelet az A kép hétterébe mésolja a B képet. Kép-

letben:
_ )b
aij © bij =

aij,

ha a;; =k,

egyébként.

A megoldasban hasznalhatjuk a x — |x] fiiggvényt, mely
egy x szamhoz annak als6 egész részét rendeli.

4.7. R"™*" BAzisa Adjuk meg az R™*" tér egy bézisat.
4.8. MATRIXOK ALTAL KIFESZITETT ALTER Jellemezziik az
R2*2 térnek azt az alterét, melyet az alabb megadott A, B
és C matrixok feszitenek ki! Masként fogalmazva: milyen

Osszefliggések édllnak fonn azon 2 x 2-es valés matrixok ele-
mei kozott, melyek az aldbbi matrixok linedris kombindci-

11
0 1|°

6iként allnak el6?

1 1 1 0
A_IO}’ B_[o 1|’ €=

Matrixszorzds
4.9° Adva vannak az alabbi matrixok!

123l 110
2 1 0 T2 101
Szamitsuk ki a kovetkezd kifejezések koziil azok értékét,

amelyek értelmezve vannak! a) AB, b) ABT — D, ¢) BC,
d) CB, ¢) (DA)C.

1 1
e~ o[} ]
1 0




4.10° A sZORZAS NEM FELCSERELHETO Legyen

6 6 -2 -6
Dontsiik el, hogy fonnéllnak-e az AB = BA, BC =
CD = DC és DE = ED egyenl6ségek.

CB,

Blokkmadtrixok
4.11. 2 X 2-ES BLOKKMATRIXOK SZORZASA Legyen A és B két
2 x 2-es blokkmatrix, azaz legyen

By

B2,

_ p— |Bu
By

[rjuk fel szorzatukat a blokkok szorzatai segitségével.

A1q
Ary

A
Ap

4.12° Végezziik el az A 4 3C és az AB miiveleteket kozon-
séges matrixmtiveletekkel és blokkmatrixként szdmolva is,
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ha
1 0110 ? ;L 0 2|01
A=1|0 1|1|2|, B= K C=12 0]|0|0
0 013|0 01 1 1111

Matrixmiiveletek Z.,-ben”

A mitrixmiiveletek minden tovdbbi nélkiil értelmezhetbk Zy, fo-

lotti mdtrixokra is (dltaldban bdrmely gyilrii folotti mdtrixokra,
Id. a ??. fejezetet a fiiggelékben).

4.13%  Egy linedris kod G generatormatrixa és H ellentrzd
métrixa eleget tesz a GH' = O osszefliggésnek. Ellen-
Orizziik ezt a [4,2,3]3 Hamming kéd esetén a kovetkezd
matrixokkal az [F3 testben szédmolva:

G=
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A mdtrixszorzds haszndlata

Mitrixszorzdssal az eddig tanultak dttekinthet6bbé és konnyebben kezelhetévé
vdlnak (pl. vektorok linedris kombindcidja, az egyenletrendszerek és megoldd-
suk feltrdsa).

Skaldris szorzat és diadikus szorzat mdtrixszorzatos alakja Két oszlopvek-
tor nem szorozhat6 ¢ssze, ha 1-nél nagyobb dimenziésak. Viszont az
egyikiik transzpondldsa utdn a szorzds elvégezhetd.

Legyen a és b két R"-beli vektor. Az a'b szorzat a két vektor skala-
ris szorzatat adja, azaz

alb=a-b,
ugyanis
by
by
a'b = [a1 a ... an} .| =a1by +apbp+...+a,b, =a-b.
by

Ha a masodik vektort transzpondljuk, a két vektor lehet kiilonb6z6
dimenziés is.
4.13. DEFINIc10 (D1ADIKUS szZORzAT). Legyen u € R”, v € R". Az

uv' szorzatot a két vektor diadikus szorzatanak, roviden diddnak nevez-
ziik. E szorzat egy m x n-es mdtrix:

25} ui101 U102 ... U0y

T U Ur0q U0 ... U0y
uv = [7)1 (%) Z)n] =

Um Up01 Uy0Op ... UyOy

Két vektor diadikus szorzatdt u ® v jeloli.

4.14. PELDA (SKALARIS £S DIADIKUS SZORZAT). Legyen u = (1,0,2),
v = (3,2,1). [rjuk fel mdtrixszorzatos alakba skaldris és diadikus szorzatu-
kat, és szdmitsuk ki!

MEGOLDAS.

3
u'v:uTv:[l 0 2} 2| =5,
1

1 3
uv=uv' = [0 {3 2 1}2 0
2 6

= O N
N © =
O
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Linedris eqyenletrendszer mdtrixszorzatos alakja A matrixszorzast felhasz-
nélva a linedris egyenletrendszerek egyszer{i alakba irhatok.

4.1 (LINEARIS EGYENLETRENDSZER MATRIXSZORZATOS ALAKJA). Ha A

jeloli eqy egyenletrendszer egyiitthatomdtrixdt, illetve b a konstans tagok és
x az ismeretlenek oszlopvektordt, azaz

an aipp ... A1y X1 b]
an ay ... dyn X2 ) bz
A= , X= , 6 b= ,
Am1  Am2  --- Amn Xn by
akkor az
ay1x1 + apXp + ...+ apxs = by
anx1+ anxs + ...+ apxy, = by
A1 X1 + Ap2X2 + o+ A Xy = by
egyenletrendszer

>
>
|
[on

alakba irhaté.

Konnyen ellenérizhet6 a matrixszorzas elvégzésével, hogy a

ax =u x+2y=1
2x1 +3x2 —x3 =5, by =0 és y=1
cz=w 0=1

egyenletrendszerek matrixszorzatos alakjai rendre:

X1 a 0 0] [x u 12x 1
{23—1}x2:5,0b0y:v,01[]:1
X3 00 ||z w 0o o Y 1

A szimultan egyenletrendszerek (Id. 93. oldal) ugyanigy folirhatéak
matrixszorzatos alakba.

4.15. PELDA (SZIMULTAN  EGYENLETRENDSZER  MATRIXSZORZATOS

ALAKJA). [rjuk az aldbbi két egyenletrendszert egyetlen mdtrixszorzatos
alakba!

2x11 +3x91 =7 2x1p +3x0 =9

3X11 — 4XQ1 =/ 3X12 — 4x22 =35
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MEGOLDAs. A két egyenletrendszer matrixszorzatos alakjai kiilon-kiilon

e ! e

Ezek egyetlen matrixszorzattd olvaszthatdk:

23X1]X12_79
3 —4| |xn x:»| |2 5|

Altaldnosan a szimultan egyenletrendszerek AX = B alakba irhatéak,
ahol X az ismeretlenekbdl, B a jobb oldalakbdl alkotott métrix. O

Linedris helyettesités mdtrixszorzatos alakja Az egyenletrendszer matrix-
szorzatos alakjdhoz hasonléan adédik a linedris helyettesités matrix-
szorzatos alakja. Egyszerfien csak tgy kell tekinteniink az Ax = b
egyenl6ségre, hogy ott b koordinatai a helyettesitend véltozék, me-
lyek helyébe az x koordinatdinak egy linedris kifejezését helyettesitjiik.
Ilyenkor inkabb a b = Ax alakot hasznaljuk, és az A matrixot a linedris
helyettesités mdtrixdnak nevezziik. Részletesebben ldsd még a 4.33. fel-
adatot.
Példaként ime egy linedris helyettesités és matrixszorzatos alakja:

x =3a+2b+4c x 3 2 4 a
y= a—3b+2c yl =11 -3 2| |b|.
z=2a— b+2c z 2 -1 2] |c

Szorzds vektorral Egy m x n-es métrix vektorral kétféleképp szorozha-
to: jobbrol egy n x 1-es oszlopvektorral, balrdl egy 1 x m-es sorvektor-
ral.

Az Ax = b egyenletrendszer oszlopmodelljébdl lattuk, hogy az
egyenletrendszer bal oldala az A oszlopvektorainak az x koordina-
taival vett linedris kombinaci6ja. Hasonl6 4llitds igaz a sorvektorral
balrdél valé szorzasra is.

4.16. ALLITAs (MATRIXSZORZAS ES LINEARIS KOMBINACIO). Legyen A
m X n-es mdtrix, x n-dimenzids, y m-dimenzids vektor. Ekkor az Ax szorzat
az A oszlopvektorainak

A,1X1] + ax2X2 + - -+ AupXy
linedris kombindcidjdt, mig az y' A szorzat az A sorvektorainak
a1y +agyn + -+ A Ym

linedris kombindcidjdt adja.
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Szorzds standard egységuektorral Konnyen igazolhaték azok az Ossze-
fuggések, melyeket a standard egységvektorokkal val6 szorzdssal ka-
punk. Jelolje e; = (0,0,...,1,...,0) azt a vektort, melynek i-edik ko-
ordinatdja 1, a tobbi 0.

4.17. ALLITAS (MATRIX ELEMEINEK, SOR- ES OSZLOPVEKTORAINAK ELO-
ALLITASA). Legyen A egy m x n-es mdtrix, e; m-dimenzids, e; n-dimenzids
standard egységuektor. Ekkor a standard e; sorvektorral balrél valo szorzds
a mdtrix i-edik sorvektordit, az e]-—vel jobbrol valo szorzds a mdtrix j-edik
oszlopvektordt adja, azaz

eiTA = ajx 65 Aej = a,j,
tovdbbdi

e;r(Ae]) = (e;rA)e] = 611']'.

Az eie]T didd egy olyan matrix, melynek (i,j)-indexti eleme 1, az
Osszes tobbi 0:

0] 0 0 0
eie] = [1] [0 1 0} —lo 1 0
0] 0 0 0

A bdziscsere mdtrixszorzatos alakja A 129. oldalon a vektor bazisra vo-
natkozé koordindtds alakjardl szol6 paragrafusban lattuk, hogy e ko-
ordinatas alak hogy hatdrozhat6 meg. De mi egy vektornak egy altér
két kiilonb6z6 bazisdra vonatkozé koordinatas alakja kozti kapcsolat?

4.18. PELDA (ATTERES STANDARD BAZISRA). Az R® térnek B =
{(1,2,3),(0,2,3),(3,5,8) } egy bdzisa. Az e bdzisban megadott [v]g vek-
tornak irjuk fel a koordindtds alakjdt a standard bdzisban egyetlen mdtrix-
szorzdssal. Mi a v vektor standard koordindtds alakja, ha [v]g = (3,2, —1)?

MEeGoLDAs. [v]g = (3,2, —1) azt jelenti, hogy

1 0 3 0
v=3|2|+2|2| - |5]| = |5],
3 3 8 7
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Legyen [v]g = (x,v,z). Ekkor

1 0 3 1 0 3] [x
v=x|2| +y|2|+z|5|=|2 2 5
3 3 8 3 3 8| |z o

4.19. PELDA (BAziscserg). Legyen B = {(1,2,3),(0,2,3),(3,5,8) } és
C={(1,1,1),(2,3,4),(6,6,7) } az R3 két bdzisa. Szdmitsuk ki egy vektor
B bazisban megadott [v]p alakjdbol a C-beli [v]¢ alakjdt!

MEeGoLpAs. Egyik lehet6ség, hogy meghatarozzuk v standard bézis-
beli koordinatas alakjat az el6z6 feladat mintdjara, majd az igy kapott
koordinatés alakbdl a C bazisra vonatkoz6 alakot a 129. oldalon lefrtak
szerint.

A mésik lehet6ség egyszertibb, és hatékonyabb, ha tébb vektor ko-
ordindtds alakjat kell meghatdrozni. A B bazis vektorainak a [v]g
koordinatdival vett linedris kombinaciéja megadja a v vektort, igy ha
meghatarozzuk a B bazis vektorainak C bazisbeli alakjat, ezek linedris
kombindcidja a v vektor C-beli alakjat, azaz a [v|¢ alakot adja.

A B bazis egy vektoranak C-beli koordinatas alakjahoz egy egyen-
letrendszert kell megoldani, a B Osszes vektoranak felirdsahoz tehat
egy szimultan egyenletrendszert:

1 2 610 3 1 0 0] -1 2 =7
1 362250120 1 2 2
1 4 7,3 3 8 0 01 0 -1 1

-1 2 -7
B = 1f , 21, 2
Oc _lC 1(?

Az ezekbdl képzett linedris kombindciék matrixszorzéssal is el6allit-
haték. Igy egy v vektor B-beli koordinétds alakjdnak C bazisba vals
atirasat a

-1 2 -7
Vle=1 1 2 2/[v]s
0 -1 1

képlet adja. Ha e métrixot A¢, g jeloli, akkor az el6z6 képlet a

[Vlc = Aces(v]s

alakot olti. O

E példa a kovetkez6 definicibhoz és éllitdshoz vezet:
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4.20. DEFINTCIO (ATTERES MATRIXA). Legyen B = {by,by,..., b, } és
C={cy,¢,...,cn} az R" két bizisa. Irjuk fel BB vektorait a C bdzisban,
és e vektorokbol képezziink mdtrixot. Ezt nevezziik a B bdzisrél a C-re vald
dttérés mdtrixdnak. Ha sziikséges, a mdtrix indexébe irjuk a két bazist C <
B alakban. Tehdt az dttérés mdtrixa

Acep = [[br]e | [bale | -+~ | [balc]

4.21. ALLITAS (KOORDINATAK VALTOZASA A BAZIS CSEREJENEL). Ha BB
és C az R" két bdazisa és Ac. p az dttérés mdtrixa, akkor bdrmely v vektor
B-, illetve C-beli koordindtds alakja kozt fenndll a

[Vl = Aceg(v]s

0Osszefiigges.

Bazisfelbontds™ A 3.24. tétel méasodik pontjdnak az el6z6 feladatban is
szemléltetett egyenes kovetkezménye, a kovetkez6 4llitas.

4.22. ALLITAs (BAZISFELBONTAS). Jelolje egy m X n-es A midtrix redu-
kdlt lépcsbs alakjanak nemzérus soraibol dllé r x n-es részmdtrixdt R, az
R féoszlopainak megfelel6 A-beli oszlopok alkotta m x r-es részmdtrixot B,
ahol r = r(A). Ekkor az R madtrix j-edik oszlopa megegyezik az A mdtrix
j-edik oszlopdnak a B oszlopai alkotta bdzisban felirt koordindtds alakjdval.
Képletben ez azt jelenti, hogy

A*]- =BR,;, azaz A = BR.

Egy matrix fenti A = BR alaku felbontasat bdzisfelbontdsnak nevez-
ziik.

4.23. PELDA (BAZISFELBONTAS). Hatdrozzuk meg az aldbbi mdtrix bdzis-
felbontdsdt, és magyardzzuk meg a két mdtrix oszlopainak jelentését!

1 2 3 4 S
A=12 4 8 6 2
1 27 0 -11

MEGOLDAs. Az A maétrix redukalt 1épcs6s alakja:

1 2 3 4 5 1 20 7 17
A=12 4 8 6 2 — (0 01 -1 -4
1 27 0 -11 0 00 0 0

E maétrix els6 két sora alkotja az R matrixot, az A maétrix els6 és har-
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madik oszlopa a B matrixot, igy a felbontds

123 4 5 1 3
a-lpase a-ps R0 T Vom
127 0 11 1 7

Ellenérizziik, hogy az R oszlopai az A oszlopvektorainak koordinatas
alakjai a B oszlopai alkotta bazisban, azaz

[v]g = B[v]s,

ahol az E indexszel a standard, B-vel a B métrix oszlopai alkotta ba-
zisbeli koordinatds alakjét jeloltiik ugyanannak a vektornak. Példaul

4 1 3 7 4 7
6l =12 8 l_ll, azaz [a4]p = |6], [as]p = l_ll, (4.3)
0 1 7 0

ahol a4 az A negyedik oszlopvektora. O

Egységmitrix, elemi mdtrixok Egy adott B matrixhoz taldlhatunk olyan
A-t, hogy az 1-gyel val6 szorzdshoz hasonléan AB = B legyen. Példa-

3—4/ B:2—2
-2 5 1 -1

I e

Az azonban mdr nem igaz, hogy A-t barmely 2 x 2-es B matrixszal

ul

A=

esetén

szorozva B lesz az eredmény. Ilyen matrix is létezik, némi prébalkozas
utdn barki ratalalhat.

4.24. DEFINICIO (EGYSEGMATRIX). Az n X n-es

1 0 ... 0

0 1 0
I, :=diag(1,1,...,1) = )

0 0 1

mdtrixot egységmatrixnak nevezziik.

» Az egységmatrix elnevezés onnan szarmazik, hogy barmely m x n-
es A matrixra igaz, hogy

LnAmxn = Amxnln = Apxn,

azaz e métrix hasonl6 tulajdonsdggal rendelkezik, mint a szdmok kozt
az egy.

Az egységmitrix jelolésére hasznalt I be-
ti az angol identity matrix elnevezés els
betijébsl szdrmazik. Az azonossig vagy
identitds jelentésti identity sz6 az IA = A
Osszefliggésre utal (az x — x fliggvényt
ugyanezen okbdl hivjuk identikus fiigg-
vénynek). Raadasul az I betti hasonlit
legjobban az 1-es szdmra.
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> Azegységmatrixszal mar taldlkoztunk: a Gauss —Jordan-moédszernél
egy n-ismeretlenes, n egyenletbdl 4116 egyértelmtien megoldhaté egyen-
letrendszer egyiitthatématrixa az elemi sormfiveletek sordan egység-
matrixszé transzformalédik!

Az egységmatrixon végrehajtott elemi sormftiveletek olyan matrixo-
kat eredményeznek, melyek kapcsolatot létesitenek az elemi sormfive-
letek és a matrixokkal val6 szorzds kozott.

4.25. DEFINICIO (ELEMI MATRIXOK). Az I, egységmadtrixon végrehajtott
egyetlen elemi sormiivelettel kapott mdtrixot elemi matrixnak nevezziik.

Az aldbbi maétrixok elemi matrixok:

0 0 01 1 000 10 2 0 1 000
0100 0500 0100 0100
0 010" (00 1O0" |0010" 0010
1 0 00 0 0 01 0 001 0 0 01

Ezt igazolja, hogy mindegyikiik I4-b6l szdrmazik rendre a kovetkez6
elemi sormftveletekkel: S <+ Sy, 5S,, S1 4+ 2S3, 1S1. Az utolsé mat-
rix az egységmatrix, amely maga is elemi matrix, mert példaul egy
sordnak 1-gyel val6 szorzdsaval megkaphato.

4.26. PELDA (MATRIX BALROL SZORZASA ELEMI MATRIXSZAL). Vizsgdl-
juk meg mi torténik, ha az el6bbi mdtrixokkal balrél megszorzunk egy tet-
szlleges 4-soros mitrixot?

MEGOLDAs. Legyen A egy 4- sorbdl, és az egyszerliség kedvéért csak
2 oszlopbdl allé6 matrix.

0 0 01 a1 ain ag1 a4
01 00 az1 an» - az1 az»

0 0 1 0f lagg azm| |4z azm|’
1 0 0 O ag1 a4 a1 a12_

A szorzas eredményeként folcserél6dott A elsé és negyedik sora.

1 0 0 O a1 app an aip
05 00 a1 axp| 5[121 5[122

0 010 azy asp N asy asp ’
0 0 0 1 a1 aqp as asn 1

Itt az A mésodik sora be lett szorozva 5-tel.

1 0 2 0 a;,  app a1 + 26!31 ayp + 2az;
01 0 O ar1 axp - an az
0010 as] asp N asy asp ’
0 0 0 1 as  aqo as ajsn

A szorzés eredményeként az A els6 sordhoz hozza lett adva harmadik
soranak kétszerese. O
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E példa eredménye kimondhat6 tételként, melynek bizonyitdsa al-
taldnosan is agy torténik, mint az el6z6 példéban, ezért elhagyjuk:

4.27. TETEL (ELEMI SORMUVELETEK MATRIXSZORZASSAL). Legyen E az
az elemi mdtrix, melyet 1,,-bdl egy elemi sormiivelettel kapunk. Ha ugyan-
ezt a sormilveletet egy tetszbleges m x n-es A mdtrixra alkalmazzuk, akkor
eredményiil az EA madtrixot kapjuk.

» Az elemi sormfiveletek matrixszorzassal valé elvégzésének nincs
szdmitasi praktikuma, annak célja az elemi sormfiveletek algebraizala-
sa, s igy mélyebb megértése.

Vektorokra particiondlt mdtrixok Fontosak azok a blokkmdtrixok, ame-
lyekben vagy oszlopvektor vagy sorvektor minden blokk. Két matrix
szorzatdnak felirdsakor legalabb az egyikiiket vektorokra particionala-
séra 4 eset lehetséges. Legyen a kovetkezbkben A egy m x t, B egy
t X n méreti matrix.

1. [sorvektorok] - [oszlopvektorok|: Bontsuk fel az Ay, x; métrixot sor-
vektoraira, és a By, matrixot oszlopvektoraira. Ekkor egy m X 1-es
blokkmaétrixot szorzunk egy 1 x n-essel, ami épp az AB matrixszorzat
definici6jat adja:

a1x ajybyg  apbi ... apbig

any az.b.  axb. ... apbu
AB = [ b | b | =

Ay amsbi1  am«bi2 ... amebisy

2. [mdtrix] - [oszlopvektorok]: Ekkor egy 1 x 1-es blokkmatrixot szor-
zunk egy 1 x n-essel:

C=AB=A[ by |bo|...[bu | =] Aby|Abs | ... | Ab., |

Itt tehat a C maétrix j-edik oszlopvektora az A matrix és a B j-edik
oszlopanak szorzata, vagyis ¢.; = Ab,;. Sematikusan dbrazolva:

A B C

b*]' C*]‘

Ezzel az esettel mar taldlkoztunk a szimultdn egyenletrendszerek mat-
rixszorzatos alakjdnak folirdsdndl (4.15. példa). Ha a fenti sematikus
dbra egy szimultan egyenletrendszer matrixszorzatos alakjat reprezen-
télja, akkor a szinesen kiemelt rész a szimultdn egyenletrendszer egyet-
len egyenletrendszerének felel meg.

mx 1

I1xn

I1xn

mXxXn

1xn
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3. [sorvektorok] - [mdtrix]: Ekkor egy m x l-es blokkmétrixot szor-
zunk egy 1 x 1-essel:

alx ar,B
a2« a),B
A a;+«B

Azaz itt a C = AB matrix i-edik sora az A matrix i-edik soranak B-
szerese. Masként irva c;, = a;, B, sematikusan abrazolva:

A B C
Ajx Cix

4. [oszlopvektorok] - [sorvektorok]: Ekkor egyetlen blokksorb6l 4116 mat-
rixot szorzunk egy blokkoszlopbdl 4lléval, azaz egy 1 x t-es blokkmat-
rixot egy t x 1-essel. Igy egy skalaris szorzatra emlékeztets Osszeget

kapunk:
by,

AB = an oo || |22 = aubi +aoba o+ aube
by

E felbontasban az AB miatrixot diddok dsszegére bontottuk! Példaul az
alabbi szorzat diddokra val6 bontasa a kovetkez6:

EIEE EHRE

11

S R R R

Tehat a szorzatot harom didd Osszegére bontottuk. Megjegyezziik, az

eredmény maga is egy diad, hisz [ 3] = [3][0 1].

2

]

4

E felbontasnak fontos specidlis esete az, amikor A egyetlen sorbdl,
vagy B egyetlen oszlopbdl all. Tekintsiik az el6z6 példdban szerepld
A maétrix els6 sorat, szorozzuk meg B-vel, majd az A-t a B mdasodik

oszlopéaval!
1 1]
[0 1 2} 2 0 20[1 1}+1{—2 0}+2[1 1}:[0 2},
11
o1 2] Y] 0 1 2] |2
[3 45] (1) :13“)4“5:[8]'

mx 1

1xt

1x1

tx1

mx 1

167
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Az els6 szorzat eredménye B sorvektorainak, a masodik szorzat A osz-
lopvektorainak linearis kombinaciéja! Ez 4ltaldnosan is kimondhaté:

4.28. ALLITAS (A SZORZAT OSZLOPAI ES SORAI). Az AB muitrix minden
oszlopa az A oszlopainak linedris kombindcidja, és minden sora a B sorainak
linedris kombindcidja.

BrzonvyiTAs. Az AB matrix j-edik oszlopa
(AB)*] = Ab*] = a*lblj + a*zsz 4 ...+ agby;
az i-edik sora pedig
(AB);, = a;,B = aj1by, +apbo, + ... +a;by,
ami bizonyitja az allitast. o
Altér felirdsa mdtrixszorzattal Egy altér vektorai is folirhatok egyetlen
matrixszorzassal!
4.29. PELDA (NULLTER). [rjuk fel az
1 2 3 4
2 357 11
0111 -1
mdtrix nullterének vektorait eqy mdtrix és eqy vektor szorzataként!

MEGOLDAS. A nulltér, azaz a matrixhoz tartozé homogén linedris egyen-
letrendszer megoldédsainak tere konnyen leolvashaté a redukalt 1ép-
cs6s alakbol.

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 01 2 7
2357 11|=|01 11 -1j=1(01 1 1 -1
0111 -1 0 00O 0 0 0 0O 0

A szabad véltozékhoz rendelt paraméterek legyenek x3 = t1, x4 = fp,

X5 = t3, amibsl x1 = —t; — 2ty — 7t3 és xp = —t; — tr + t3. Innen
X1 -1 -2 -7 -1 -2 -7
X -1 -1 1 -1 -1 1| [#
x3| =1t 1| +t 0| +1t3 o = 1 0 0 tr
X4 0 1 0 0 1 0f |t3
X5 0 0 1 0 0 1 O

» Vegyiik észre, hogy a redukalt 1épcs6s alak és a megoldas blokk-
szerkezete egyszer(i kapcsolatot mutat:

I, S ’ = -S ¢
O O I3
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ahol t a paraméterek vektora. Ez dltaldnosithat6 tetsz6leges homogén,
és inhomogén linedris egyenletrendszerekre (Id. a 4.43. feladatot).
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Feladatok

Mitrixmilveletek

4.14° Icaz — HamIs Dontsiik el, igazak-e az aldbbi 4llita-

sok? Valaszunkat indokoljuk!

a) Ha az AB és a BA szorzat is értelmezve van, akkor
mindkét matrix négyzetes.

b) Ha az AB és a BA szorzat is értelmezve van, akkor
mindkét szorzat négyzetes.

¢) Ha az (AB)C szorzat értelmezve van, akkor biztosan
értelmezve van az A(BC) szorzat is.

A kovetkezlkben legyen

1 2 4 2
A= {4 2}’3_ [4 5
Végezziik el az aldbbi milveleteket!
4.15. 2A — 3BT
4.16. AB—BA+AC—-CA
4.17. (CD —DC)(ABC)
4.18. A% —C?
4.19. (C)24(D)s2

4.20. (A)41(B)2x

4.21. A fenti jelolések mellett igazak-e a kovetkez6 egyen-
16ségek?

(A+B)2=A%+2AB+B?, (A+C)>=A24+2AC+C%

4.22. A fenti jelolések mellett igazak-e a kovetkezd egyen-
16ségek?

(C+D)(C-D)=C>-D? (A+D)(A-D)=A2-D2

Szdmitsuk ki az aldbbi vektorok skaldris és diadikus szorzatit!
Trjuk fel mindkét miiveletet mdtrixszorzatos alakban!

4.23. a=(1,2),b=(0,1)

4.24. u=(1,2,0,1),v=(0,1,2,3)

4.25. a=(1,2,0),b=(0,1,2,3)

Matrixszorzatos alakok

[rjuk fel az aldbbi egyenletrendszerek mdtrixszorzatos alakjdt!

4.26. x+y=1
x—z=2
z=23
4.27. 3x —2y+4z=>5
4.28. 2x+z=1
X—y—w=2
y+z+w=2
0=3

Irjuk fel az aldbbi linedris helyettesitések mdtrixszorzatos alakjdt!

4.29. u=2x—4y
v=x+2y

4.30. x=3a—2b+c
y=2a-—c
z=b+2c

431. x=3a+b
y=2a-b
z=1b

4.32. x=3a—2b+c

' y=2a—c

4.33° LINEARIS HELYETTESITES MATRIXSZORZATOS ALAKJA
frjuk fel az xq, x,..., x, valtozok linedris kifejezéseinek
az Y1, Y2, .., Ym valtozok helyébe val6 helyettesitését alta-
ldnosan leiré

Y1 = a11X1 + apxo + ...+ a1pXy

Y2 = ap1X1 + apXy + ...+ dyXy

Ym = Ay1X1 + AmaX2 + ...+ AmnXn

helyettesités matrixszorzatos alakjat!

Elemi mdtrixok

Keressiik meg azt az E mdtrixot, mely megolddsa az aldbbi mit-
rixegyenletnek!

a b a b
434. Elc d| =|e f
e f c d
[0 D] (a2 b
435. Elc d| =|3c 3d
e f e f
[0 D] [ a b
436. E|lc d| = |c+2 d+2f
e f e f
[0 D] a—c b—d
437. Elc d| =] ¢ d
e f e f

Elemi sormfiveletekkel, mdtrixszorzds nélkiil hatdrozzuk meg az
aldbbi mdtrixszorzatok értékét!



1 0 o]t o o]t 0o o][2 2 2
438. |-2 1 ofllo 2 o|/|o 1 0|3 3 3

00 1/]o 0 1/ |2 0 1| |4 4 4

(1 o o o[t o o0 0]t 0 0o 0] [a

010 2[00 =2 0 0|0 1 0 0f]lb
#3910 0 1 0llo o 1 0|3 0 1 oflc

000 10 00 1][0 0 0 1] |d
Blokkmidtrixok

Szdamitsuk ki az aldbbi feladatokban megadott mdtrixszorzatokat
a kijelolt blokkmdtrixokat haszndlva!

1 o1 1] (2 3|1 1
oo t]1 1fje 5]1 1
#4910 02 2/ l0o o1 0

0 0|3 3/ |0 0|0 1

2 o311 [P 9!

0 1)1

4.41. (4 5|1 1| |——

oot 1| |° 22

L 1o o3
1 1

'11101011
4'42'111001ﬁ

3 3 3/1]0 of |=—

3 4

4.43. LINEARTS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASANAK BLOKK-
MATRIX ALAKJA Tegytik fel, hogy az r rangti A matrix els6é
r oszlopa linedrisan fliggetlen — ez oszlopcserékkel mindig
elérhetd. Jelolje B, az A els6 r oszlopabdl 4ll6 matrixot, és
legyen A, illetve az [A|b] bovitett matrix redukalt 1épcsds
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alakja
I

O O O O o

illetve {If S d*},

ahol d; egy r-dimenziés vektor. Ekkor
1. az Ax = b egyenletrendszer megoldhat6, és megoldésa

-S
t 7
I ] °
ahol s a szabad valtozoék szédma, azaz s = n —7r, és ts a
szabad paraméterek vektora, rdadasul A = B,[I,|S] és

b = B,d,, tovabba
2. az Ax = 0 homoggén linearis egyenletrendszer megolda-

sa
-S
X = |:Is :| tS/

ahol a [_ISS] matrix oszlopvektorai a nulltér bazisat al-
kotjak.

d;

o.| *

X =

Vegyes feladatok

4.44. A sudoku egy olyan logikai jaték, melyben egy olyan
9 x 9-es matrixot kell megadni, melynek ismerjiik néhény,
de nem minden elemét. A feladat a nem ismert elemek
meghatdrozdsa. A matrix 9 darab 3 x 3-as blokkra van par-
ticionélva és eleget tesz annak a feltételnek, hogy minden
sordban, minden oszlopdban és minden blokkjaban az 1-t61
9-ig terjedd egészek mindegyike egyszer szerepel. Ez azt
jelenti, hogy az egy sorban, egy oszlopban és egy blokkban
1év6 szamok Osszege mindig 45. Fejezziik ki ezt matrix-
mtiveletekkel, azaz irjunk fel a sudoku tdbla A matrixat
is tartalmazo6 olyan matrixegyenleteket, melyeket minden
helyesen kitoltott sudoku tdbla matrixa kielégit!

4.45. Hany eleme van a ngz-nek, azaz a kételemd test
folotti 2 x 2-es matrixok terének?
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Megolddsok

4.1. A két tédblazat szorzata:

csarnok  hipermarket piac
Anti 1350 1250 1210
Bori 1425 1245 1225
Cili 960 830 850

Tehéat Antinak és Borinak a piacon, Cilinek a hipermarket-
ben érdemes vésérolnia.

4.2. A két helyettesitést elvégezve:

x=2a+b=2(—3s+1t)+ (4s —t) = =25 +1,
y=3a+b=3(-3s+1t)+ (45 —t) = —5s + 2¢.

A két helyettesités kompozicidja a két helyettesités tablaza-
tanak szorzatdval megkaphato:

‘ab ‘s t ‘s
x|2 1 Xal| -3 1=x|-21
y|3 1 b 4 -1 y| -5 2

4.3. A két helyettesités kompozicidja a két helyettesités tab-
lazatanak szorzataval megkaphat6. E szorzatbdl az olvas-
hat6 le, hogy a kompoziciéval kapott helyettesités: x = s,
y = t, z = u. Ez azt jelenti, hogy a két helyettesités valami-
lyen értelemben egymds inverze.
4.4-

1. Kétféleképp adhatjuk meg a tablazatot, ha az els6 sor
és oszlop a tvi-é:

-re ‘ tvr  tovz -r6l ‘ tvr  tv2
tor | /2 1/4 tor | /2 1/2
toz | 1/2 3/4 toz2 | 1/4  3/4

2. A néz8k kezdeti eloszldsanak tdblazatara a két lehe-
téség:

tv2

1/2

tv1
ardny | 1/2

3. El6szor vélaszoljuk meg a kérdést a tvi-re: a sajit né-
z6inek fele marad (3 - 1), ehhez jon a tv2 néz6inek negyede
% . %), ez 0sszesen % . % + % . % = %. A tv2-re a szamitéas:

% . % + % . % = %. Ez tdblazatok szorzéasédval az el6z6 2-2

felirast hasznalva:

-re ‘ tvr  tvz ‘ ardny ‘ ardny
tvr | /2 1/4 X tur 1/2 = tvr | 3/8
tv2 | 1/2 3/4 tvz | 1/2 tv2 | 5/8
-1l | tvr  tv2
. to1  tov2
"~ ardny | 3/8 5/8

4. Csak az atpdartolds tdblazatdt nézve, a mdsodik hét
végére a tvi néz6i els6 héten megmaradt felének csak a fele
marad meg, mig a tv2-t6l dtpartolt negyednyi kdzonségnek
is a fele, tehat a tvi — tvi ,mozgas” a nézok 3/s8-adat érin-
ti, mert % . % + % . % = %. Hasonl6 szamitdsokkal a tobbi
érték is megkaphatd, melyet az aldbbi, két, tablazatok kozti
szorzéssal is meg lehet adni:

-re ‘ tvr1  tov2 -re ‘ tvr  tov2 -re ‘ tv tv2
tor | /2 1/4 X tv1 | 1/2 1/4 = tvz | 3/8 5/16
tv2 | 1/2 3/4 tv2 | 1/2 3/4 tv2 | 5/8 11/16
-6l ‘ tvr  tv2 -6l ‘ tvr  tv2 -6l | tvi tv2
tor | /2 1/2 X tvz | /2 1/2 = tvr | 3/8 5/8
tv2 | 1/4 3/4 tv2 | 1/4 3/4 tvz2 | 5/16 11/16
4.5. a) 4A — 3B = E ? 1;} , b) 2B — C nincs értelmez-
1 0 -1
.0)2B-CT = )
ve. o) 30 2]

4.6. Ha a a [0, k] intervallumba es6 szam, akkor 0 < a/k <
1, igy a/k egész része 0 vagy 1. Részletezve |a/k| ponto-
san akkor 1, ha a = k, azaz ha a pixel 4tlatszo, egyébként 0.
Masrészt 1 — |a/k| pontosan akkor 0, ha a = k, egyébként
1. Ezt kihasznalva konnyen definialhaté a kivant mftivelet:

wor= 2o (- [2])o

Igy e mtivelettel elemenként definidlt A ® B mtivelet a ki-
vant eredményt adja. A 4.2. dbrdn harom képet 32 x 24-es
matrixszal szemléltetiink, a férfiarc matrixat is megadtuk,
a masik a hattér. A mtivelet eredménye a harmadik kép.

4.7. A standard bazisba azon matrixok tartoznak, amelyek-
ben egyetlen elem 1, a tobbi 0.

4.8. E maétrixok Osszes linedris kombinécidja

a+b+c a+c

A+ bB =
aA + +cC . bic

alaku. Ha egy tetsztleges [% Y] maétrixrol el akarjuk dén-
teni, hogy a fenti alakt-e, azaz fonnéll-e valamely a4, b, ¢



ismeretlenekre az

a+b+c a+c
a b+c

a7

egyenl6ség, akkor meg kell oldani a métrixok négy elemé-
re vonatkoz6 négy egyenletbdl 4ll6 3-ismeretlenes egyen-
letrendszert:

a+b+c=u
a +c=0
a =w

b+c=z

Ha ennek van megoldasa, akkor létezik a megfelel® linearis
kombindcid, tehét az adott [, 7] matrix a kifeszitett térbe
esik. Ennek az egyenletrendszernek a bévitett matrixat fol-
irva, majd elemi sormtiveletekkel megoldva a kovetkez6t

kapjuk:

1 1 1|u 1 0 0 w

1 0 1|0 — 01 1 u—w
1 0 0w 0 0 1 v—w
01 1]z 0 0 O|jw+z—u

A lépcs6s alakbol leolvashato, hogy ez az egyenletrendszer
pontosan akkor oldhaté meg, ha w +z —u = 0. Példaul
az [3 3] matrix ebbe az altérbe esik. A fenti egyenletrend-
szer megoldésaval az is megkaphat6, hogy mik a linearis
kombinéci6 egytitthatéi. Azt kapjuk, hogy a =3,b =1 és
c=1.

4.9. a) AB nincs értelmezve. b) ABT — D = B g},

- 3 21
¢) BC = ,d CB = |6 4 2|, ¢ (DAC =
> 4 110

32 23

16 13|
4.10. A méretek alapjan a BC szorzat nincs értelmezve, a
tobbi:

6 5

6 10

3 21
AB:987,BA:{
3 45 345

,CB:F 2 1}/

-2
10

-1
11

12 12

D=1, s

, DE=ED =

co- | 0 -

Osszefoglalva: AB # BA, mert kiilonb6z6 tipustiak, BC #
CB, mert az egyik oldal nincs értelmezve, CD # DC, bar
mindkét oldal értelmezve van és azonos tipusd. Az el6-
z8ekkel ellentétben viszont fenndll a DE = ED egyenl6-
ség. Azaz vannak felcserélhet6 matrixok, de a matrixszor-
zas nem felcserélheté miivelet, tehat nem kommutativ!

0 -6

] .
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4.11. Az AB szorzat felirhat6

Bi2| _ |AnBu + ApBy
B2 A21B11 + A22Bo;

Any
Ar

A
Ap

By
By,

alakban. A BA hasonléképp irhat6 fel! Ellenérizziik, hogy
a 4.11. allitas feltétele (minden k-ra az Aj blokk oszlo-
painak szdma megegyezik By; sorainak szdméval) valoban
sziikséges, de elégséges is.

4.12. Szamoljunk blokkmatrixként kezelve a métrixokat:

1 0]1]0 0 2|01
A+3C=10 1]1]2]+3]|2 olo]o
0 0[3]o 1 1]1]1
11 0 0 2 1 0 0 1
_{01”20] 1] 310 2| 3o
[0 0]+3[1 1] 3431 0+3-1
1 6]1]3
=l6 1|1]2
3 3[6]3

Ellenérizziik a szdmitdst kozonséges matrixmiiveletekkel!
Ezutan tekintsiik a blokkmatrixok szorzasat!

- 2 4]

w2

00370} 5]

o SIE Rl Ao
_ [o o]ﬁ §+3[2 2]+0[0 1}
({2 4] [2 2] o o
_{15*22*02]_ ;S
_[0 O]+[6 6}4—[0 0] 6 6

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha ellenérzésiil egyszerti
matrixszorzéssal is elvégezziik a miiveletet!

_[g g]

4.13. Valéban

1 01 2
01 11

4.14. a) Hamis, b) igaz, c) igaz.

gelk

o~ NN
—_ o N =

423.a-b = a'b

o i-f 3

A11B12 + ApBx
A21B1p + ApnByp
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0
T 1
4.24.u‘v:uv:[1 2 0 1} ’ =5,
3
1] 01 2 3
2 0 2 4 6
_ T _ _
u@v_uv_o[0123]_0000
1 01 2 3

4.25. A skaldris szorzat nem végezhet6 el, a diadikus szor-

zat
1 01 2 3
a@b=ab' = |2||0 1 2 3|=1(0 2 4 6
0 0000
1 1 o] [« 1
426. |1 0 —-1f |y| =12
0 1| |z 3

4.32.

-

4.33. A linedris helyettesités matrixszorzatos alakja

y = Ax,
ahol
a1 a2 A1n Y1 X1
a1 4y axn Y2 X2
A= . , y=|.|, €é x=
Anl  Am2 Amn Ym Xn
o o
434. E= (0 0 1
0 1
[1 0 o]
435. E= |0 3
0 0 1
[1 0 o]
436. E= (0 1
0 1
1 0 -1
437. E= (0 1 0
0 0 1
2 2 2
438. (4 4 4
6 6 6

a
2d —2b
439 | L.
d
2 312 2
4 5|2 2
#1002 2
0 0|3 3
2 3|10
4.41. |4 5|14
0 0|5
5 6
4.42. | 6 7
12 12

4.43. Mivel [I|S] az A redukalt 1épcs6s alakja, ezért ennek
barmely oszlopa az A métrix azonos sorszamu oszlopanak
koordinétés alakja az B, oszlopvektoraiban, mint bazisban
felirva. Ez épp azt jelenti, hogy A = B,[I;|S]. Ez az oszlop-
tér barmely oszlopdra, igy b-re is igaz, hisz [A|b] redukalt
1épcs6s alakja szerint az egyenletrendszer megoldhaté, igy
b eleme az oszloptérnek. Eszerint tehdt b = B,d,.

Az, hogy minden megoldas folirhat6é ilyen alakba, a
Gauss —Jordan-médszerbdl kovetkezik. Meg kell még mu-
tatni, hogy a tételben felirt x vektor valéban megoldés.

Ax=B,[I, S ( _ISS] ts)

= B, (d, — St; + St;) = B,d,
=b.

dr

o |t

Ez bizonyitja az allitas els6 felét. A masodik felének bizo-
nyitdsdhoz csak azt kell latni, hogy [_Ls | oszlopvektorai a
nulltér bazisat alkotjék. Ez abbol kovetkezik, hogy egyrészt
kifeszitik a nullteret, masrészt linedrisan fliggetlenek, hisz
az als6 blokkban 1év6 Iy matrix oszlopai linedrisan fiigget-
lenek.

4.44. Jelolje j a csupa 1-esbdl allé 9-dimenzids vektort, jas6
azt, amelynek 4, 5, 6 index@ eleme 1-es, a tobbi o. Ek-
kor a ,minden sorosszeg 45”7 és a ,minden oszlopdsszeg
45" feltételek ekvivalensek az Aj = 45§, jTA = 45j" egyen-
letekkel, mig pl. az ,els6 blokkoszlop, mdasodik blokksor
metszetében 4ll6 blokk elemeinek dsszege 45” feltételnek a
j156Ai123 = 45 egyenlet felel meg.

4.45. ngz-be 2* = 16 matrix tartozik:

z3? ={[38). 1§5) 18] 1830 (5] (18- (111}
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Matrixmiiveletek algebrdja

Attekintjiik a matrixm{iveletek legfontosabb algebrai tulajdonsagait.
Ezek nem csak a matrixokkal valé szdmolds kozben kovetendd sza-
balyokrél szélnak, de hozzésegitenek az linedris egyenletrendszerek
mélyebb megértéséhez, és olyan eszkozoket adnak a keziinkbe, példa-
ul a maétrixfelbontdsokkal, melyek a linedris algebra alkalmazdsaiban
is fontosak.

Az alapmiiveletek tulajdonsdgai

Az Osszeadds és a skaldrral szorzds 8rzi a valésok milveleti tulajdonsdgait, de
a mdtrixszorzds nem.

Az 0Osszeadds és a skaldrral valé szorzds tulajdonsdgai  Mivel a matrixok
Osszeaddsa és skalarral val6 szorzdsa elemenként végrehajthaté mtive-
letek, ezért miiveleti tulajdonsdgaik természetes moédon 6roklik meg
a szdmok mfiveleti tulajdonsdgait. Példaul azonos tipusd maétrixok
Osszeadasa felcserélhetd (kommutativ) és csoportosithat6 (asszociativ)
mfivelet, mig 0sszeg skaldrral val6 szorzasa disztributiv. Tehat

A+B=B+A, A+(B+C)=(A+B)+C=A+B+C,
c(A+B)=cA+cB, (c+d)A=cA+cB.

E tulajdonsdgok igazoldsat az Olvaséra hagyjuk (1d. 5.4. feladat).

A szorzds tulajdonsdgai A szdmok szorzdsdnak algebrai tulajdonsadgai
nem Oroklédnek automatikusan a matrixmtiveletekre, mint az Gssze-
adasnal. Nem is teljesiilnek mind, pl. a matrixszorzas nem kommutativ.

A matrixokkal valé szdmolas kozben nem csak arra kell iigyelniink,
hogy bizonyos azonossdgok nem teljestilnek, de arra is, hogy bizonyos
elemi eljardsok nem végezhet6k el olyan tdg korben, mint azt a valés
szdmoknal megszoktuk.
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5.1. PELDA (MIRE VIGYAZZUNK A MATRIXSZORZASNAL?).

a) A mdtrixszorzds nem kommutativ, azaz AB = BA nem dll fenn barmely
két dsszeszorozhaté mdtrixra.

b) Ha AB = AC, akkor az A # O feltétel kevés ahhoz, hogy a B = C
kovetkeztetésre jussunk.

c) Az AB = O egyenldségbdl nem kovetkezik, hogy A vagy B a nullmdtrix.

» A matrixszorzds kommutativitdsdnak cafoldsara az egyik legegy-
szertibb példa:

RN IR ERT

A 4.10. feladatban tovabbi példdkat mutatunk.
» A valdés szamok kozt igaz, hogy ha a # 0 és ab = ac, akkor g-val
egyszer(sithetiink, azaz akkor b = c. Matrixokra egy ellenpélda:

1 -2 1 -2
1 -3 -1 3 1 -3 -1 3
1 o 2 -1 1 o 1 2 2 -1 1 2

» Nulloszténak nevezziik egy algebrai struktiira olyan nemzérus ele-
mét, melyhez taldlhaté olyan nemzérus elem, mellyel vett szorzata zé-
rus. Valdésok kozt ilyenek nincsenek, de a matrixok kozt igen, példéaul

S | i

5.2. TETEL (MATRIXSZORZAS ALGEBRAI TULAJDONSAGAI). Legyen A, B
és C olyan, hogy a kijelolt miiveletek elvégezhetbk legyenek, legyen tovdbbd
c tetszbleges skaldr. Ekkor

a) A(BC) = (AB)C csoportosithatdsdg, asszociativitds
b) A(B+C)=AB+ AC disztributivitds

c¢) (A+B)C=AC+BC disztributivitds

d) (cA)B =c(AB) = A(cB)

e) AmxnOnxt = Omxt szorzds nullmdtrixszal

) LuAmsxn = Apxnln = Apxn  szorzds eqységmitrixszal

BrzonvyiTAs. A fenti tulajdonsdgok koziil csak az els6t bizonyitjuk, a
tobbit hasonléan, vagy még egyszertibben bizonyithaté.

a) Valgjaban tobbet bizonyitunk. Megmutatjuk, hogy ha az egyen-
16ség egyik oldalan kijelolt szorzdsok elvégezheték, akkor a masik ol-
dalon kijeloltek is. Legyen Ay xs, Buxo és Cixy hdrom tetsz6leges mat-
rix. Az (AB)C szorzatban AB csak s = u esetén végezhetd el, a szorzat
tipusa m x v, ami C-vel csak v = t esetén szorozhaté meg, és a szorzat
m X n-es. Tehdt e szorzat csak akkor van értelmezve, ha B tipusa s x t.
Hasonl6 érveléssel ugyanezt kapjuk az A(BC) szorzatrol is.

Nullosztéval taldlkozhatunk a Z,,-ben
val6 szdmolédsnal is, ha m Osszetett. Pél-
d4ul Z¢-ban 2 -3 = 0. Osszetett m ese-
tén egyszertsiteni sem lehet mindig Z.,,-
ben, példaul Zj;-ben9-2=3-2 =6, de
9 #£2.
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Az indexek kezelésének konnyitésére elég lesz a bizonyitdst sorvek-
tor alakti A és oszlopvektor alakti C matrixokra elvégezni, ugyanis az
(AB)C szorzat i-edik sordban és j-edik oszlopédban &ll6 elem az AB
i-edik soranak, azaz az a;, B sorvektornak és C j-edik oszlopdnak szor-
zata, azaz (a;.B)c,;. Hasonl6képp az A(BC) szorzat i-edik sordban és
j-edik oszlopaban 4ll6 elem a;, (Bc,;). Legyen tehat

bir b ... Db c1

b21 b22 . bZn (05)
A:|:a1 as am]/ B = . . . .|, €=

byi bmp ... byn Cn

Ekkor a szorzat 1 x 1-es. El6szor szamoljuk ki az AB matrixot, ami

1 X n-es: {Z}Z‘Zl agby Ll axbke Yty akbkn] Innen szamolva

(AB)C-t:
€1
m m m Co nom
Yoaba Y abie o Y abi| | | =Y Y abucy
k=1 k=1 k=1 : I=1k=1
Cn

Hasonl6an, elészor BC-t folirva, az A(BC) matrixra kapjuk, hogy

Y bue
Ykt bacy m n m
ap dy ... A4m . = Z aj Zbklcl = Z Zakblel.
k=1 =1 k=11=1
Y1 bmicy

Az utolso6 lépésben a belsé szumma minden tagjat beszoroztuk ag-val,
a szamok kozti osszeadds és szorzds kozti disztributivitast hasznalva.
Vagyis mindkét oldalon olyan sszeg 4ll, amely az 6sszes aibyc; alaku
szorzat Osszege, csak a tagok csoportositdsa més. O

» Az asszociativitds kovetkezménye, hogy a tobbtényezds matrixszor-
zatokat nem kell zardjelezni, hisz barmelyik zaréjelezés ugyanazt az
eredményt adja. [gy ABC = (AB)C = A(BC). Az allitas igaz tobbté-
nyez&s szorzatokra is, vagyis az AjA; ... Ay szorzat fiiggetlen a vég-
rehajtds sorrendjétd], de a tényezdk sorrendje nem valtoztathato!

» Megjegyezziik, hogy az asszociativitds imént lefrt bizonyitdsa ha-
sonl6an mondhato el, ha az A = [a;] matrix nem csak 1 sorbdl, és a
C = [¢;j] métrix nem csak egy oszlopbdl 4ll: ekkor a D = ABC szorzat
i-edik soranak j-edik elemére azt kapjuk, hogy az az Osszes a;xbycjj
alaku szorzatok Gsszege, azaz

m n
dij =Y ) aibycy. (5.1)

Az 5.1 egyenl6ség, és az ehhez hason-
16 szdmtalan hasonlé kifejezés vezette
Einsteint arra a felismerésre, hogy az in-
dexelt véltozok szorzatainak 6sszegében
a szumma jelek feleslegesek, hisz azok-
ra az indexekre kell Osszegezni, ame-
lyek legalabb kétszer szerepelnek, mig
az egyszer szerepl6kre nem. Tehét az
el6z6 kett6s szumma helyett irhatndnk
azt is, hogy

dij = agbycyj,

hisz a jobb oldalon i és j csak egyszer
szerepel, igy k-ra és I-re kell 6sszegezni,
azt pedig tudjuk, hogy k = 1,...,m és
I =1,...,n. Ezt ajelolésbeli egyszertisi-
tést Einstein-konvenciénak nevezik. Eins-
tein ezt a relativitds altalanos elméleté-
rél irt hires dolgozatdban hasznélta el&-
szor 1916-ban. A konvencié haszndlata
féként a linedris algebra fizikai alkalma-
zésaiban terjedt el, mi e kényvben nem
fogjuk haszndlni.
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Madtrix hatvinyozdsa Csak a négyzetes matrixok szorozhaték meg 6n-
magukkal, hisz ha egy m X n-es méatrix megszorozhato6 egy m x n-essel,
akkor m = n. Ezt figyelembe véve természetes médon definidlhato
négyzetes matrixok pozitiv egész kitevés hatvanya:

AF=AA.. . A
N—_——

k tényezd

Kicsit elegansabban — rekurziéval — is definidlhatjuk e fogalmat: Al :=
A és A= AkA
Mivel a matrixszorzas asszociativ, mindegy, hogy milyen sorrend-

ben végezziik el a hatvanyozast. Ezzel igazolhaté a kovetkezd két
Osszefliggés is:

5.3. ALLITAs (HATVANYOZAS AZONOSSAGAI). Legyen A egy négyzetes
mdtrix! Ekkor

a) AkAm _ Ak-l-m,

b) (Ak)m _ Akm'

Ha ki akarjuk terjeszteni a hatvdnyozast 0 kitevore is, kovessiik a
precedencia-elvet!, azaz olyan értelmet adjunk A-nak, hogy a fenti
Osszeftiggések érvényben maradjanak. Példdul tekintsiik az a) azonos-
sagot m = 0 esetén:

AKAO — AKHO0 — Ak

Ez minden A matrix esetén csak az egységmatrixra igaz, tehat
A =1,
ahol n a négyzetes A mérete.

» A valds szamoknal tanult, kiilonb6zé alapd hatvanyokra érvényes
azonossag itt a kommutativitds hidnya miatt nem érvényes, azaz alta-
laban (AB)K # AFBF,

5.4. PELDA (MATRIX HATVANYOZASA). Szdmitsuk ki az

A:()l,ésaB:11
1 0 01

mdtrixok k-adik hatvinyait!

MEGOLDAs. Szdmoljuk ki A hatvanyait!

STIERE

azaz A? = I, ebbdl pedig latjuk, hogy A3 = LA = A, A* = A%A =
AA = 1,,.... Tehat altaldban A% = I, és AZ+1 = A.

7

* A latin eredetti precedencia sz6 el6zményt
jelent (ldsd még precedens). A preceden-
cia elv a matematikdban fogalmak jelen-
tésének olyan kiterjesztését jelenti, mely-
nek sordn a kordbban megismert tulaj-
donséagok, osszefiiggések érvényben ma-
radnak.
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A masik feladatot a hatvanyozas rekurziv definici6jat hasznalva in-
dukciéval kényelmesen meg tudjuk oldani. El8szor szdmoljuk ki A
néhany hatvanyat:

IR 33l b =l 3

Ebbél azt sejtjiik, hogy A* = [} ¥]. Ha be tudjuk latni ennek az 6ssze-
fuggésnek az oroklodését k-rol k + 1-re, akkor kész vagyunk. Mads

széval meg kell mutatnunk, hogy ha A* = [1 5], akkor AFF1 = [L k1],

1 2
01

A? = A% = APA =

Ezt a kovetkez6 szorzas elvégzése igazolja:

-

Miutdn maétrixok linedris kombinaciéja és négyzetes matrixok egész

1 k+1
0 1

Ak-l—l — AkA —

O

kitev8s hatvanya értelmezve van, ezért négyzetes matrixokra is defini-
alhatjuk skaldr egytitthatés polinom helyettesitési értékét. Legyen

p(x) = ﬂkxk + ﬂk—lxk_l +...+ azxz +a1x + ag

egy skaldr egytitthatés polinom. A p polinom X € R"*" helyen vett
helyettesitési értékén a

p(X) = ;X5 + .. 4+ apX? + )X + agl,
matrixot értjiik.

5.5. PELDA (POLINOM HELYETTESITESI ERTEKE). Legyen

1 2 -3
C=12 3 —4
3 4 -6

Mutassuk meg, hogy p(C) = O, ha p(x) = 2 +2x* — 1.
MEGOLDAS. A p(C) = C?+2C% — I miiveleteit elvégezve kapjuk, hogy

p(C) = C342C2 —1

[9 8 —14 —4 -4 7 10 0
=18 7 —12|4+2|-4 =3 6| -0 1 0
14 12 -21 7 —6 11 0 0 1

|
o o o
o oo
o oo

O
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A transzpondlds tulajdonsdgai A kovetkez tétel a transzpondlds és a
tobbi mitivelet kapcsolatardl szol:

5.6. TETEL (TRANSZPONALAS TULAJDONSAGATI). Legyenek A és C azonos
tipusii mdtrixok, B sorainak szdma egyezzen meg A oszlopainak szdmdval,
c pedig legyen tetszdleges skaldr. Ekkor

a) (AT)T = A,

b (A+C)T=AT+CT,

c) (cA)T =cAT,

d) (AB)T =BTAT.

BrzonyiTAs. Az elsé harom oOsszefliggés magatdl értet6ds, csak az
utols6t bizonyitjuk.

El6sz6r megmutatjuk, hogy ha (AB)T elvégezhets, akkor BTAT is.
Az m x t tipust A és a t X n tipusta B szorzata m x n-es, transzponalt-
ja n x m-es, igy az n x t tipust BT és a t x m-es AT sszeszorozhatok,
szorzatuk n x m-es, igy a tételbeli egyenléség két oldalanak tipusa azo-
nos.

A tétel azon alapul, hogy két tetsz6leges u, v vektorra u'v = v'u.
Ezt az Osszefliggést a *-gal jelolt egyenléségnél fogjuk haszndlni. Az
(AB)T i-edik soranak j-edik eleme

((AB)T)ij - (AB)ji = (A)j* (B).;-
A BTAT i-edik soranak j-edik eleme
(BTAT)ij = (BT)i* (AT)*] = (A)]* (B)*z :
Tehat (AB)T = BTAT. 0

> A tétel b) pontjdnak indukciéval konnyen bizonyithaté kovetkez-
ménye, hogy tobbtagi Osszeg transzpondltja megegyezik a transzpo-
néltak Osszegével. A c) pontot is figyelembe véve kapjuk, hogy mat-
rixok linedris kombinaciéjanak transzponaltja megegyezik a matrixok
transzponaltjainak azonos linedris kombindcidjaval, azaz

(1A1 + Ay + ...+ AR = c1A] + AT+ ...+ AL
» A tétel d) pontjara ,szemléletes igazolds” is adhato, ami leolvashaté
az 5.1. abrardl.
» Indukciéval bizonyithat6, hogy a d)-beli osszefliggés tobbtényezbs
szorzatokra is fonnall, azaz

(A1Ay... AT =A] ... AJA].

A AB

5.1. dbra: (AB)T = BTAT szemléletes bi-
zonyitasa
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Mtrixszorzds inverze — mdtrixok osztdsa™  Lehet-e matrixszal osztani, és
ha igen, meg tudjuk-e vele oldani az Ax = b egyenletrendszert vagy az
AX = B maétrixegyenletet gy, ahogy az ax = b egyenletet megoldjuk
az a-val val6 osztdssal?

Korébbi tanulmédnyainkban megtanultuk, hogy az osszeadas és a
szorzés invertidlhaté miiveletek, inverzeik a kivonés, ill. az oszt4s.

Azon, hogy az 6sszadas mfivelete invertalhato, azt értjiik, hogy bar-
mely a és b valds esetén talalunk olyan x valdst, hogy a +x = b, a
megoldas x = b —a. A szorzas is invertdlhatd, de csak a nemzérus
valésok halmazan. Ez azt jelenti, hogy barmely a nemzérus valéshoz
és b val6éshoz taldlhat6 olyan x valés szam, hogy ax = b, a megoldds
x=>b/a.

Azonos tipusd maétrixok kozt az A + X = B egyenlet megolddsa
ugyanolyan egyszer(i, mint a szdmok kozt: X = B — A. A matrixszor-
zas esete bonyolultabb.

» A matrixszorzds nem kommutativ ezért az AX = B ésaz YA = B
egyenletek megoldésa kiilonboz6 is lehet. Valdjdban a matrixosztas
miivelete emiatt nem vezethet be, viszont be lehet vezetni egy balrél
és egy jobbrdl valo osztést, az egyik jele \, a mdsiké /. E jeloléssel a
fenti két matrixegyenlet és megoldasa:

AX =B = X=A\B B balrdl osztva A-val,
YA=B = Y=B/A B jobbrol osztva A-val.
Péld4ul

EE A R A O R
HEA T R B

» A masik bonyodalmat az okozza, hogy mig az ax = b egyenlet
a nullatdl kiilénbozé valésok kozt mindig egyértelmtien megoldhato,
addig pl. az Ax = b egyenletrdl tudjuk, hogy végtelen sok megolda-
sa, de 0 megolddsa is lehet. E nehézségekre a kovetkez paragrafus

egyszer(i megoldast ad, melyet kés6bb a pszeudoinverz fogalma segit-
ségével altaldnositani fogunk (Id. a 7 fejezetet).

Madtrix inverze Tudjuk, hogy az ax = b egyenlet megoldasdhoz elég
ismerni a reciprokdt, mdas néven a multiplikativ inverzét, és azzal szorozni
b-t. Ez a gondolat atvihet6 a matrixszorzasra is.

Egy nemnulla a szdm reciproka az az a~!-gyel jelolt szdm, melyre
aa~! = a7la = 1. Az 1 szerepét métrixszorzasnal az I egységmatrix
jatssza. Viladgos, hogy adott A matrixhoz csak tgy létezhet olyan X,

melyre AX = XA =1, ha A négyzetes. Ez a kovetkez6 definiciot adja:

Egy H halmazon értelmezett kétvélto-
z6s (mds széval bindris) miiveleten olyan
fliggvényt értiink, mely H-beli elempa-
rokhoz H-beli elemet rendel. Példa-
ul a valds szdmok Osszeaddsa esetén e
fliggvény valds szamparhoz valds sza-
mot rendel, mondjuk az (1.2,0.4) szam-
péarhoz a 1.6-ot. E fliggvényt a + jel-
lel jeloljiikk, de a fliggvényeknél szoka-
sos prefix ,+(a, b)” jelolés helyett mtive-
leteknél az un. infix jelolést hasznaljuk,
azaz a + b-t frunk (lasd err6l még a ko-
vetkez0 széljegyzetet).

A szamitastechnikdban gyakran tallko-
zunk a mfiveletek infix jelolése mellett a
prefix vagy lengyel és a postfix vagy for-
ditott lengyel jelolésével is. A prefixnél
a mfiveleti jel az argumentumai el6tt, a
postfixnél utan van. Példaul a (3 +4) -2
kifejezést a prefix jelolést hasznal6 Lisp
nyelvcsalad nyelveiben a

(* (+ 34)2)

kod, mig példdul a postfix jelolést hasz-
nal6 PostScript nyelvben a

3 4 add 2 mul

kéd szamitja ki. (A PostScript nyelvvel
taldlkozhatunk a PDF formatumd fajlok-
ban is.) Ugyanez a formula a komputer
algebra nyelvek koziil a Mapleben prefix
moédon

fx4(4+9(3,4),2)
a Mathematicaban
Times [Plus[3,4],2]
alakot olt. A Sage két lehet6séget kinal:
prod([sum([3,4]),2])

mul([add([3,4]),2])

Altaldban egy algebrai struktira egy ele-
mének egy mifiveletre vonatkozé inver-
zéhez a miivelet semleges eleme sziiksé-
ges. Az dsszeadds semleges eleme a 0,
mert barmely a elemhez adva a-t ka-
punk, hasonloképp a szorzas semleges
eleme az 1, mert barmely a elemet vele
szorozva a-t kapunk. Osszeadds esetén
egy elem ellentettjét az a 4+ x = 0 egyen-
let megoldasaval kapjuk, szorzas esetén
a reciprokot az ax = 1 megoldaséval.
Az ellentettet, illetve a reciprokot addi-
tiv, illetve multiplikativ inverznek is ne-
vezziik. Matrixszorzds semleges eleme
az egységmatrix.
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5.7. DEFINICIO (MATRIX INVERZE). Legyen A egy n X n-es mdtrix. Azt
mondjuk, hogy A invertalhato, ha [étezik olyan B mdtrix, melyre

AB = BA =1,.

A B mitrixot A inverzének nevezziik, és A~ -nel jeloljiik. A nem inver-
tdlhaté mdtrixot szinguldrisnak nevezziik.

» Vildgos, hogy ha A inverze B, akkor B inverze A.
» Példé4ul az alabbi szorzatokban szerepld két méatrix egymads inverze:

i N B | S

» A definiciéb6l nem dertil ki, hogy egy méatrixnak lehet-e tobb inver-
ze, de konnyen megmutathat6, hogy nem. Ha ugyanis az A matrixnak
B és C is inverze, azaz AB = BA =1 és AC = CA =1, akkor

C=CI=C(AB) = (CA)B = IB = B.

» Az A matrix inverzére hasznalhatjuk az A~! jel6lést, mert megfelel
a precedencia-elvnek. Példdul ha az 5.3. tétel érvényességét megtartva
akarunk az A~! hatvanynak értelmet adni, akkor fenn kell 4lljon r4 az
ATTA=A"" = A0 =Tésa AA"! = A1 = A0 =1 6sszefiiggés.

» Minthogy a matrixok kozti miiveleteket a szdmok kozti miiveletek
tdblazatokra val6 kiterjesztésén keresztiil vezettiik be, elvarjuk, hogy
az 1 x 1-es matrixok inverze essen egybe a szamok multiplikativ in-
verzével (reciprokaval), azaz ha A = [a], akkor A~ = [a71] = [1/4]
legyen igaz. A fenti definici6 ennek az elvarasunknak is megfelel.

Egy négyzetes A matrixot nilpotensnek neveziink, ha van olyan k

pozitiv egész, hogy
AF=o.

Péld4ul az [ % 5] matrix nilpotens, mert [ 73512 = [J9]. Tobb alkal-
mazasban is fontos szerepet kap az aldbbi példdban szerepld inverz.
5.8. PELDA (I — A INVERZE NILPOTENS A ESETEN). Mutassuk meg, ha
A nilpotens, azaz valamely pozitiv k-ra AK = O, akkor 1 — A invertdlhatd,
ésinverze I + A+ A2+ ...+ AF-L

MEGOLDAS. Megmutatjuk, hogy (I— A)(I+A+ A% +...+ A1) = 1.
I-A)I+A+AZ+.. A

—T+A+AZ 4. AT A A2 AL A
=1- Ak
=1

Az (I+A+ A%+ ...+ AF1)(I— A) = I osszefliggés ugyanigy bizo-
nyithato. O
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Elemi mitrixok inverze Minden R elemi sormfivelethez van egy olyan

R’ sormtivelet, hogy az R sormfivelettel atalakitott métrixot az R’ vissza-

alakitja (Id. 2.24. feladat). Nevezziik ezt az R’ sormfiveletet az R sor-
miivelet inverzének. Konnyen ellendrizhets, hogy az S; <+ S; sormf-
velet inverze 6nmaga, a c¢S; inverze %Si, és 5; + ¢S; inverze S; — c§;.

5.9. ALLITAs (SORMUVELET INVERZENEK MATRIXA). Minden elemi mdt-
rix invertdlhaté, nevezetesen egy sormftivelet elemi mdtrixdnak inverze meg-
egyezik a sormiivelet inverzének elemi mdtrixdval.

A bizonyitashoz elég belétni, hogy egy sormtivelet és az inverz sor-
miivelet matrixainak szorzata az egységmatrix. Az altalanos bizonyi-
tas végiggondoldsat az Olvasora hagyjuk, itt csak egy-egy konkrét ese-
tet mutatunk meg, nevezetesen 3 x 3-as matrixokon az S, <+ S3, a 35
és az S1 + 453 sormiiveletek és inverzeik matrixdnak szorzatat:

10 0]t 0o 1 00
00 1/]0 0 1/l=1]0 1 o,
0 1 0/[0 10 00 1
(1 0 o]l [1 0 0 1 00|t oo 1 00
0 30[f0 fo=10o 1L of|o3o0=]010],
0 0 1] [0 0 1 0 0 1/1]0 0 1 00 1
(1 0 4] [1 0 —4 1 0 —4|[1 0 4 100
01 0[/]lo1 ol=]01 o||l0o1o0/=]|010
00 1] 0 0 1 00 1|0 0 1 00 1

Az inverz kiszamitdsa A négyzetes A matrix inverzének kiszamitdsa-
hoz meg kell oldani az AX = I madtrixegyenletet, ami egytttal egy
szimultdn egyenletrendszer is, és az elemi sormtiveletekkel megoldha-
to.

Elébb azonban két kérdésre valaszolnunk kell: (1) nem fordulhat-e
el6, hogy A-nak tobb inverze is van, és (2) nem fordulhat-e el6, hogy
az AX = I matrixegyenlet megoldhat6, de a megoldds nem tesz eleget
az XA = I métrixegyenletnek? Négyzetes matrixok esetén mindkét
kérdésre nem a vélasz, ami azt jelenti, hogy matrix invertaldsahoz elég
az AX = I métrixegyenlet megoldasa!

5.10. TETEL (AZ INVERZ LETEZESEHEZ ELEG EGY FELTETEL). A néqyzetes
A mitrix pontosan akkor invertdlhatd, ha létezik olyan B mdtrix, hogy az
AB = I és a BA = I feltételek egyike teljesiil. Mdsként szélva, a fenti két
feltétel barmelyikének teljesiilése maga utdn vonja a mdsik teljesiilését is!

BrzonvyiTAs. Megmutatjuk, hogy ha a négyzetes A és B matrixok ki-
elégitik az AB = I egyenletet, akkor BA = I is fonnall, azaz A és B
inverzei egymasnak.

183



184 LINEARIS ALGEBRA

Tekintsiik az AX = I matrixegyenletet. Ezt tigy oldjuk meg, hogy
az [A|I] matrixot redukélt 1épcs6s alakra hozzuk. Ha ez [I|B] alaku,
akkor B az AX = I egyenlet megoldasa, ezért AB = I fenndll. A re-
dukalt 1épcsés alakban zérus sor nem keletkezhet, mert a matrix jobb
oldalat az I matrixbdl kaptuk, ami redukalt 1épcsés alak, s igy egy-
értelm@i. Ha elemi sormfiveletekkel zérus sort kapnank a jobb oldali
félmatrixban, akkor volna olyan redukalt 1épcs6s alakja is, mely zérus
sort tartalmazna, ami ellentmondds. Ha csak a maétrix bal felén kap-
nédnk zérus sort, akkor az AX = I egyenletnek nem lenne megoldésa,
vagyis nem dllhatna fenn az AB = I egyenl6ség sem.

Ezutdn megmutatjuk, hogy BA = I. Ehhez tekintsiik a BY = I
matrixegyenletet. Ennek megoldasdhoz a [B|I] matrixot kell redukalt
lépcsds alakra hozni. A el6z6ekbdl tudjuk, hogy elemi sormfiveletek-
kel az

[A[T] = [1/B]

atalakitas megvalésithatd. Az atalakitas 1épéseinek inverzeit forditott
sorrendben elvégezve az

[1/B] = [A[1]

transzformaciét kapjuk. Itt minden lépésben folcserélve a két részmat-
rixot a kivant

[BIT] = [1]A]
atalakitast kapjuk. Ez azt jelenti, hogy a BY = I matrixegyenletetnek,

az Y = A megoldésa, azaz BA = 1. O

Osszefoglalva:
5.1 (INVERZ KISZAMITASA ELEMI SORMUVELETEKKEL). A négyzetes A
mdtrix inverze kiszdmithat6, ha az [A|l] mdtrixot elemi sormfiiveletekkel

[I|B] alakra hozzuk, ekkor A inverze B lesz. Ha A redukdlt 1épcsés alakja
nem az 1 mdtrix, akkor A nem invertdlhaté.

5.11. PELDA (AZ INVERZ KISZAMITASA). Szdmitsuk ki az

ésa B =

N — O O
- o O O

= W N
N W
= W N -
W N = O

mdtrixok inverzét!
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MEGoLDAs. A kikiiszoboléssel oszloponként haladva:

1 2 3]1 00 1 2 3] 100
2 3 4|01 0/=1|0 -1 -2|-21 0=
3 4 6/0 0 1 0 -2 -3,-3 01
10 -1|-3 20 100l-2 o0 1
o1 2y 2 -1 0=1/010| 0 3 -2
o0 1} 1 =21 001 1 -2 1
Tehat
-2 0 1
A= 0 3 -2
1 -2 1
A B inverzének kiszdmitdsa hasonlé lépésekkel:
1 00 0[1 00O 1000 1000
21 00{0100 N 01 00[-2100 N
3 210(0010 0210[-3010
4 3 2 1/0 0 0 1 0 3 21[{—-4001
1 000 1 000 1000 1 0 0O
01 00[-2 100 N 0100{-2 1 00
0010 1 -210 0010 1 -2 10
0 021} 2 =301 0001 0 1 -21
Tehat
1 0 00
gi_ |2 1 0
1 -2 1 0
0 1 -2 1

5.12. TETEL (2 X 2-ES MATRIX INVERZE). Az A = [* ] mdtrix pontosan
akkor invertdlhaté, ha ad — bc # 0, és ekkor

1
LBl 1 [a b
A _lc d] _adbc[—c al’

BizonyiTAs. Azt, hogy az A matrixnak valéban a fenti métrix az in-
verze, egyszer(i méatrixszorzassal ellendrizhetjiik. Azt, hogy az ad —
bc # 0 feltétel az invertdlhatésdgnak elégséges feltétele, a képlet bi-
zonyitja. A feltétel sziikségességének beldtasahoz vegyiik észre, hogy
ad — bc = 0, azaz ad = bc pontosan akkor 4ll fenn, ha A egyik sora a
masik skalarszorosa. Ekkor viszont az egyik sor kinulldzhat6, vagyis
az A matrix nem alakithat6 elemi sormf{iveletekkel egységmatrixsza.O
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Az inverz tulajdonsdgai  Megvizsgdaljuk a matrixinvertdlds mas mtive-
letekkel val6 kapcsolatat.

5.13. TETEL (AZ INVERZ ALAPTULAJDONSAGALI). Tegyiik fel, hogy A és B

egyardnt n x n-es invertdlhaté mdtrixok, ¢ # 0 skaldr és k pozitiv egész.

Ekkor igazak a kovetkezdk:

a) A~ invertdlhatd, és inverze (A’l)_1 = A,

b) cA invertdlhaté, és inverze %Afl,

c) AB invertdlhato, és inverze B-1A™1

d) A* invertdlhaté, és inverze (Ak) ! = (A_l)k, definicio szerint ezt
értjiik AFp,

e) AT invertdlhaté, és (AT) L (A’l)T.

BizonvyiTAs. Az allitdsok koziil a fontosabbakat bizonyitjuk, a tobbit
feladatként az Olvaséra hagyjuk:

c) Az

(AB)(BT!A1)=ABB HA 1 =AA 1 =1
szorzat bizonyitja, hogy AB invertalhato, és inverze B~1A~1.
-1
d) Az (Ak) = (A’l)k egyenl6ség igaz volta a
AA L AATTATT AT =ATTAT D ATTAA LA =T

—— —~—
k tényezd k tényez6 k tényez6 k tényezd

felirdsbol leolvashat6, mert a szorzatok kozepén 1év6 két métrix szor-
zata mindig I, ami elhagyhato, és e 1épést k-szor ismételve végiil a
kivant eredményt kapjuk:

AA...(AA DA T ATT=AA. .. AA T A l=... =L
—_——— —_——— ———
k tényez6 k tényez6 k—1 tényez6 k—1 tényezd O

> A (c) éllitas indukcidval altaldnosithat6 véges sok matrix szorzatéra:
ha az azonos méretli négyzetes Aq, Aj,... A, matrixok mindegyike
invertdlhat6, akkor szorzatuk is, és

(A1Ay...Ay) ' = AL ATATL

» A ¢) allitasbeli osszeftiggéshez hasonléval taldlkozhatunk a Rubik-
kocka forgatasa kozben is. Egy forgatdst jeloljon A, egy masikat B. A
fuggvények kompoziciéjahoz hasonléan definidljuk e két transzforma-
ci6 szorzatit: a B majd az A forgatds egymds utdn vald elvégzésével
kapott transzforméciét jelolje AB (1d. 5.2 dbra). E transzformaci6 inver-
ze visszadllitja az eredeti allapotot, ehhez el6bb az A transzforméacio
inverzét kell végrehajtani, majd a B inverzét, tehat (AB) 1 = B~1A~L.
» Az A~ (d) pontbeli definicidja is megfelel a precedencia elvnek.
Pl az A™A" = A™t" sszefiiggés kiterjesztése negativ kitevire az

A¥A~F = A0 formuldhoz vezet, amib&l azt kapjuk, hogy A=K = (AF)~1.,

AB B*lAfl

5.2. dbra: Jelolje A a bfivos kocka al-
s6, B a jobb hétsé oldaldnak elforgata-
sat, és jelolje AB a B, majd az A egymaés
utdn val6 elvégzésével kapott transzfor-
maciét. (Ahogy a fiiggvények Osszetéte-
1énél, el6bb a jobb oldali, majd a bal ol-
dali fliggvényt értékeljiik ki, hajtjuk vég-
re.) Ennek inverze (AB)~! tgy kapha-
t6 meg, ha elébb végrehajtjuk az A~!
majd a B! transzformaciét. Ezek szor-
zata B"1A7!, tehdt (AB)~! = B~1A~L.



MATRIXMUVELETEK ALGEBRAJA 187

Az invertdlhatdsdg és az egyenletrendszerek megoldhatosign A kovetkezd
tétel a matrixok invertdlhat6sagat, az egyenletrendszerek megolddsa-
nal haszndlt elemi sormf{iveleteket és az egyenletrendszerek megold-
hatésagat kapcsolja Ossze.

5.14. TETEL (AZ INVERTALHATOSAG ES AZ EGYENLETRENDSZEREK). Ad-

va van egy n X n-es A mdtrix. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

a) A invertilhaté;

b) az AX = B mitrixegyenlet barmely n x t-es B mdtrixra eqyértelmiien
megoldhatd;

c) az Ax = b egyenletrendszer biarmely n dimenziés b vektorra egyértel-
miien megoldhatd;

d) a homogén linedris Ax = 0 egyenletrendszernek a trividlis x = 0 az
egyetlen megolddsa;

e) A redukdlt lépcsos alakja 1;

7”2

1) A elbdll elemi mdtrixok szorzataként.

BizonyiTAs. Az allitdsok ekvivalencidjat az (a) = (b) = (c) = (d) =
(e) = (f) = (a), implikaciok igazoldsaval bizonyitjuk.

(1) = (b): Legyen tehat A invertdlhat6 és legyen B egy tetszéle-
ges n x t méretli matrix. Ekkor az AX = B egyenlet mindkét ol-
daldt A~!-gyel balrél szorozva kapjuk, hogy A"'AX = A~!B, azaz
X = A71B. Ez azt mutatja, hogy egyrészt a matrixegyenletnek van
megolddsa, mdsrészt hogy mas megoldasa nincs, mivel igy minden
megoldas megkaphatd, és A inverze egyértelmfi.

(b) = (c): Nyilvanval6 a B = b valasztassal.

(c) = (d): Nyilvanval6 a b = 0 valasztassal.

(d) = (e): Egy n-ismeretlenes, n egyenletb6l 4ll6 homogén lineé-
ris egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg egyértelmtien, ha
egytitthatomatrixanak redukalt 1épcsés alakja I,.

(e) = (f): Ha A redukélt 1épcsés alakja I, akkor létezik elemi sor-
miiveletek olyan sorozata, mely az A = I, transzformaéciét elvégzi. Je-
16lje az elemi sormtiveletekhez tartoz6 elemi matrixokat Ej,... E;. Ek-
kor tehat E{E; ... EtA = I,,. Innen A kifejezhetd az El_l—nel,. .. Ek_l—nel
balrél val6 beszorzés utan:

_f-1 —1gp-1
A=E'.  E'E’L

Elemi maétrixok inverze elemi matrix, tehat A el6all elemi matrixok
szorzataként.

() = (a): Az A = Ek_1 .. 152_1E1_1 matrix minden tényezgje inver-
tdlhatd, mivel mindegyik elemi matrix, igy szorzatuk is, és az inverz

A~ ' =EE,...E. O

> A tétel sok pontjanak ekvivalencidja azt jelenti, hogy koziiliik bar-
mely kett6re igaz, hogy ,az egyik pontosan akkor igaz, ha a masik”.
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Példaul ,A pontosan akkor invertdlhat6, ha az Ax = b egyenletrend-
szer minden b vektorra egyértelmtien megoldhat6”.

» Késébb megmutatjuk azt is, hogy A pontosan akkor invertalhato,
ha az Ax = b egyenletrendszer minden b vektorra megoldhat6. Azaz
az egyértelmiiség a feltételbdl kihagyhatd. Masként fogalmazva, ha
Ax = b minden b vektorra megoldhat6, akkor a megoldds minden
b-re egyértelm.

5.15. PELDA (EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA MATRIXINVERTALAS-
saL). Oldjuk meg az
2x+ y=2

5x+3y =3

egyenletrendszert mdtrixinvertdldssal.

MEGOLDAS. Az egyiitthatomatrix és inverze az 5.12. tétel szerint

a_ |21 a3 1]
5 3 -5 2

igy az ismeretlenek (x,y) vektordra
x 3 =112 | 3
y =5 2| |3 |-4| O

5.16. PELDA (MATRIXEGYENLET MEGOLDASA MATRIXINVERTALASSAL).
Oldjuk meg az AX = B mdtrixegyenletet, ahol

2 1 3 1 3 2
, és B= .
5 3 4 3 1

MEGOLDAs. Az A métrix megegyezik az el6z6 feladatbeli matrixszal,

2
3

=A!

A:

igy tudjuk, hogy invertdlhat6, és ismerjiik az inverzét. Az AX = B
matrixegyenlet megoldasa:

x_adg_| 3 Y[t 3 2f_[1 6 s3]
5 2|]4 3 1 3 -9 -8 -

» Megjegyezziik, hogy linedris egyenletrendszert matrixinvertaldssal
ritkdn oldunk meg, mert miiveleigénye valamivel nagyobb, mint az
egyszer(i kikiiszobolésnek.

5.17. PELDA (MATRIX ELEMI MATRIXOK SZORZATARA BONTASA). Bont-
suk fel az A = [} 2] matrixot elemi matrixok szorzatdra!
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MEGOLDAs. Az 5.14. tétel bizonyitdsanak (e) = (f) lépése szerint ha
egy A matrixot elemi sormftiveletekkel az egységmatrixba lehet transz-
formélni, akkor az elemi sormfiveletek inverzei forditott sorrendben
elvégezve az I-t A-ba transzformdljdk. Ez viszont azt jelenti, hogy a
hozzéjuk tartoz6 elemi métrixok szorzata épp A.

Elemi sormftiveletek Elemi matrixok Elemi matrixok inverzei
1 2
32 1 0] 10
_ E = E-l =
N3 S» — 35 1 3 1 1 [3 1]
1 2 L e
[0 —1] 1 0] 1 0
-S E; = E;! =
b 2 2 ~1 2 [o —11
1 2 L -
01 1 —2] 12
Sy S -28 E; = - E;l =
R 2 3 1 3 lO 1]
0 L .
1

A fenti stalakitds nyoman tehdt E3EoE;A = I, amibsl A = E; 'E, 'E; 7,

e

igy A-t hdrom elemi matrix szorzatara bontottuk. o

Invertdlhatdsdg, bdzis, bdziscsere Az 5.14. tétel szerint a négyzetes A
matrix invertdlhatésdga azzal ekvivalens, hogy a homogén linedris
Ax = 0 egyenletrendszernek a trividlis az egyetlen megolddsa. Mi-
vel Ax az A oszlopvektorainak egy linedris kombindcidja, ezért ez azt
jelenti, hogy a nullvektor csak egyféleképp all el6 A oszlopvektorainak
linedris kombindciéjaként, a trividlis médon. Tehdt A oszlopvektorai
linedrisan fliggetlenek! Ez egytttal azt is jelenti, hogy A oszlopvekto-
rai bazist alkotnak, és hogy r(A) = n. Felhaszndlva a ?? tételt, mely
szerint a sortér és az oszloptér dimenzidja megegyezik a ranggal, a
kovetkezé tételt kapjuk:

5.18. KOVETKEZMENY (INVERTALHATOSAG Es BAzIs). Adva van egy va-
l6s n x n-es A mdtrix. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

a) A invertilhatd;

b) A oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek;

¢) A oszlopvektorai bdzist alkotnak R"-ben;

d) A sorvektorai linedrisan fiiggetlenek;

e) A sorvektorai bizist alkotnak R"-ben;

f) r(A) =n.

189
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Legyen B = {by,by,...,b, } ésC = {c1,¢2,..., ¢y } az R" két bazi-
sa, és jelolje Xc.p a B-r6l C-re, Yp, ¢ a C-r6l B-re val6 attérés matrixat.
Legyen tovdbba v a tér egy tetszdleges vektora, a B bazisbeli alakja
[v]p. A 4.21. tétel szerint

[Vlc = Xces[v]g, és [v]p = Ypc[v]c.

A masodik egyenletbe helyettesitve az elsét kapjuk, hogy

[Vlg = YpcXceB[V]B,

azaz Yp. cXc«p minden vektort onmagéba visz, tehat egyenlé az egy-
ségmadtrixszal, vagyis Yp. c és Xc.p inverzei egymdsnak.

5.19. TETEL (AZ ATTERES MATRIXANAK INVERZE). Ha B =
{b1,by,...,by} és C = {cq,¢2,..., ¢, } az R" két bdzisa, akkor a B-r(l
C-re vald dttérés Xc g midtrixa, valamint a C-r6l B-re vald dttérés Yp. ¢

B B G P A 7 4 g c -1 s
mitrixa is invertdlhatd, és eqymds inverzei, azaz X_ g = Yp.c vagy mds
alakban XC%BYBHC =1,.

5.20. PELDA (AZz ATTERES MATRIXANAK INVERZE). Az R3 eqy B =
{b1, by, b3} bdzisiban felirtuk a standard eQységuektorokat:

1 1 1
i= (1], j=12|, k=3
1B 2B 4B

Irjuk fel B bdzisvektorainak standard bdzisbeli koordindtds alakjdt!

MEGoLDAs. Jelolje £ a standard bazist. Ennek vektorait kifejeztiik a B
bazis elemeivel, az ezekbsl képzett matrixszal tehat az £-beli vektorok
B-beli koordindtés alakja folirhatd, tehat ez a B < &£ attérés matrixa,

azaz
1 1
Xpgee=11 2 3
2 4
Ennek inverze a keresett matrix:
11 1] 2 2 1
Yeen=Xgle=|1 2 3 =|-1 3 =2
1 2 4 0 -1 1

Ennek oszlopvektorai adjdk a B vektorainak £-beli alakjat. O



Feladatok

Igaz — hamis

5.1. A négyzetes A matrix pontosan akkor invertdlhato, ha
elemi sormfiveletekkel megkaphaté az I matrixbol.

5.2. Ha elemi sormftiveletek A-t B-be viszik, akkor az in-
verz sormiiveletek B-t A-ba viszik.

5.3. Ha elemi sormtiveletek A-t B-be viszik, akkor az in-
verz sormtiveletek forditott sorrendben végrehajtva B-t A-
ba viszik.

Miiveleti azonossdgok

5.4. OsSZEADAS £S SKALARRAL SZORZAS TULAJDONSAGAT Le-

gyen A, B és C azonos tipust (m X n-es) matrix, c és d

legyenek skalarok. Ekkor

a) A+ B = B+ A (felcserélhat6ség, kommutativitas)

b) A+ (B+C) = (A+B)+ C (csoportosithatdsdg, asszo-
ciativitas)

¢) A+ Oyxpn = A (zérusmatrix)

d) A+ (—A) = Oyxn (ellentett 1étezése)

e) ¢(dA) = (cd)A (csoportosithatéség)

) (c+d)A = cA + dA (disztributivitas)

g) ¢(A +B) = cA + cB (disztributivitas)

h) 0A = Opxn, IA=A, -1A = —-A

5.5. Egy algebrai kifejezésben végrehajtjuk az aldbbi he-

lyettesitést:

u=3x1 +2xy +4x3

v X1 —3x0 4+ x3

w=2x7 — xp—3x3

[rjuk fel e linearis helyettesitést métrixszorzatos alakban.
Legyen (u? + v* + w?)(2u — v — w) az a kifejezés, melyben
a helyettestést elvégezziik. [rjuk fel e kifejezést a helyette-
sités el6tt és utdn matrixmiiveletek segitségével!

Szdmitdsi feladatok

Bontsuk fel a kovetkez6 matrixokat elemi matrixok szor-
zatara!

1 3
5.6. ) 8}
(1 2
57| 5 1
1 -1
5.8. 1 1}
2 4
59 |53 g
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2 0 4
5.10. |0 2 0
3 2 7
11 2
511. |1 2 2
2 4 5

5.12. Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan 2 x 2-es A matrixot,
melyre A> = O. Masként fogalmazva hatirozzuk meg a
nullmatrix dsszes négyzetgyokét!

0 1
1 1

5.13. Szamitsuk ki az

A=

matrix k-adik hatvanyait!

5.14. Irjuk fel a maétrixszorzas definiciéjat az Einstein-
konvenciét hasznalva.

Blokkmadtrixok

5.15. Mutassuk meg, hogy ha A és D invertdlhat6é matrix-
ok, akkor a kovetkez6 an. blokkdiagonalis matrix invertal-
hato, és inverze

A O
O D

Al O
o D1}

tovabba tetszleges, de megfeleld tipust B métrix esetén

A B
O D

(0] D!

Al AlBDl]

5.16. Mutassuk meg, hogy ha A és D négyzetes matrixok,
akkor

-1
A B

CcC D

X —XBD!
-Dlcx D !'+DlcxBD 1|’

ahol X = (A —BD~1C)7!, és feltételezziik, hogy minden
felirt matrixinverz létezik.

Az el6bbi két feladat valamelyikének felhaszndaldsaval

szamitsuk ki az aldbbi matrixok inverzét!
2 3 0 0 0

5.17.

1 T

= o N O
=~ = W o
IUJI\JUJO

[N ool S O O =

5.18.

[e> RN e RN RN S BROS] S O ON

B o N3 — =
[ e
W N W= =
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23111 5.22. Mutassuk meg, hogy ha A folcserélhets B-vel és B

121 11 invertalhat6, akkor A folcserélhetd B~1-gyel is.
519. (1 1 1 0 O .

1101 0 Absztrakcié

1 1 0 0 1 5.23. INVERTALHATO MUVELET Legyen © egy H-n értelme-

zett kétvaltozos miivelet, azaz egy H?2 - H figgvény. Fo-

Bizonyitdsok galmazzuk meg, mit értiink azon, hogy © invertalhat6 egy
5.20. Bizonyitsuk be, hogy ha cA = O, akkor vagy ¢ =0, R C H részhalmazan. Hogyan véltozik a definici6, ha a
vagy A = O. miivelet kommutativ?

5.21. Az §; <> S; sormfivelethez tartozé elemi matrixot

5.24. ELEM INVERZE Legyen © egy H-n értelmezett kétval-
jelolje E;;, a cS;-hez tartozét E;(c) és a S; + cS; sormtive-

jr o tozds miivelet.
lethez tartozot Ejj(c). Mutassuk meg, hogy E;;° = Ejj, 1. Mit értiink azon, hogy e € H e mfivelet semleges eleme?
E;i(c) = Ei(%) és Eij(c)*l = Ejj(—c). 2. Mit értiink azon, hogy b € H az a € H elem inverze?
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Miiveletek specidlis mdtrixokkal

A gyakorlatban gyakran taldlkozunk olyan specialis matrixokkal, me-
lyekkel a mtiveletek egyszertibben végezhettk el, és olyanokkal, me-
lyek matrixmtiveletek segitségével definidlhatok.

Diagondlis mdtrixok A matrixmftiveletek definiciéi alapjan magatol ér-
tet6dd, hogy diagonalis matrixokkal hogyan végezhetdk el a matrix-
miiveletek. Els6szor egyszerfi példakat mutatunk.

5.21. PELDA (MUVELETEK DIAGONALIS MATRIXOKKAL). Legyen A =
diag(1,2,3), B = diag(5,4,3). Ellenbrizziik az aldbbi szdmitdsokat, és
fogalmazzunk meg dltaldnos osszefiiggéseket diagondlis mdtrixokkal végzett

milveletekrol.
[1 0 0] [5 0 0 5 0 0
AB= |0 2 0/ |0 4 o|l=1]0 8 0
003/ [003 00 9
10 0> [1 0 o0
A’=10 2 0| =10 4 0
00 3 00 9
10 0" [1 0 o
Al=10 20 =101} o0
0 0 3 00 3
10 0] 1 o o
Af=10 2 o]l =10 2t o0 , ahol k egész szdm.
0 0 3 0o 0 3

5.22. TETEL (MUVELETEK DIAGONALIS MATRIXOKKAL). Legyen A =
diag(ay,ay,...,an), B = diag(by, by, ..., by), és legyen k egész szdm. Ek-
kor

a) AB = diag(a1by,azbs,. .., anby),

b) Ak = diag(a’{,ag, ... ,a’r‘l), specidlisan

c) A7l = diag(a;l,agl,. ..,a;l).

Permutdcios mdtrixok és kigyok Konnyen kezelhetSk a diagonalis mét-
rixok sorainak permutdcidjaval kapott matrixok.

5.23. PELDA (SOROK PERMUTACIOJA MATRIXSZORZASSAL). Alkalmaz-
zunk tobb sorcserét az egységmdtrixon. Az igy kapott mdtrixszal balrél vald
szorzds milyen hatdssal van a beszorzott mdtrixra? Szemléltessiik ezt 14-en
az 51 <> Sy, Sy <> Sy sorcserékkel.
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MEeGoLDAs. Legyen P az I4-b6l a fent megadott két sorcserével kapott
matrix, és legyen A egy tetszbleges 4 x n-es matrix. Ekkor

1 0 0 O 01 00 01 00
I — 01 00 sgz 1 0 0 Of S8, |0 0 0 1 _p
0010 0010 0 010
0 0 0 1] 0 0 01 1 0 0O
_0 1 0 O- ail arn ar1 Aaxp
PA — 00 0 1 ar1 Aap _ agr  agp
0010 as] asp as] asp
_1 0 0 O_ ag  aqp a1 agp

Azt tapasztaljuk, hogy a PA az A-bdl a soroknak épp azzal a permu-
tacidjaval kaphato, amely permutéciéval I-b&l a P-t kaptuk. O

5.24. DEFINICIO (PERMUTACIOS MATRIX, KIGYO). A diagondlis mdtrix-
san az egységmdtrixbol ugyanigy kapott mdtrixot permutaciés métrixnak
hivjuk.

» Konnyen lathato, hogy a permutdciés matrix olyan négyzetes mat-
rix, melynek minden sordban és minden oszlopaban pontosan egy 1-es
van, az Osszes tobbi elem 0. A kigy6 olyan négyzetes métrix, melynek
minden sordban és minden oszlopaban legfoljebb egy nemnulla elem
van.

» Minden kigy6 megkaphat6 egy diagondlis méatrixb6l oszlopcserék-
kel is. Egy diagondlis matrixbol akkor is kigy6t kapunk, ha a sorok
permutécidja mellett az oszlopokat is permutéljuk.

5.25. PELDA (KiGYOK). Az aldbbi mdtrixok mindegyike kigyé, az utolsé
kett6 egyiittal permutdcios mdtrix is:

05 0 0 « 0 O 01 00 10 0
vy 0 0 0 0 0 01

0 0 9, 5 , 10 1 0

30 0 0 0 0O 0010 00 1
0 0 0 B 1 000

5.26. TETEL (MUVELETEK PERMUTACIOS MATRIXOKKAL). Bdrmely két
azonos méretii permutdcids mdtrix szorzata és egy permutdciés mdtrix bdr-
mely egész kitevls hatvinya permutdciés mdtrix. Permutdcids mdtrix in-
verze megegyezik a transzpondltjdval, azaz ha P permutdciés mdtrix, akkor

P l=rp
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BizoNyiTAs. Legyen A és B két permutdciés matrix. Szorzatuk sor-
vektorai a;, B alakaak, ahol a;, megegyezik valamelyik standard egy-
ségvektorral, pl. a;, = ey. Ekkor a szorzatvektornak csak az az eleme 1,
amelyik oszlop ex-val megegyezik, és ilyen oszlop pontosan egy van.
Tehat a szorzatmétrix minden sordban pontosan egy elem 1, a tobbi 0.
Oszlopokra az allitds hasonléan bizonyithatd. A szorzatra vonatkozo
allitas természetes kovetkezménye a pozitiv egész kitev6s hatvanyokra
vonatkoz6 allitds. A negativ egész kitevSkre is igaz az &llitds. Ennek
igazolasdhoz elég az inverzre beldtni.

Tekintsiik a PPT szorzatot. A (PPT); elem a P;, vektornak és a
(PT),; = P;, vektornak a szorzata, vagyis 1, mig

(PPT);j = (P)iu(PT),j = (P)ix - (P)ju,

azaz a szorzat i-edik sordnak j-edik eleme a P i-edik és j-edik sor-
vektordnak skaldrszorzata, ami 0, mivel két kiilonboz6 sorban az 1-es
kiilénb6z6 helyen van. O

2~ oz

» Az aldbbi példa szemlélteti a tételben kimondott egyszerti allitast:

01 0 0](0 001 1 000
PP — 0 00 11 0 0 O _ 0100
0 01 0j(0 010 0 01 0
1 00 0|01 O0O0 0 001

Hdromszogmdtrixok A Gauss-kiktiszobolés végrehajtasakor az egytitt-
hatématrixot 1épcs6s alakra transzformdltuk, melyben a f6atl6 alatt
mindig csak nulldk szerepelnek. Az ilyen matrixok nem csak a Gauss-

kikiiszobolésnél fontosak.

5.27. DEFINICIO (HAROMSZOGMATRIX). Azokat a mdtrixokat, melyek fo-
dtléja alatt csak O-elemek szerepelnek felsé haromszogmatrixnak, azokat,
melyek fédtloja folott csak 0-elemek vannak als6 haromszogmatrixnak ne-
vezziik. Ha egy hdromszogmadtrix fédtléjaban csupa 1-es dll, egység ha-
romszogmatrixrdl beszéliink.

A Gauss-kikiiszobolésnél kapott fels6 haromszogmatrixhoz hason-
l6an azok az egyenletrendszerek is megoldhatdk csak behelyettesité-
sekkel, amelyek egyiitthatématrixa als6 haromszogmatrix. A kiilonb-
ség kizarélag annyi, hogy ekkor az els6 egyenlettel kezdjiik, és az els6
valtozo értékét hatarozzuk meg el6szor. Példdul az

X =3
2x + 3y =3
2x+ y+2z=3

egyenletrendszer els6 egyenletébdl x = 3, a masodikba val6 behelyet-
tesités utdn y = —1, végiil a harmadikba valé behelyettesités utan
z=-12

> Az angol nyelvii linearis algebra tan-
konyvek kiilonbséget tesznek a fels6 és
az als6 haromszogmatrixi egyenletrend-
szerek megoldésa kozott. Forward substi-
tution, illetve backward substitution a ne-
ve a behelyettesitésnek ha als6, illetve
ha fels6 haromszogmatrix az egyiittha-
té6 matrix. Ez arra utal, hogy a véltozo-
kat el6re vagy hatra haladva szamoljuk
ki. Mi nem fogjuk haszndlni e finom kii-
I6nbségtételt.
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5.28. TETEL (MUVELETEK HAROMSZOGMATRIXOKKAL). Felsd hdromszog-
mdtrixok Osszege, szorzata, és invertdlhatd fels6 hdromszogmadtrix inverze
fels6 hdromszogmdtrix. Analdg tétel igaz az alsé hdromszogmadtrixokra is.

Egy hdromszogmatrix pontosan akkor invertdlhatd, ha fédtlobeli elemeinek
egyike sem zérus.

A bizonyitast feladatként az Olvaséra hagyjuk.

Szimmetrikus és ferdén szimmetrikus mdtrixok Gyakran haszndlunk olyan
matrixokat, melyekben az elemek egyenl6k vagy ellentettjei a f6atlo-
ra nézve szimmetrikusan elhelyezked6 parjuknak. E tulajdonsag a

transzpondlttal konnyen kifejezhet6.

5.29. DEFINICIO (SZIMMETRIKUS ES FERDEN SZIMMETRIKUS MATRIX-
OK). A négyzetes A mitrixot szimmetrikusnak nevezziik, ha AT = A,
és ferdén szimmetrikusnak nevezziik, ha AT = —A.

5.30. PELDA (SZIMMETRIKUS ES FERDEN SZIMMETRIKUS MATRIXOK). Az
aldbbi mdtrixok koziil az A szimmetrikus, a B ferdén szimmetrikus, a C
egyik osztdlyba sem tartozik.

5 6 1 0 1 -2 1 9 9
A=|6 2 0|, B=|-1 0 3|, C=1|-9 2 9
1 0 3 2 -3 0 -9 -9 3
Ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden elemére ajj = —ajj, azaz
i = j esetén a;; = —a;;. Ez csak a;; = 0 esetén all fonn, azaz a ferdén

7z

szimmetrikus matrixok f6atléjaban csupa 0 4ll.

5.31. ALLITAS (MUVELETEK (FERDEN) SZIMMETRIKUS MATRIXOKKAL).
Szimmetrikus mdtrixok 0sszege, skaldrszorosa, inverze szimmetrikus. Fer-
dén szimmetrikus mdtrixok dsszege, skaldrszorosa, inverze ferdén szimmet-
rikus.

Az allitas bizonyitasat feladatként az olvaséra hagyjuk.

5.32. TETEL (FELBONTAS SZIMMETRIKUS ES FERDEN SZIMMETRIKUS
MATRIX OSSZEGERE). Minden négyzetes mitrix elGdll eqy szimmetrikus és
egy ferdén szimmetrikus mdtrix dsszegeként, nevezetesen minden A négy-
zetes mdtrixra

1 1

A= (A+AT)+-(A—AT).
L(A+AT) + 1 (A—A)
szimmetrikus ferdén szimm.

BrzonyiTAs. Ha egy matrix szimmetrikus, konstansszorosa is, igy elég



megmutatni, hogy az A + AT métrix szimmetrikus:
(A+AT) =AT+ (A7) =AT+A=A+AT
Hasonloképp A — AT ferdén szimmetrikus, hiszen
(A-AT) =AT-(AT) ' =AT-A=—(A-AT)
Végiil a két matrix Osszege valoban A:

(A+AT)+%(A—AT) :%A+%AT+%A—%AT:A.

N~

Fontos kovetkezményei lesznek az aldbbi egyszerti allitdsnak.

MATRIXMUVELETEK ALGEBRAJA
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5.33. TETEL (ATA fis AAT sZIMMETRIKUS). Az ATA és az AAT mitrixok

tetszbleges A mdtrix esetén szimmetrikusak.

Bizonvitas. (AAT)" = (AT)T AT = AAT. Az 4llitas mésik fele ugyan-

igy bizonyithato.

O

z . z rz .. z . * S z 3 . z z
Madtrix és didd Osszegének inverze  Osszegmatrix inverzére — a valésok

Osszegének inverzéhez hasonléan — nincs egyszerfi képlet, de speci-

alis métrixokra nagyon hasznos eredmények vannak. Ilyen a Sher-

man —Morrison-formula is, melynek segitségével leirhatjuk, hogy ho-

gyan véltozik egy matrix inverze, ha egyetlen csak egyetlen elemén

véltoztatunk.

5.34. TETEL (SHERMAN—MORRISON-FORMULA). Tegyiik fel, hogy az
A € R™" midtrix invertdlhaté, és u,v € R" két olyan vektor, hogy

1+ v'A~lu # 0. Ekkor A + uv' invertdlhatd, és

3 A luv'A "1
1+viA-lu’

1

(A+uv’) =A""

BizonvyiTAs. Elég megmutatni, hogy

( Al A luv'A!

vty ) (At =1

mert ez a formula igazoldsa mellett azt is bizonyitja, hogy A + uv'

197
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invertalhato.
A luvTA!

Al — " ) (A T

( l—l—vTA—lu)( +uv)

CAlA s Aty A luvATTA A luvTA luv'

1+viAlu  1+viAlu
T4 A luyT - Alulvt A lu (vTATlu) VT
1+viA-Tu 1+viA-lu
It A-layT A lu(1+vTA tu)vT
1+vTA—lu
ZI+A v’ - Aty
=1L

A x-gal jelzett egyenl6ségnél azt haszndltuk ki, hogy 1 x 1-es matrix-
szal val6 szorzds egybeesik a skalarral val6 szorzéssal, a skalar tényez6
pedig egy matrixszorzatban dtteheté mads helyre, igy az adott tortkife-
jezésben egyszerfisithettiink vele. O

A Sherman —Morrison-formula sokhelytitt hasznédlhatd, mi itt egyet
emelink ki: megvizsgaljuk, hogy hogyan viéltozik egy matrix inverze,
ha a matrixnak csak egyetlen elemén valtoztatunk.

5.35. PELDA (INVERZ VALTOZASA). Legyen A invertdlhaté mdtrix, és vdl-
toztassunk meg az a;; elemet a;j + e-ra. Fejezziik ki az igy kapott mdtrix
inverzét A~ segitségével.

MEecoLDAs. Els6 1épésként kifejezziik az tij matrixot A-bdl matrixm-
veletekkel. Legyen e; és e; az i-edik és j-edik standard egységvektor.
Ekkor a médositott matrix

B=A+ seie]T.

Erre alkalmazhato a Sherman—Morrison-formula az u = e; és v = ¢ee;
vélasztéssal.

-1
B !l=(A+ eeie]T)
A lej(ee;)TAT?

—A1_
1+ ee]TA—lel-
— A e—(A_l)*i(A_l)f* O
1+ S(Afl)]‘i

5.36. PELDA (INVERZ VALTOZASA SZAMPELDAN). Adva van egy A mdtrix
és annak inverze:

12 3 4 0 -2/5 3/5 0
A_|2 003 A-l_ |—2/5 7/5 —8/5 3/5
300 2 3/5 —8/5, 7/5 —2/5
4321 0 3/5 -2/5 0
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Viltoztassuk meg a1y értékét 1-r6l 11/10-re. Az igy kapott mdtrixot jelolje
B. Hatdrozzuk meg inverzét!

MEGOLDAS. Az el6z6 példa alkalmazasaval

1 (A Da(A D

-1 -1
B =A 10 1 + %(A_l)n
0
—-2/5
o a5 as 0 iy [o ~2/5 3/5 o}
_|-2/5 7/5 -8/5 3/5 110
“|3/5 -8/5 7/5 -—2/5| 10 1440
L0 3/5 -2/5 0 |
0 —2/5 3/5 0 0 0 0 0
_|-2/5 7/5 -8/5 3/5 1|0 4/25 —6/25 0
~|3/5 -8/5 7/5 —2/5| 100 —6/25 9/25 0
L0 3/5 -2/5 0 | 0 0 0 0
0 —-2/5 3/5 0
_ |-2/5 173/125 —197/125 3/5
~ | 3/5 —197/125 341/250 —2/5
L0 3/5 —2/5 0

Tizedestortekkel szamolva:

[ 00 —04 0.6 0.0
—-04 14 -1.6 0.6
06 —-1.6 14 -04
0.0 06 —-04 0.0

0.000 —0.400 0.600  0.000
—0.400 1384 —-1.576  0.600
0.600 —1.576 1.364 —0.400

| 0.000 0.600 -—0.400  0.000

Gyorsszorzds'  Két 2 x 2-es métrix szokdsos médon valé 6sszeszorza-
sdhoz 8 szorzésra és 4 Osszeaddsra van sziikség. Strassen 1969-ben egy
olyan moédszert taldlt, mellyel e matrixszorzast 7 szorzassal is el lehet
végezni, igaz azon az dron, hogy az ¢sszeaddsok szdma 16-ra nd.
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5.2 (STRASSEN-FORMULAK). Legyen A, B és Cis 2 x 2-es. A C = AB
szorzds elvégezhetl a kovetkezl formuldkkal:

dy = (a1 +ax) (b1 + bx) ci1 =dy +dg —ds+dy
dy = (ax +axn)bn co1 =dy +dy
d3 = a11(b12 — b) cip =d3 +ds
dy = axp(—bi +bn) ¢ =dy +d3 —dy +de

ds = (a11 + a12)bx
de = (—a11 + a2 )(b11 + b1p)
dy = (a12 — ax)(ba + by)

Ha olyan szémit6gépet haszndlunk, melyen a szdmok szorzasa sok-
kal tobb id6t igényel, mint az 0sszeaddsa, akkor mér ez is gyorsithat-
ja a miiveletet. A médszer azonban kiterjeszthetd tetszbleges méretii
négyzetes matrixokra is, és elegendden nagy n-ekre a mfiveletek 6sz-

szdma is csokken. A standard matrixszorzds miiveletigénye 213 — n?

(ebb6l n® szorzas és n® — n? 6sszeadds — gondoljunk utdna!), a Strassen-
formulakkal val6 szorzasé pedig n = 2F esetén legfoljebb 7 - 7% — 6 - 45).
Ez n = 210 esetén mar kevesebb miiveletet ad. Az altaldnositas 16-
nyege, hogy a Strassen-formuldk 2 X 2-es blokkmatrixokra is hasz-
nélhat6k, mert a szorzds kommutativitdsat nem hasznaljak, igy ha
M(n) jeloli két n x n-es matrix 9sszeszorzéséhoz sziikséges szorza-
sok, és S(n) a sziikséges Osszeaddsok szamat, akkor M(2n) < 7M(n)
és S(2n) < 18n%2 +7S(n). Az M(1) =1, S(1) = 0 kezdeti feltételeket
is hasznalva megmutathat6, hogy M(2F) < 7k, 5(2F) < 6(7% —4%). E
képletekbdl a fels6 egészrész jelét hasznélva és a k = [log, ] jeloléssel
az mtiveletek 6sszamara a cn'827 < cn?8! fels6 becslést kapjuk, ami
a 2n® — n? értéknél jobb, fliggetleniil a ¢ konstans konkrét értékétsl.
Mivel a két dsszeszorzand6 métrix mindegyikének mind az n? elemét
haszndlni kell, ezért a sziikséges miiveletek szdmanak alsé becslése

cn?. A cn®8l felsé becslés mara cn2376

-ra lett javitva (Coppersmith és
Winograd, 1990), de az a sejtés, hogy a kitevd 2-re, de legaldbb 2 + e-ra
lenyomhato, ahol ¢ tetszblegesen kis pozitiv szam.

A modszer gyengéje numerikus instabilitdsa, igy a gyakorlatban
csak bizonyos matrixokra érdemes haszndlni, példaul nagyméretii egé-
szelem{i méatrixokra tetsz6leges pontossagu aritmetika hasznalata ese-

tén.



Feladatok

5.25° Icaz — HAMIs Dontstik el, igazak-e az alabbi allita-

sok? Valaszunkat indokoljuk!

a) Szimmetrikus matrixok Osszege és skaldrszorosa is
szimmetrikus, igy szimmetrikus matrixok tetszéleges li-
nedris kombindcidja is szimmetrikus.

b) Ferdén szimmetrikus matrixok Osszege és skalarszorosa
is ferdén szimmetrikus, igy ferdén szimmetrikus mat-
rixok tetszbleges linedris kombinécidja is ferdén szim-
metrikus.

¢) Minden 1épcsés alakti matrix felsé hdromszogmatrix.

d) Minden fels6 hdromszogmatrix 1épcs6s alaku.

5.26. Szamitsuk ki az aldbbi matrixok inverzeit, négyzetét

és kobét!

0 2 0 0 0 2 0 200
0 0 0 5

0 0 4|, |0 4 0,

300 3 00 0 030
4 0 0 O

5.27. Hogyan oldanank meg a kovetkez6 egyenletrendszert
a lehetd legkevesebb lépésben?
x+4y+3z+5w=3
6x + 3y =3
2x +3y +2z =3
2x+4y+3z+5w =4

Bizonyitdsok
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5.28. Mutassuk meg, hogy minden permutédciés maétrix
oszlopcserékkel is megkaphaté az egységmatrixbol, és
hogy permutaciés métrixszal jobbroél val6 szorzas a beszor-
zott métrix oszlopain ugyanazt a permutédciét hajtja vég-
re, mint amellyel a permutdciés métrix az egységmatrixbol
megkaphato.

5.29. Bizonyitsuk be, hogy barmely két azonos méretti ki-
gyo szorzata és egy kigy6 barmely pozitiv egész kitevSs
hatvanya kigyo.

5.30° Mutassuk meg, hogy egy K kigy6 pontosan akkor
invertdlhat6, ha minden sordban pontosan egy elem nem 0,
és ekkor inverze megkaphat6 gy, hogy minden nemnul-
la elem helyébe annak reciprokat irjuk, majd az igy kapott
matrixot transzponaljuk.

A~1, mindketten
2 x 2-es matrixok. Mutassuk meg, hogy az alébbi eljarassal
definidlt matrixinvertalas segitségével n x n-es matrixokra
olyan algoritmus készithets, melynek mtiveletigénye leg-
foljebb cn?81,

5.31F GYORSINVERTALAS Legyen B =

o =ag bip = c3¢6
C2 = a1 by = ceco
€3 = c1412 c7 = c3by
C4 = a71C3 bjp =c1—¢7
C5 =4 —ap by = —c¢

C6 = Cg5
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Matrixfelbontdsok

Mudtrixfelbontdson egy mdtrixnak adott tulajdonsdgii mdtrixok szorzataként
vald folirdsdt értjiik. Egy ilyen felbontdssal mdr taldlkoztunk, amikor inver-
tdlhaté mdtrixot elemi mdtrixok szorzatdra bontottunk. E szakaszban a kikii-
sz0bolési eljdrdsra épiild tovdbbi felbontdsokkal taldlkozunk. Ezek egyike, az
LU-felbontds bizonyos linedris algebrai feladatok szamitégépes megolddsdnak
gyakran haszndlt eszkoze.

Az LU-felbontds Tegytik fel, hogy egy A maétrixbdl el lehet jutni egy U
fels6 hdromszogalakhoz csak olyan sormfiveletekkel, melyekben egy
sor konstansszorosat valamely alatta 1év6 sorhoz adjuk. Minden ilyen
elemi sormftivelethez olyan elemi maétrix tartozik, mely als6 haromszog
alaka. Ekkor tehat léteznek olyan Ej,. .. E; elemi als6 hdromszogmat-
rixok, melyekre

E....EtA=1U. (5.2)

Innen
A= (E..E)'U, (5-3)

ahol (Ej...E;)~! alsé hdromszogmatrixok szorzaténak inverze, tehat
maga is alsé hdromszogmatrix. Rdaddsul mindegyik maétrixban, igy
szorzatukban, és annak inverzében is a f6atl6 csupa 1-esbdl all. Ez a
kovetkez6 definici6hoz vezet:

5.37. DEFINICIO (LU-FELBONTAS). Azt mondjuk, hogy az m X n-es
A mdtrix eqy A = LU alaki tényezbkre bontdsa LU-felbontas (LU-
faktorizacié vagy LU-dekompozicid), ha L alsé egység hdromszogmdtrix

v 2

(tehdt a fodtléban 1-ek, folotte O-k vannak), U pedig fels6 hdromszogmdtrix.

» Nincs minden métrixnak LU-felbontasa (Id. ??. feladat), példaul az

0 1| |1 0| (b ¢
1 0] |a 1[|0 4
egyenl6ség a paraméterek semmilyen értékére sem 4ll fonn.

» Az LU-felbontas nem egyértelm, példaul

1 11 1
0 0 0 =10
0 00 0

Q= O

o111 1 1
0{ 10 0 O
11 {0 0 O

felbontds minden a paraméterértékre fonndll. Megmutathat6 viszont,
hogy ha A invertalhato, és létezik LU-felbontdsa, akkor az egyértelm
(1d. ?? tétel).

Az LU-felbontdsban az L és U bettik az
alsé és felsd jelentésti angol lower és upper
szavak kezddbettii.
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5.38. PELDA (Az LU-FELBONTAS K1SZAMITASA). Elemi sormiiveletekkel
hozzuk fels6 hdromszogalakra az

4

A= 2

1

4 4
4 ésa B= |2
2 1

W o @
B OR o0
W O @
B

mdtrixot, majd e lépéseket folhaszndlva frjuk fol mindkét mdtrix eqy-egy
LU-felbontdsdt!

MEGOLDAS. El8szor nézziik az A matrixot! Oszloponként haladva vé-
gezziik el a Gauss-kikiiszobolést. Minden elemi sormtivelet mellett
(zarojelben) megadjuk a hozza tartozé elemi matrixot:

484851/25 1 00
A=12 6 4 4| 7= E;=1|-12 1 0
1 3 2 4] 0 0 1]
'4848'51/45 [ 1 0 0]
EiA=1|0 2 2 o] °==" E,b=| 0 1 0
1 3 2 4] —1/4 0 1]
_4848_51/25 1 0 O]
EEA=|0 2 2 0 *=%" Es=|0 1 0
0 1 1 2 0 —1/2 1]
(4 8 4 8]
EsE,EiA=1(0 2 2 0| =U.
0 0 0 2

Tehat E;E2E;A = U, amib6l az (E3E;E;) ™' = E; 'E; 'E; ! matrix-
szal val6 beszorzés utén A = (E;'E;'E;1)U.
matrixok inverzeinek szorzatat, azaz az L = E; 1E2_ 1E3_ I méatrixot. Fol-

Kiszdmoljuk az elemi

hasznéljuk a 183. oldalon mondottakat, miszerint az S; + ¢S; sormf{ive-
let métrixanak inverze egyenl6 az S; — ¢S; matrixaval:

1 00 1 0 0|1 0 O 1 0 0
L=1]1/2 1 0 0 1 00 1 O=112 1 O0f.
0 0 1| (/4 0 1] |0 12 1 /a4 1/2 1

Meglepé (de éaltaldnosithaté) moédon ezeknek az elemi métrixoknak
a szorzata a f6atlo alatti szamok dtmdsoldsaval megkaphat6. Az ered-
mény egy alsé egység hdromszogmatrix. Igy az A matrix LU-felbontasa:

4 8 4 8 1 0 0][4 8 4 8
A=1(2 6 4 4/ =112 1 0|0 2 20 (5.4)
13 2 4 /4 1/2 1/ ]0 0 0 2

Mivel az A atalakitdsa kozben az oszlopok kozt nem végeztiink mfive-
letet, és a B matrix az A-bdl a harmadik oszlopa elhagyéséaval kaphato

OCTAVE: A

4 8 4 8
4 4
1 3 2 4

N
o

OCTAVE: [L UJ=1lu(d)

L =
1.00 0.00 0.00
0.50 1.00 0.00
0.25 0.50 1.00

U =

o
N
N
o

OCTAVE: B
B =
4 8 8
2 6 4
1 3 4
OCTAVE: [L UJ=1u(B)
L =
1.00 0.00 0.00
0.50 1.00 0.00
0.25 0.50 1.00
U =
4 8 8
0 2 0
0 0 2

203

5.3. koéd: Egy matrix LU-felbontdsdnak

kiszamitdsa maétrixalapt nyelvben
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meg, ezért az el6z6 felbontasbdl azonnal addédik a B felbontasa is:

4 8 8 1 0 0]f4 8 8
B=1{2 6 4| =1[12 1 o|l]o 2 0 (5.5)
13 4 /4 12 1|0 0 2 O

Az 5.38. példdban kovetett eljaras egyszertien dltalanosithaté tetszo-
leges matrixra.

5.39. ALGORITMUS (EGY LU-FELBONTAS ELOALLITASA). Legyen A egy tet-
szbleges m x n-es valds mdtrix. Az aldbbi algoritmus a Gauss-elimindcio lép-
csds alak helyett felsé hdromszogalakii mdtrixot adé meguvdltoztatdsdval vagy
taldl eqy m x m-es L és eqy m x n-es U mdtrixot, melyekre A = LU, vagy
hibaiizenetet ad.

Els lépésként tekintsiik az A mdtrix elsé sordnak els6 elemét. Ha ez 0,
de az els6 oszlopban alatta nemnulla elem is van, akkor ,a mdtrixnak nincs
LU-felbontdsa” iizenettel az algoritmus ledll. Ha alatta minden elem 0, az
algoritmust a mdsodik sor mdsodik elemével folytatjuk (Gauss-kikiiszobolés
esetén az elsd sor mdsodik elemével folytatndnk). Végiil, ha az elsé sor elsé
eleme nem 0, akkor az elsd oszlop tovdbbi elemei elimindlhatok az So — 15151,
S3 —131S51,..., Sy — 1,1S1 sormiiveletekkel, ahol Iy = ax /ayy.

Az algoritmust hasonléan folytatjuk sorban haladva a f6itlo elemein. Ha
valamelyikiik 0, de alatta van a mdtrixnak nemnulla eleme, ledllunk, ha alatta
mdr minden elem 0, folytatjuk a kovetkez foidtlobeli elemmel, ha pedig nem-
nulla, akkor elimindljuk az alatta 1év0 elemeket. Az i-edik lépésben tehdt az
Sit1 — lit1,i5i, Siv2 — lix2iSi, .., Sy — 1niS; sormiiveleteket hajtjuk végre.

Az elimindcié végén megmaradt fels6 hdromszogmidtrix lesz U. A kikii-
sz6bolés konstans l;j elemeit irjuk az Iy, egységmatrix i-edik sordnak j-edik
oszlopdba. Ez lesz az L mdtrix, azaz

1 0 ... 0
Iy 1 ... 0

L= : A (56)
R P, S |

5.40. TETEL (Az LU-FELBONTAS LETEZESE ES EGYERTELMUSEGE). A fen-
ti algoritmusra igaz, hogy

a) pontosan akkor dll le hibaiizenettel, ha A-nak nincs LU-felbontdsa,

b) a megkonstrudlt L és U madtrixok LU-felbontdst adnak,

c) ha A invertdlhatd, akkor e felbontds egyértelmil.

BrzonvyiTAs. Csak a b) allitast igazoljuk, a tobbit az Olvaséra hagyjuk
(1d. 5.45.. feladat). Jelolje az S; — [;;S; sormfivelet elemi matrixat Lj;
(1 <i < j < m). Jelolje e matrixoknak a végrehajtds sorrendjében
jobbrodl balra vett szorzatét E, azaz legyen

E= (Ly—1,m)(Lin—2mlm—2m-1) - (Lm2-..LgpLa2) (L1 - .. L31 Log).
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Az algoritmus szerint ekkor EA = U. Vizsgaljuk meg az EL szorzatot
az algoritmusbeli L madtrixszal. Mivel e matrix f6atléjdban csupa 1,
ji-edik helyén [; 4ll, ezért az elemi Lj; métrix épp ezt az elemet fogja
elimindlni, és igy E minden f64tl6 alatti elemet elimindl, azaz EL = 1.
Eszerint E! = L, tehdat A = E-1U = LU. O

Egyenletrendszer megolddsa LU-felbontdssal Ha mar ismerjiik egy A mat-
rix LU-felbontasat, akkor az Ax = b egyenletrendszer konnyen meg-
oldhaté. Az Ax = b egyenletrendszer megolddsa az Ly = b, Ux =y
egyenletrendszerek megoldasaval ekvivalens. Ha ugyanis x megolda-
sa az Ax = b egyenletrendszernek, akkor LUx = b, és az y = Ux
jeloléssel Ly = b. Masrészt, ha y megoldédsa az Ly = b egyenletrend-
szernek, és x az Ux = y egyenletrendszernek, akkor y-t behelyettesitve
L(Ux) = b, azaz Ax = b. Témoren:

Ax = b megoldhat6 <= Ly = b, Ux = y megoldhato.

Az L és U alakjabol kovetkezik, hogy az Ly = b, és az Ux = y egyen-
letrendszerek egyszerti visszahelyettesitésekkel megoldhatdk.

5.41. PELDA (EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA LU-FELBONTASSAL).
Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert!

4x1 +8xp +8x3 =8
2x1 +6xp +4x3 =4
X1 +3x +4x3 =4

MEGOLDAS. Mivel ismerjiik az egyiitthatomatrix LU-felbontdsat — az
épp az (5.5)-beli felbontas —, ezért ezt hasznaljuk, és el6szér megoldjuk
az Ly = b egyenletrendszert:

1 0 0| |wn 8
V2 1 0| |y2| = |4
V4 12 1| |ys 4

Ebb6l y; = 8, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy
y2 = 0, majd ezeket a harmadikba helyettesitve kapjuk, hogy y3 = 2.
Ezutan megoldjuk az Ux = y egyenletrendszert, aminek alakja

4 8 8 X1 8
0 2 0 Xy | = 0f.
0 0 2f |x3 2

Ismét egyszert visszahelyettesitésekkel kapjuk, hogy x3 =1, xp = 0 és
x1 = 1. A megoldéds x = (0,0,1). o
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Matrix invertdldsa LU-felbontdssal Matrix invertdldsdhoz elég megol-
danunk az AX = I egyenletrendszert. Ha A = LU egy LU-felbontasa
A-nak, akkor az LUX = I megoldasa a vele ekvivalens két matrix-
egyenlet megoldasaval megkaphato:

AX=1 < LY=I, UX=Y.

E két utébbi egyenletrendszer viszont megoldhat6 kizarélag visszahe-
lyettesitésekkel is!

5.42. PELDA (MATRIX INVERTALASA LU-FELBONTASSAL). [nvertdljuk
az 5.38. példdban megadott

4 8 8 1 0 0|4 8 8
B=1|2 6 4| =12 1 0|0 2 O
1 3 4 /4 /2 1| (0 0 2

mdtrixot az LU-felbontdsa segitségével!

MEGoLDAs. A B matrix LU-felbontdsat haszndlva el6szor megoldjuk
az LY = I matrixegyenletet:

1 0 0f ([yn vz W13 100

/2.1 0f |y y2 ya3| =0 1 0

4 12 1) |ys1 Y32 Y33 0 01
Az L els6 soraval val6 szorzasbol: [y11 y12 y13] = [1 0 0]. A mésodik
sorral val6 szorzasbol [y11 y12 vi3] + [y21 y22 y23] = [0 1 0]. Behe-
lyettesftés utan [y21 y22 y23] = [—3 1 0]. Végiil a harmadik sorral val6
szorzéasbol:

i[yn Y12 y13}+% [}/21 Y22 yzs}—k{ym Y32 ]/33} = {0 0 1},

amibdl behelyettesités utan kifejezve Y harmadik sorat kapjuk, igy
(Y31 y32 y33] = [0 — % 1]. Azaz

1 0 0
Y=|-1/2 1 0
0o -12 1
Ezutdn ugyanigy, egyszer( helyettesitésekkel megoldhat6 az UX =Y,
azaz a
4 8 8 X11 X12  X13 1 0 0
0 2 0 X21 Xp2 Xp3| = —1/2 1 0
00 2 X31 X32 X33 0 —1/2 1

matrixegyenlet is, melynek megoldésa
3/4  —=1/2 -1
X=|=-1/4 1/2 0.
0 =14 12 O
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PLU-felbontds” Nincs minden A métrixnak LU-felbontasa, de sorcse-
rékkel — azaz egy permutdciématrixszal valé balrél szorzédssal — olyan
alakra hozhat6, melynek van LU-felbontédsa. Létezik tehat olyan P per-
mutdciématrix, hogy

PA = LU, azaz A = P'LU.

(Itt kihasznaltuk, hogy permutdciématrix inverze megegyezik transz-
ponaltjaval.)

5.43. DEFINIc1O (PLU-FELBONTAS). EgQy tetszbleges m X n-es A mdtrix-
nak egy permutdcios, egy egység fodtlojii négyzetes alsé hdromszog- és egy
m X n-es fels6 haromszogmidtrixra valé bontdsit PLU-felbontdsnak nevez-
ziik.

Az LU-felbontds a gyakorlatban Ismét végigszamoljuk az 5.38. példabe-
li matrix felbontasat. El6szor irjunk le egy egységmatrixot, de a f64tlo
alatti helyeket tiresen hagyva, ebbdl lesz L. Irjuk mellé az A matri-
xot, és amikor elvégziink egy S; — 1;;S; sormtiveletet rajta, akkor az [;;
értéket bejegyezziik az L matrix j-edik sordnak i-edik oszlopdba. Az
alabbi szdmitdsok bal hasabjdban latjuk a fentiek szerinti 1épéseket.

(1 0 ol 4 1 2 (400 1.00 2.00
1 0|2 41 2.00 4.00 1.00
11 2 4 1.00 2.00 4.00

N[} )
(1 o0 o]lf2 1 2 (400 1.00 2.00]
/2 1 0] |0 7/2 O o050 3.50 0.00
I 11 2 4 |1.00 2.00 4.00]

U |
1 o o|lf2 1 2 [4.00 1.00 2.00]
/2 1 0| |0 7/2 0 050 3.50 0.00
1/4 1] [0 7/4 7/2 025 175 3.50]

[} U
1 0 o]fsa 1 2 (400 1.00 2.00
12 1 0[]0 7/2 0 050 3.50 0.00
|1/4 /2 1] |0 0 7/2 025 0550 3.50

Vegytik észre, hogy az A métrixon folytatott elemi atalakitdsok ered-
ménye és az L mar kiszdmolt elemei egyetlen matrixban is , elférnek”,
ugyanis L-ben épp akkor és oda keriil egy elem, amikor és ahova A-
ban 0. Ezt a szamitégépprogramok kihasznéljdk, ha igen nagy mére-
tli A matrixot kell felbontani, és az L és U matrixot is az A helyében
konstrudljak meg. A fenti szamitdsok jobb hasdbjaban ezt a szamit6gé-
pes technikéat alkalmazzuk. Szines hattérrel jeloljiik az L-beli elemeket.
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Az LU-felbontds miiveletigénye megegyezik a Gauss-kikiiszobolésével,
azaz egy n-edrend(i métrixra nagysagrendileg 21n°/3. Egyenletrend-
szer megolddsdnal is azonos a lépésszdm, hisz a Gauss-médszernél
a kikiiszobolést a jobb oldallal is meg kell csindlni, az LU-felbontés-
nél viszont az alsé haromszogmatrixhoz tartoz6 egyenletrendszert is
meg kell oldani: mindketté n(n —1)/2 dsszeadds/kivonds és ugyan-
ennyi szorzds/osztds. Az LU-felbontdsnak viszont t&bb olyan elényos
tulajdonsdga van, ami miatt haszndlata meghatarozé az egyenletrend-
szerek megolddsdban és amellett tobb mds feladatban is. Néhany a
legfontosabbak koziil:

1. Mivel az egyenletrendszer egyiitthatomatrixdnak LU-felbontdsa-
hoz nincs sziikség az egyenletrendszer jobb oldalara, ezért hasznalhato
olyan esetekben, amikor a jobb oldal még nem ismeretes, vagy tobb
kiilonboz6 jobb oldallal is dolgozni kell.

2. Az LU-felbontas ismeretében tobb matrixokkal kapcsolatos sza-
mitds gyorsabban elvégezhet6 mint egyébként, pl. ilyen a matrix inver-
zének, vagy a kés6bb tanuland6 determindnsdnak meghatarozasa.

3. Kordbban emlitettiik, hogy az LU-felbontds igen memoriataka-
rékos, rdaddsul vannak olyan specidlis matrixosztalyok (pl. a szalag-
matrixok, vagy a ritka métrixok), melyekre létezik a kikiiszobolésnél
gyorsabb algoritmus az LU-felbontésra.

4. A komputer algebra programok tigy miikodnek, hogy ha egy
matrixon valamilyen szadmitast kell elvégezni, ami megoldhaté az LU-
felbontéssal, akkor azzal oldjak meg. Igy ha kés6bb egy masik szami-
tast is el kell vele végezni, az LU-felbontds ismeretében az mar sokkal
gyorsabb lehet.



Feladatok

Adjuk meg az alabbi matrixok egy LU-felbontasat!

4 4 4
532. [2 5 5
1 2 4
(4 8 4]
5.33. 7 8
1 3 4
[5 -4 —2
534. | 4 -5 —5
-3 1 -4
(-3 1 -3 0
-2 4 3 -4
53113 3 0
-3 0 -3 -1
(.2 -2 0 3
‘ 0 2 -2 -1
5311 0 2 -2
10 2 1
[ 20 20 —20
537. |—05 0.0 —1.0
10 15 1.0

P

Az el6z6 feladatokban megkonstrualt LU-felbontédsokat
hasznalva oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszereket, azaz
oldjuk meg elébb az Ly = b, majd az Ux = y egyenlet-
rendszereket!

(4 4 4 [0]
538. |2 5 5|x= |3

1 2 4 5

[4 8 4] [0]
539. |2 7 8|x= |3

1 3 4 2

[5 -4 -2 3
540. | 4 =5 —5|x=[-1

-3 1 -4 -7
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20 20 -20 56
541. |05 0.0 —1.0|x= |-1.0
1.0 15 1.0 46

5.42. [Végtelen sok megoldas]

4x1 +8xp +4x3 +8x4 = 8
2x1 + 6xp +4x3 +4x4 =4
X1+ 3xp +2x3 +4x4 =4

Hatdrozzuk meg az aldbbi matrixok inverzét az LU-
felbontdsuk ismeretében, azaz oldjuk meg az LY = I és
az UX = Y matrixegyenleteket!

4 4 4
543. A=12 5 5
1 2 4
4 8 4
5.44. |2 7 8
1 3 4

5.45. Bizonyitsuk be, hogy ha A = LU az A egy LU-
felbontésa,