Mat. Alb 9. gyakorlat 2012/13, 1. félév

. Osszuk el maradékosan az f(x) polinomot g(z)-szel, ha
a) f(x)=a23+322 —x+1, és g(x) = 22 + x;

b) f(z)=a* 522 —2+2, és g(v) =223 + 2 — 1;

c) f(x) =323 +2+2,és g(x) =2 — 2.

. A Horner-moédszer alkalmazasaval szamitsuk ki a kovetkezsket:

a) f(z) =% — 52% — r + 2 maradékos osztésa (r + 2)-vel;

b) f(3) értéke, ha f(z) = 25 — 42° — 2% + 1023 + 5z + 2;
2

¢) x°—2x°+x+1 maradékos osztasa (72 —1)-gyel (a Horner-médszert kétszer alkalmazva:
(z — 1)-gyel, és a hanyadosra (x + 1)-gyel).

. A racionalis gyokteszt szerint melyik racionalis szdmok koziil keriilnek ki az f(x) = 32° —

22* + 22 — 3z + 6 polinom racionalis gydkei, ha egyaltalan vannak ilyenek?

. Keressiik meg a kévetkez§ polinomok 6sszes gyokét C-ben:

a) ot — 323 + 2% + 4;

b) 225 — 2% + 423 — 222 — 62 + 3.

. Szamitsuk ki az aladbbi fiiggvényértékeket!

a) shl+chl b) arsh2 c¢) th(lnb) d) th(arsh(—3))

. Hatarozzuk meg a kovetkezs fliggvények értelmezési tartoményat és derivaltjat!

a) sh(arccosx) b) e*chz ¢) arch 23

. Végezziink teljes fliggvényvizsgalatot az alabbi fliggvényekre!

a) (22 —1)2 b) V1 — a3 c) Iz d) arctg(l+ 1) e) arch(1 —1)

T
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Megoldasok
3432 —z+1=(@2%+2)(v+2)+(=3z+1)

x (
gt —ba? —x4+2= 22 +x—1)jz+ (—F2? — 32+ 2)
323 +x+2= (v —2)(32% + 62 + 13) + 28

1 0 ) -1 2

-2 1 -2 -1 1 0

vt 512 —x+2=(x+2)(23-222 -2 +1)+0

1 —4 -1 10 0 5) 2

3 1 -1 —4 -2 —6 —-13 —37

28 — 425 — 24 + 1023 + 52 + 2 = (v — 3)(2® — 2 — 423 — 222 — 62 — 13) + (=37), és
ebbsl f(3) = —37.

1 0 0 -2 1 1
1) 1 1 1 -1 0 1
-1 1 0 1 -2 2

-2 +r+1=(z—-1)(2*+23+2°—2)+1=(z-D((z+ ) (23 +2-2)+2)+1 =
-+ +z2-2)+(x-1)2+1=(22-1)(23+2-2)+ (22— 1)

p

3. Csak olyan racionalis szdmok lehetnek gyokei, amelynek egyszertisitett q alakjaban p
osztoja 6-nak (tehat p = 41,42, 43 4+ 6), és ¢ osztoéja 3-nak (tehat ¢ = 1,3). Igy
P =41,42,43, +6, £, £2.

4.

a)

c)

x* — 323 + 2% 4 4 lehetséges racionalis gyokei a racionalis gyokteszt szerint +1, 42, +4,
de lathatd, hogy negativ helyen a fliggvény értéke pozitiv, tovibba az 1 nem gyoke
(az egyiitthatok Gsszege nem 0), igy el6szor az (z — 2)-t probaljuk kiemelni Horner-
modszerrel, és kideriil, hogy az valoéban osztéja a polinomnak, s6t a hanyadosnak is:
vt — 323 + 2% +4 = (x — 2)%(2% + x + 1), igy a polinom gydkei 2, és —% + @2

A polinom lehetséges racionélis gyokei +1,+3, j:%, i%. A Horner-médszerrel behe-
lyettesitve, és leosztva azt kapjuk, hogy 225 — 2* +42° — 222 — 62 +3 = (v — 1)(x +
1)(z — %)(2:172 + 6), tehat a gyokok 1, —1, %, +4/3i.

1 1
e—z e-l—@_

hl+chl= —e.
shl+c 5 + 5 e
e’ +e " _ 1 1ss s ,
arsh2 = x, ha shx = 2, azaz — = 2. Az e""-et —;-ként irva, és az egyenletet
Atrendezve e”-re egy masodfokt egyenletet kapunk: (e%)? — 4e® — 1 = 0, amibél

e” = 24+/5. De e > (0 miatt ebbél csak a pozitiv a j6 megoldas, igy = = In(2 4 /5),
azaz arsh2 = In(2 + \/5)

shin5  (e® —e~2%)/2 5
chln5 — (eln5 e~ In5)/2 54

12

th(ln5) = _12
(In5) 13

= |on—=
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sh arsh(—3) sh arsh(—3) -3 3

d) tharsh(—3) = =

~ charsh(—3) - \/1+sh2 arsh(—3) - V14 (=3)2 ~ /10

a) f(z) = sh(arccosx)-re D(f) = [—1, 1], mert arccos itt van értelmezve, sh pedig min-

—1
V1— 22

denhol. A derivaltja: f’(z) = ch(arccosz) -

b) e”chx az egész R-en értelmezve van, és deriviltja e”chz + e*sha = e - (5(e” +

e ")+ 1(e® — e ")) = €2” (vagy el6bb egyszerfisitiink: e” chx = $(e?* + 1), és aztén
derivalunk).

c) arch értelmezés tartoménya [1,+oc], tehat az f(r) = archx® azokra az x-ekre van

értelmezve, amelyekre 2% > 1, és ezek éppen az [1, +00) intervallum elemei. A derivalt
1
f'(z) = ——— - 322
X

a) f(z) = (22 — 1)%re D(f) = R, és f mindeniitt folytonos paros fiiggvény. A tengely-

metszetek (0,1) és (£1,0). A fiiggvénynek nem lehet fiigg6leges aszimptotaja, mert az
egész szamegyenesen folytonos, tovibba vizszintes és ferde aszimptotija sincs, mivel

. [f(z)
lim

r—oo X

() =2(z* — 1) - 22
f"(z) =(42® — 42) = 1222 — 4

f'(z) az x = 0,41 helyeken 0, és mindeniitt értelmezve van. f”(z) az z = +1/v/3
helyeken 0, és mindenhol értelmezve van. Az derivaltak elGjeleit, és az f(z) fiiggvény
ebbdl adédoé tulajdonsagait a tablazat mutatja.

r:—oo —1 —% 0 % 1 o0
ol -1 + + - - |+
f" + | + - - + | + 14]
ol N1 7 70N NS
U U N N U U
MIN INFL MAX INFL MIN

f: o0 0

Ol

1 % 0 o0 . Cx

A grafikonrol leolvashaté az is, hogy R(f) = [0, +00).

Ha f(z) = v/1— 123, akkor D(f) = R, és itt folytonos is a fiiggvény. Nem péaros
és nem péaratlan, tengelymetszetei: (0,1) és (1,0). Fiigg6leges aszimptotaja nem

1
lehet, oo-ben: lim @) =q — —1=-1,¢és lim f(z)+z = lim V1—234 2=
r—oo I x T—00 T—00
1— a3 + a3 1
lim v = — 0, tehat

t—oo (1—23)2/3 — (1 —2)Br + a2~ 22((& —1)23 — (L —1)/3+1)
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f ferde aszimptotaja y = x, és ugyanez az egyenes —oo-ben is aszimptotaja.

2
1) 3y-2/3 2y _ -
fla) =50 = a0 (a0) =
—2x
" _ . 3\ =2/3 2 (_~ 3\—5/3 | 2y
i) ==2x-(1-27) z” - (=3)(1—2”) (=327) 1= 297
f'(x) az © = 0-ban 0, és x = 1-ben nincs értelmezve, f”(x) ugyanigy.
154
T —00 0 1 00
f/ - - - 05
12 - — 0. X .
f + _ + 15 1 05 5 05 ! 15 2
N\ N\ N\ 05
" U N U =
INFL INFL 151
f: o0 1 0 —00 -2
Bar a fiiggvény x = 1-ben nem differencidlhato, mégis van inflexiés pontja, mert
konkavbol konvexbe valt, és van (fiigg6leges) érintGje. R(f) = R.
Inz ) . .
c) f(x) = —-re D(f) = (0,400), f folytonos ezen a tartomanyon, nem paros és nem
x
paratlan, és az (1,0) az egyetlen tengelymetszete. Fiigg6leges aszimptotéija csak 0-ban
1 1 <
lehet, és ott van is, mert lim 2 . A co-ben lim —2 = lim & = 0, tehat
z—0t T r—oo I z—o0 |

y = 0 vizszintes aszimptota.

f'(x) az Inx = 1, azaz = = e helyen 0, és az egész D(f)-en értelmezve van. f”(z) az

Inx = %, azaz x = Ve3 helyen 0, és D(f)-en értelmezve van.
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0.4+
0.2
. /o3
vi 0 e ¢ > P4 6 8 M B wm w0
0
f/ _|_ _ —
-0.2
f// _ _ _|_
0.4
/N N\ y
f// m m U -0.6
MAX INFL 087
fi —o0 1 3 0 -

ﬁ

e 2v'e3

Az abra alapjan R(f) = (—o0, 1).
d) f(z) = arctg(l + 2)-re D(f) = R\ {0}, mert arctg mindenhol értelmezve van. A
fliggvény nem péros és nem paratlan, a 0 kivételével mindeniitt folytonos, és tengely-
metszete csak a (—1,0) pontban van. Fiigg6leges aszimptotaja csak x = 0-ban lehet,
de: mlir(r)lJr arctg(l+ 1) = Z, és xlir(rJl_ arctg(l + 1) = —Z, tehat f-nek nincs fiigg6leges

aszimptotdja. oo-ben lim arctg(l + 1) = lim arctg(l + 1) = =, tehdt az y =

egyenes vizszintes aszimptota.

1 1 -1
/ = ¢ —— e —
(@) T+ 12+ S NG |
4x + 2
" o
@) =G rar 1192
Az [’ fiiggvény mindig negativ, f”(z) = 0 teljesiil = —3-re. Ez el6tt negativ, ez

utan pozitiv az f”(z) értéke.

. 1
T: —00  —3 0 00
- -] -
f" - + +
N\ N\ N |
-2
" N U U
INFL
f+% 0 - 33 %

D(f) = (0, 3], és itt a fiiggvény folytonos. A fiiggvény nem paros és nem pératlan,
tengelymetszete (%,O). Ferde, illetve vizszintes aszimptotija nem lehet, fligg&leges
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aszimptotéja 0-ban vagy 1-ben lehet. lim arch(i—1) = 400, és lim arch(1 —1) =

z—0+ z—1

0, tehat x = 0 az egyetlen aszimptota.
1 1 -1
/
T) = ()= —
0= @) = e

—z(1 — 3x)
(22 — 223)3/2

f'(x) = — %(:ﬁ — 223732 (22 — 62%) =

f'(z) < 0 az egész (1, 1) intervallumban, f”(x)-nek 3-ban van O-helye, és (1, 5)-en ez
is értelmezve van.

6-
5
n

1 1

v 0 3 3

f/ _ _ y 3

"

I e

N
f// m U Iy
INFL

0 02 04 06 08 1

f: o0 m@e+v3) 0 x

Az f(3) értéket az arch2 = z, azaz chz = 2 (z > 0) egyenletbél szamithatjuk
ki, amely a chz = % és e = e% behelyettesités utdn e”-re egy mésodfoki

4j:27\/522j:\/§.

egyenletet ad: (e%)? —4e® 4+ 1 = 0, és ennek a megoldasa: ¢” =

Ebbél 2 = In(2 & v/3), de ezek koziil csak a nagyobbik pozitiv (azaz csak az van az
arch értékkészletében), igy arch2 = In(2 4+ v/3) ~ 1,32. R(f) = [0, +o0).



