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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

lranyitott szakasz, kotott és szabad vektor

Kottt és szabad vektorok:
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

lranyitott szakasz, kotott és szabad vektor
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

lranyitott szakasz, kotott és szabad vektor
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»Ha az iranyitott szakasz a hal, akkor a vektor a halraj.”
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

lranyitott szakasz, kotott és szabad vektor
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Vektorosszeadas, skalarral szorzas

Vektordsszeadas (haromszogmédszer, parallelogramma-mdédszer)
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Vektorosszeadas, skalarral szorzas

Vektordsszeadas (haromszogmédszer, parallelogramma-mdédszer)
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Mdveleti tulajdonsagok

Tétel (A vektormiiveletek tulajdonsagai)

Ha a, b és c a 2- vagy 3-dimenziés tér tetszbleges vektorai, 0 a zérusvektor
és r, s két tetszbleges valds szam, akkor fonnallnak az alabbi azonossagok:
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Mdveleti tulajdonsagok

Tétel (A vektormiiveletek tulajdonsagai)

Ha a, b és c a 2- vagy 3-dimenziés tér tetszbleges vektorai, 0 a zérusvektor
és r, s két tetszbleges valds szam, akkor fonnallnak az alabbi azonossagok:

a) a+b=b+a e) r(sa)=(rs)a

b) (a+b)+c=a+(b+c) f) r(@a+b)=ra+rb

c) a+0=a g) (r+s)a=ra+sa

d a+(-a)=0 h) la=aés0a=0
Vektorok
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis kombinacié

Definicié (Linearis kombinacid)

Az ai, ap,..., ag vektorok linearis kombinacidjan egy
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis kombinacié

Definicié (Linearis kombinacid)

Az ai, ap,..., ag vektorok linearis kombinacidjan egy

Vektorok e



Linearis kombinacié
Definicié (Linearis kombinacid)
Az ai, ap,..., ag vektorok linearis kombinacidjan egy

ci1a1 + caz + ...+ crag

alak vektort értiink, ahol ¢, ¢, ..., ¢, valés szamok.
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Linearis kombinacié
Definicié (Linearis kombinacid)
Az ai, ap,..., ag vektorok linearis kombinacidjan egy

ci1a1 + caz + ...+ crag

alak( vektort értiink, ahol ¢y, cp, ..., ¢k valés szamok. A v vektor el&all az
aj, a,..., ax vektorok linearis kombinaciéjaként, ha vannak olyan
1,0, ..., Cx valds szdmok, hogy v = c1a; + ... + ckag.
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Linearis kombinacié
Definicié (Linearis kombinacid)
Az ai, ap,..., ag vektorok linearis kombinacidjan egy

ci1a1 + caz + ...+ crag

alak( vektort értiink, ahol ¢y, cp, ..., ¢k valés szamok. A v vektor el&all az
aj, a,..., ax vektorok linearis kombinaciéjaként, ha vannak olyan
1,0, ..., Cx valds szdmok, hogy v = c1a; + ... + ckag.
v
a
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Linearis kombinacié
Definicié (Linearis kombinacid)
Az ai, ap,..., ag vektorok linearis kombinacidjan egy

ci1a1 + caz + ...+ crag

alak( vektort értiink, ahol ¢y, cp, ..., ¢k valés szamok. A v vektor el&all az
aj, a,..., ax vektorok linearis kombinaciéjaként, ha vannak olyan
1,0, ..., Cx valds szdmok, hogy v = c1a; + ... + ckag.

v
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Linearis kombinacié
Definicié (Linearis kombinacid)
Az ai, ap,..., ag vektorok linearis kombinacidjan egy

ci1a1 + caz + ...+ crag

alak( vektort értiink, ahol ¢y, cp, ..., ¢k valés szamok. A v vektor el&all az
aj, a,..., ax vektorok linearis kombinaciéjaként, ha vannak olyan
1,0, ..., Cx valds szdmok, hogy v = c1a; + ... + ckag.
v
v3as
/ via; A wpag
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis figgetlenség

Definicié (Vektorok fiiggetlensége)
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis figgetlenség

Definicié (Vektorok fiiggetlensége)

e Azt mondjuk, hogy egy v vektor linearisan fiiggetlen az a;, a,...a,
(n > 1) vektoroktdl,
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis figgetlenség

Definicié (Vektorok fiiggetlensége)

e Azt mondjuk, hogy egy v vektor linearisan fiiggetlen az a;, a,...a,
(n > 1) vektoroktdl,

ha v nem fejezhetd ki e vektorok linearis kombinaciéjaként.
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis figgetlenség

Definicié (Vektorok fiiggetlensége)

e Azt mondjuk, hogy egy v vektor linearisan fiiggetlen az a;, a,...a,
(n > 1) vektoroktdl,

ha v nem fejezhetd ki e vektorok linearis kombinaciéjaként.

e Azt mondjuk, hogy az aj, aj,...a, (n > 2) vektorok linearisan
figgetlenek,
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis figgetlenség

Definicié (Vektorok fiiggetlensége)

e Azt mondjuk, hogy egy v vektor linearisan fiiggetlen az a;, a,...a,
(n > 1) vektoroktdl,

ha v nem fejezhetd ki e vektorok linearis kombinaciéjaként.

e Azt mondjuk, hogy az aj, aj,...a, (n > 2) vektorok linearisan
figgetlenek,

ha e vektorok egyike sem fejezhetd ki a tobbi linearis kombinaciéjaként.
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis figgetlenség

Definicié (Vektorok fiiggetlensége)

e Azt mondjuk, hogy egy v vektor linearisan fiiggetlen az a;, a,...a,
(n > 1) vektoroktdl,

ha v nem fejezhetd ki e vektorok linearis kombinaciéjaként.

e Azt mondjuk, hogy az aj, aj,...a, (n > 2) vektorok linearisan
figgetlenek,
ha e vektorok egyike sem fejezhetd ki a tobbi linearis kombinaciéjaként.

o Ha legalabb egyikiik kifejezhet6 a tobbi linearis kombinaciéjaként, azaz
legalabb egyikiik linearisan fligg a tobbitél, akkor e vektorokat
linedrisan osszefiiggbknek nevezziik.
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis figgetlenség

Definicié (Vektorok fiiggetlensége)

e Azt mondjuk, hogy egy v vektor linearisan fiiggetlen az a;, a,...a,
(n > 1) vektoroktdl,

ha v nem fejezhetd ki e vektorok linearis kombinaciéjaként.

e Azt mondjuk, hogy az aj, aj,...a, (n > 2) vektorok linearisan
figgetlenek,
ha e vektorok egyike sem fejezhetd ki a tobbi linearis kombinaciéjaként.

o Ha legalabb egyikiik kifejezhet6 a tobbi linearis kombinaciéjaként, azaz
legalabb egyikiik linearisan fligg a tobbitél, akkor e vektorokat
linedrisan osszefiiggbknek nevezziik.

o Az egyetlen vektorbdl all6 vektorrendszert linearisan fliggetlennek
tekintjiik, ha a vektor nem a zérusvektor.
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis fliggetlenség, egyértelmii linearis kombinacié

\Y

Vektorok T TN EE



Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis fliggetlenség, egyértelmii linearis kombinacié
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis fliggetlenség, egyértelmii linearis kombinacié

& <

Tétel (Térbeli vektor felbontasa)

Ha ai, ay és a3 harom linearisan fliggetlen térbeli vektor, akkor a tér
minden v vektora egyértelmiien el6all e vektorok linearis kombinacidjaként,
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis fliggetlenség, egyértelmii linearis kombinacié

& <

Tétel (Térbeli vektor felbontasa)

Ha ai, ay és a3 harom linearisan fliggetlen térbeli vektor, akkor a tér
minden v vektora egyértelmiien el6all e vektorok linearis kombinacidjaként,
azaz egyértelmiien léteznek olyan vy, vo és vz valds szamok, hogy

Vv = via; + var + v3as.
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Tavolsag, szég, orientacié

Skalaris szorzas

Definicié (Két vektor skalaris szorzata)

Két vektor skalaris szorzatan a vektorok abszolit értékének és az 3ltaluk
bezart szdg koszinuszanak szorzatat értjiik:
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Tavolsag, szég, orientacié

Skalaris szorzas

Definicié (Két vektor skalaris szorzata)

Két vektor skalaris szorzatan a vektorok abszolit értékének és az 3ltaluk
bezart szdg koszinuszanak szorzatat értjiik:
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Tavolsag, szég, orientacié

Skalaris szorzas

Definicié (Két vektor skalaris szorzata)

Két vektor skalaris szorzatan a vektorok abszolit értékének és az 3ltaluk
bezart szog koszinuszanak szorzatat értjilk: Az a és b vektorok skalaris

szorzata tehat
a-b = |a||b|cos(a,b),,

ahol a két vektor altal bezart szég (a, b),.
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Tavolsag, szég, orientacié

Skalaris szorzas

Definicié (Két vektor skalaris szorzata)

Két vektor skalaris szorzatan a vektorok abszolit értékének és az 3ltaluk
bezart szog koszinuszanak szorzatat értjilk: Az a és b vektorok skalaris

szorzata tehat
a-b = |a||b|cos(a,b),,

ahol a két vektor altal bezart szég (a, b),.
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Tavolsag, szég, orientacié

A skalaris szorzas tulajdonsagai

Tétel (A skalaris szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Ha a, b és c tetszéleges térbeli (sikbeli) vektorok és r tetszdleges valds

szam, akkor igazak az alabbi dsszefiiggések:
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Tavolsag, szég, orientacié

A skalaris szorzas tulajdonsagai

Tétel (A skalaris szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Ha a, b és c tetszéleges térbeli (sikbeli) vektorok és r tetszdleges valds

szam, akkor igazak az alabbi dsszefiiggések:
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Tavolsag, szég, orientacié

A skalaris szorzas tulajdonsagai

Tétel (A skalaris szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Ha a, b és c tetszéleges térbeli (sikbeli) vektorok és r tetszdleges valds

szam, akkor igazak az alabbi dsszefiiggések:

a) a-b=b-a

(kommutativitas)
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Tavolsag, szég, orientacié

A skalaris szorzas tulajdonsagai

Tétel (A skalaris szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Ha a, b és c tetszéleges térbeli (sikbeli) vektorok és r tetszdleges valds

szam, akkor igazak az alabbi dsszefiiggések:
a) a-b=b-a
b) (a+b)-c=a-c+b-c

(kommutativitas)
(disztributivitas)

Vektorok
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Tavolsag, szég, orientacié

A skalaris szorzas tulajdonsagai

Tétel (A skalaris szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Ha a, b és c tetszéleges térbeli (sikbeli) vektorok és r tetszdleges valds

szam, akkor igazak az alabbi dsszefiiggések:
a) a-b=b-a (kommutativitas)

b) (a+b)-c=a-c+b-c (disztributivitas)
c) r(a-b)=(ra)-b=a-(rb)
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Tavolsag, szég, orientacié

A skalaris szorzas tulajdonsagai

Tétel (A skalaris szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Ha a, b és c tetszéleges térbeli (sikbeli) vektorok és r tetszdleges valds
szam, akkor igazak az alabbi dsszefiiggések:
a) a-b=b-a (kommutativitas)
b) (a+b)-c=a-c+b-c (disztributivitas)
c) r(a-b)=(ra)-b=a-(rb)
d) a-a>0,haa#0éa-a=0 haa=0.

Tétel (Mikor 0 a skalaris szorzat?)
a-b=0 < a L b (aés b merbleges, ha barmelyikiik a zérusvektor,
vagy ha hajlasszogiik 7/2.)
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Tavolsag, szég, orientacié

Hosszlsag és szog

Vektor hossza:
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Tavolsag, szég, orientacié

Hosszlsag és szog
Vektor hossza: a-a = |a||a| cos0 = |a]|al, tehat |a|?

la| = va-a.

= a-a, azaz
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Tavolsag, szég, orientacié

Hosszlsag és szog
Vektor hossza: a-a = |a||a| cos0 = |a]|al, tehat |a|?

la| = va-a.

= a-a, azaz

Két pont (vektor) tavolsaga
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Tavolsag, szég, orientacié

Hosszlsag és szog
Vektor hossza: a-a = |a||a| cos0 = |a]|al, tehat |a|?

la| = va-a.

= a-a, azaz

Két pont (vektor) tavolsaga

d(a,b) =|a—b|.

Vektorok T



Tavolsag, szég, orientacié

Hosszlsag és szog

Vektor hossza: a-a = |a||a] cos0 = |a||a|, tehat |a]?> = a - a, azaz

la| = va-a.
Két pont (vektor) tavolsaga
d(a,b) =|a—b|.
Két vektor altal bezart szog:
Vektorok
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Tavolsag, szég, orientacié

Hosszlsag és szog

Vektor hossza: a-a = |a||a] cos0 = |a||a|, tehat |a]?> = a - a, azaz

la| = va-a.

Két pont (vektor) tavolsaga

d(a,b) =|a—b|.

Két vektor altal bezart szog:

a-b

cos(a,b), = Tallb]’ (1)

mivel a [0, 7] intervallumon a koszinusz fiiggvény kolcsndsen egyértelmdi.
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Tavolsag, szég, orientacié

Harom fontos Gsszefiiggés

Tétel (Pithagorasz-tétel)

Az a és b vektorokra pontosan akkor teljesiil az
la + b|? = |a]? + |b|?6sszefiiggés,

Vektorok T



Tavolsag, szég, orientacié

Harom fontos Gsszefiiggés

Tétel (Pithagorasz-tétel)

Az a és b vektorokra pontosan akkor teljesiil az
la 4+ b|?> = |a]? + |b|?6sszefiiggés, ha a és b merblegesek egymasra.
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Tavolsag, szég, orientacié

Harom fontos Gsszefiiggés

Tétel (Pithagorasz-tétel)

Az a és b vektorokra pontosan akkor teljesiil az
la 4+ b|?> = |a]? + |b|?6sszefiiggés, ha a és b merblegesek egymasra.

Tétel (Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség)

Keét vektor skalaris szorzatanak abszolt értéke sosem nagyobb abszolat
értékeik szorzatanal,

Vektorok T



Tavolsag, szég, orientacié

Harom fontos Gsszefiiggés

Tétel (Pithagorasz-tétel)

Az a és b vektorokra pontosan akkor teljesiil az
la 4+ b|?> = |a]? + |b|?6sszefiiggés, ha a és b merblegesek egymasra.

Tétel (Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség)

Keét vektor skalaris szorzatanak abszolt értéke sosem nagyobb abszolat
értékeik szorzatanal, azaz

|a- b| < |a|b].
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Tavolsag, szég, orientacié

Harom fontos Gsszefiiggés

Tétel (Pithagorasz-tétel)

Az a és b vektorokra pontosan akkor teljesiil az
la 4+ b|?> = |a]? + |b|?6sszefiiggés, ha a és b merblegesek egymasra.

Tétel (Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség)

Keét vektor skalaris szorzatanak abszolt értéke sosem nagyobb abszolat
értékeik szorzatanal, azaz

|a- b| < |a|b].

Tétel (Haromszog-egyenltlenség)

Barmely két a és b vektorra |a + b| < |a| + |b|.

Vektorok T



Tavolsag, szég, orientacié

Egységvektorral valé szorzas

Tétel (Egységvektorral valé szorzas geometriai jelentése)

Ha e egységvektor, akkor a b = (e - b)e vektor a b vektornak az e
egyenesére valé meréleges vetiilete. Az e - b szorzat e vetiilet elgjeles

hossza, mely pozitiv, ha b és e egyiranylak, és negativ, ha ellenkezg
iranyaak.

Vektorok AT YT




Tavolsag, szég, orientacié

Egységvektorral valé szorzas

Tétel (Egységvektorral valé szorzas geometriai jelentése)

Ha e egységvektor, akkor a b = (e - b)e vektor a b vektornak az e
egyenesére valé meréleges vetiilete. Az e - b szorzat e vetiilet elgjeles

hossza, mely pozitiv, ha b és e egyiranylak, és negativ, ha ellenkezg
iranyaak.
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Tavolsag, szég, orientacié

Egységvektorral valé szorzas

Tétel (Egységvektorral valé szorzas geometriai jelentése)

Ha e egységvektor, akkor a b = (e - b)e vektor a b vektornak az e
egyenesére valé meréleges vetiilete. Az e - b szorzat e vetiilet elgjeles

hossza, mely pozitiv, ha b és e egyiranylak, és negativ, ha ellenkezg
iranyaak.

b b

_

e (e-b)e (e-b)e e
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Tavolsag, szég, orientacié

Meréleges vetités

proj, b a b vektor a egyenesére es6
mer6leges vetiileti vektora. Eszerint

projeb = (e - b)e.
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Tavolsag, szég, orientacié

Meréleges vetités

proj, b a b vektor a egyenesére es6
mer6leges vetiileti vektora. Eszerint

projeb = (e - b)e.
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Tavolsag, szég, orientacié

Meréleges vetités
proj, b a b vektor a egyenesére es6 b
merGleges vetiileti vektora. Eszerint

b — proj, b
projeb = (e - b)e.

a proj, b
Tétel (Vektor felbontdsa meréleges &sszetevékre)

Ha a és b a sik vagy a tér két vektora, és a # 0, akkor b-nek az a
egyenesére es6é meréleges vetiilete

V.
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Tavolsag, szég, orientacié

Meréleges vetités
proj, b a b vektor a egyenesére es6 b
merGleges vetiileti vektora. Eszerint

b — proj, b
projeb = (e - b)e.

a proj, b
Tétel (Vektor felbontdsa meréleges &sszetevékre)

Ha a és b a sik vagy a tér két vektora, és a # 0, akkor b-nek az a
egyenesére es6é meréleges vetiilete

. a
roj, b= —a.
projab = ——
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Tavolsag, szég, orientacié

Meréleges vetités

proj, b a b vektor a egyenesére es6 b
merGleges vetiileti vektora. Eszerint

b — proj, b
projeb = (e - b)e.
a proj, b

Tétel (Vektor felbontdsa meréleges &sszetevékre)

Ha a és b a sik vagy a tér két vektora, és a # 0, akkor b-nek az a
egyenesére es6é meréleges vetiilete

. a
roj, b= —a.
projab = ——

A b-nek az a egyenesére merGleges Gsszetevje

Vektorok AT



Tavolsag, szég, orientacié

Meréleges vetités

proj, b a b vektor a egyenesére es6 b
merGleges vetiileti vektora. Eszerint

b — proj, b
projeb = (e - b)e.

a proj, b
Tétel (Vektor felbontdsa meréleges &sszetevékre)

Ha a és b a sik vagy a tér két vektora, és a # 0, akkor b-nek az a
egyenesére es6é meréleges vetiilete

a-b
roj, b= —a.
proja b = ——

A b-nek az a egyenesére merGleges Gsszetevje

a-b
b—proj,b=b—-—-a.
a-a
Vektorok 2014. oktéber 20.
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Orientacié

o & E

Vektorok T



Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas

Definicié (Vektori szorzat)

A 3-dimenzids tér két vektoranak vektori szorzatan azt a vektort értjik,
melynek

@ abszolat értéke a két vektor abszolat értékének és kozbezart szbge
szinuszanak szorzata,

Vektorok A Y T



Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas

Definicié (Vektori szorzat)

A 3-dimenzids tér két vektoranak vektori szorzatan azt a vektort értjik,
melynek

@ abszolat értéke a két vektor abszolat értékének és kozbezart szbge
szinuszanak szorzata,

@ iranya mer6leges mindkét vektor iranyara és — ha a szorzat nem a
nullvektor, akkor — az elsé tényez8, a masodik tényez§ és a szorzat
ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.
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Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas

Definicié (Vektori szorzat)

A 3-dimenzids tér két vektoranak vektori szorzatan azt a vektort értjik,
melynek

@ abszolat értéke a két vektor abszolat értékének és kozbezart szbge
szinuszanak szorzata,

@ iranya mer6leges mindkét vektor iranyara és — ha a szorzat nem a
nullvektor, akkor — az elsé tényez8, a masodik tényez§ és a szorzat
ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.

@ az abszolit érték nem negativ, mert sin a [0, 7]-n nem negativ.

Vektorok T Y



Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas

Definicié (Vektori szorzat)

A 3-dimenzids tér két vektoranak vektori szorzatan azt a vektort értjik,
melynek

@ abszolat értéke a két vektor abszolat értékének és kozbezart szbge
szinuszanak szorzata,

@ iranya mer6leges mindkét vektor iranyara és — ha a szorzat nem a
nullvektor, akkor — az elsé tényez8, a masodik tényez§ és a szorzat
ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.

@ az abszolit érték nem negativ, mert sin a [0, 7]-n nem negativ.

o Képletben: |a x b| = |a]|b|sin(a,b),, ax b L a, axb Lb, tovabba
a, b és a x b ebben a sorrendben jobbrendszert alkot, ha |a x b| # 0.

Vektorok T Y



Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas

Példa (i, j, k vektori szorzata)

Készitsiink mivelettablat vektori szorzataikrél!

Vektorok

2014. oktéber 20.
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Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas

Példa (i, j, k vektori szorzata)

Készitsiink mivelettablat vektori szorzataikrél!

Megoldas
Mivel (i,i), =0, ezért |i x i| =0, igy i x i = 0. Hasonléan j x j =0 és
k x k=0.

x| i j k k

T 0 k [ '\

|-k 0 i ; j

k j —i 0 ~N

Vektorok T



Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas geometriai tulajdonsagai

Tétel (Mikor 0 a vektori szorzat?)

Két térbeli vektor vektori szorzata pontosan akkor zérusvektor, ha a két
vektor parhuzamos.

Wettl Ferenc Vektorok 2014. oktéber 20. 18 / 36



Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas geometriai tulajdonsagai

Tétel (Mikor 0 a vektori szorzat?)

Két térbeli vektor vektori szorzata pontosan akkor zérusvektor, ha a két
vektor parhuzamos.

Teétel (Vektori szorzat abszolut értékének geometriai jelentése)

Két vektor vektori szorzatanak abszolit értéke a két vektor altal kifeszitett
parallelogramma teriiletének mérészamaval egyenld.

Wettl Ferenc Vektorok 2014. oktéber 20. 18 / 36



Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas miveleti tulajdonsagai

Tétel (Vektori szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Tetsz6leges a, b és c vektorokra, valamint tetszdleges r valés szamra
igazak az alabbi Gsszefliggések:
a) axb=-bxa (alternalé tulajdonsag)

Vektorok A Y



Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas miveleti tulajdonsagai

Tétel (Vektori szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Tetsz6leges a, b és c vektorokra, valamint tetszdleges r valés szamra
igazak az alabbi Gsszefliggések:
a) axb=-bxa (alternalé tulajdonsag)

Vektorok A Y



Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas miveleti tulajdonsagai

Tétel (Vektori szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Tetsz6leges a, b és c vektorokra, valamint tetszdleges r valés szamra
igazak az alabbi Gsszefliggések:

a) axb=-bxa (alternalé tulajdonsag)

b) (a+b)xc=axc+bxc

Vektorok A Y



Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas miveleti tulajdonsagai

Tétel (Vektori szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Tetsz6leges a, b és c vektorokra, valamint tetszdleges r valés szamra
igazak az alabbi Gsszefliggések:

a) axb=-bxa (alternalé tulajdonsag)
b) (a+b)xc=axc+bxc
ax(b+c)=axb+axc (disztributivitas)

Vektorok A Y



Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas miveleti tulajdonsagai

Tétel (Vektori szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Tetsz6leges a, b és c vektorokra, valamint tetszdleges r valés szamra
igazak az alabbi Gsszefliggések:

a) axb=-bxa (alternalé tulajdonsag)
b) (a+b)xc=axc+bxc
ax(b+c)=axb+axc (disztributivitas)

c) r(axb)=(ra)xb=ax(rb)

Vektorok A YT



Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzas miveleti tulajdonsagai

Tétel (Vektori szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Tetsz6leges a, b és c vektorokra, valamint tetszdleges r valés szamra
igazak az alabbi Gsszefliggések:

a) axb=-bxa (alternalé tulajdonsag)
b) (a+b)xc=axc+bxc
ax(b+c)=axb+axc (disztributivitas)

c) r(axb)=(ra)xb=ax(rb)
d) laxb|=/]aPb]2 —a-bJ?

A vektori szorzas nem kommutativ (alternalé) és nem asszociativ. Pl.

(ixi)xj=0,deix(ixj)=ixk=—j

Vektorok A YT



Tavolsag, szég, orientacié

Parallelepipedon térfogata

Példa (Parallelepipedon térfogata)

Hatarozzuk meg az a, b és c vektorok altal kifeszitett parallelepipedon
térfogatat!

Vektorok A T



Tavolsag, szég, orientacié

Parallelepipedon térfogata

Példa (Parallelepipedon térfogata)

Hatarozzuk meg az a, b és c vektorok altal kifeszitett parallelepipedon
térfogatat!

Megoldas

Az a és b altal kifeszitett parallelogramma teriilete |a x b
merdleges a parallelogramma sikjara.

,ésaxb

Vektorok Y



Tavolsag, szég, orientacié

Parallelepipedon térfogata

Példa (Parallelepipedon térfogata)

Hatarozzuk meg az a, b és c vektorok altal kifeszitett parallelepipedon
térfogatat!

Megoldas

Az a és b altal kifeszitett parallelogramma teriilete |a x b
merdleges a parallelogramma sikjara.

,ésaxb

Vektorok Y



Tavolsag, szég, orientacié

Parallelepipedon térfogata

Példa (Parallelepipedon térfogata)

Hatarozzuk meg az a, b és c vektorok altal kifeszitett parallelepipedon
térfogatat!

Megoldas

Az a és b altal kifeszitett parallelogramma teriilete |a x b|, ésa x b
merGleges a parallelogramma sikjara. Az a x b irdnya egységvektor:

o axb
~Jaxb|’

a parallelepipedon magassaga |e - c|, és igy a térfogat (azaz az
alapteriiletszer magassag) értéke

axb||———-c|=|(axb)-c|.
2 x bl |22 | = |(ax b)
Vektorok 2014. oktéber 20. 20 / 36



Tavolsag, szég, orientacié

Vegyes szorzat

A parallelepipedon térfogata |(a x b) - c|.

Vektorok T T



Tavolsag, szég, orientacié

Vegyes szorzat

A parallelepipedon térfogata |(a x b) - c|.

Definicié (Vegyes szorzat)
A 3-dimenziés tér harom tetszbleges a, b és c vektorabdl képzett
abc:=(axb)-c

kifejezést a harom vektor vegyes szorzatanak nevezziik.

Vektorok T T



Tavolsag, szég, orientacié

Vegyes szorzat

A parallelepipedon térfogata |(a x b) - c|.

Definicié (Vegyes szorzat)
A 3-dimenziés tér harom tetszbleges a, b és c vektorabdl képzett
abc:=(axb)-c

kifejezést a harom vektor vegyes szorzatanak nevezziik.

abc = bca = cab = —acb = —cba = —bac.

Vektorok T T



Tavolsag, szég, orientacié

Vegyes szorzat geometriai jelentése

e A (axb)-cskalart az a, b és c vektorok altal kifeszitett
parallelelpipedon el&jeles térfogatanak nevezziik.

Vektorok I oL 2L
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Tavolsag, szég, orientacié

Vegyes szorzat geometriai jelentése

e A (axb)-cskalart az a, b és c vektorok altal kifeszitett
parallelelpipedon el&jeles térfogatanak nevezziik.

@ Ez pontosan akkor negativ, ha a c vektor a x b egyenesére esé
merGleges vetiilete és a x b ellenkez§ iranyl. Vagyis ha a ¢ vektor az
a és b sikjanak masik oldalan van, mint az a x b vektor, azaz ha a, b
és c balrendszert alkot! Tehat e skalar elGjele a harom vektor
orientacidjat adja.

Vektorok T



Tavolsag, szég, orientacié

Vegyes szorzat geometriai jelentése

e A (axb)-cskalart az a, b és c vektorok altal kifeszitett
parallelelpipedon el&jeles térfogatanak nevezziik.

@ Ez pontosan akkor negativ, ha a c vektor a x b egyenesére esé
merGleges vetiilete és a x b ellenkez§ iranyl. Vagyis ha a ¢ vektor az
a és b sikjanak masik oldalan van, mint az a x b vektor, azaz ha a, b
és c balrendszert alkot! Tehat e skalar elGjele a harom vektor
orientacidjat adja.

@ A harom vektor pontosan akkor esik egy sikba, azaz pontosan akkor
linedrisan Gsszefliggdk, ha (a x b)-c = 0.

Vektorok T



Vektorok koordinatas alakban

Vektorok és pontok koordinatai

e
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Vektorok koordinatas alakban

Vektorok és pontok koordinatai

e
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Vektorok és pontok koordinatai




Vektorok és pontok koordinatai




Vektorok koordinatas alakban

Miveletek koordinatas alakban

Példa (Skalaris szorzas nem ortonormalt koordinatarendszerben)

Alapvektorok: az els§ alapvektor hossza 1, a masodiké 2, a kettdjiik kdzti
sz0g /3.

Vektorok A



Vektorok koordinatas alakban

Miveletek koordinatas alakban

Példa (Skalaris szorzas nem ortonormalt koordinatarendszerben)

Alapvektorok: az els§ alapvektor hossza 1, a masodiké 2, a kettdjiik kdzti
sz0g /3. Szamitsuk ki az a = (1,1) és a b = (—5/2,1) vektorok skalaris
szorzatat.

Megoldas

Az alapvektorok skalaris szorzatai:
2 T
ej-re1 =1 e -e=2°=4, 61'6221-2-COS§:1.
Ezt f6lhasznalva kapjuk, hogy

a-b

V.
Vektorok A



Vektorok koordinatas alakban

Miveletek koordinatas alakban

Példa (Skalaris szorzas nem ortonormalt koordinatarendszerben)

Alapvektorok: az els§ alapvektor hossza 1, a masodiké 2, a kettdjiik kdzti
sz0g /3. Szamitsuk ki az a = (1,1) és a b = (—5/2,1) vektorok skalaris
szorzatat.

Megoldas

Az alapvektorok skalaris szorzatai:
2 T
ej-re1 =1 e -e=2°=4, 61'6221-2-COS§:1.
Ezt f6lhasznalva kapjuk, hogy

5
a-b= (81 +e2)-(—§e1 +92)

V.
Vektorok A



Vektorok koordinatas alakban

Miveletek koordinatas alakban

Példa (Skalaris szorzas nem ortonormalt koordinatarendszerben)

Alapvektorok: az els§ alapvektor hossza 1, a masodiké 2, a kettdjiik kdzti
sz0g /3. Szamitsuk ki az a = (1,1) és a b = (—5/2,1) vektorok skalaris
szorzatat.

Megoldas

Az alapvektorok skalaris szorzatai:
2 T
ej-re1 =1 e -e=2°=4, 61'6221-2-COS§:1.
Ezt f6lhasznalva kapjuk, hogy

5 5 5
a-b:(el+92)~(—§e1+ez):—§e1.91+(1_§)el.e2+e2.e2

V.
Vektorok A



Vektorok koordinatas alakban

Miveletek koordinatas alakban

Példa (Skalaris szorzas nem ortonormalt koordinatarendszerben)

Alapvektorok: az els§ alapvektor hossza 1, a masodiké 2, a kettdjiik kdzti
sz0g /3. Szamitsuk ki az a = (1,1) és a b = (—5/2,1) vektorok skalaris
szorzatat.

Megoldas

Az alapvektorok skalaris szorzatai:
2 T
ej-re1 =1 e -e=2°=4, 61'6221-2-COS§:1.
Ezt f6lhasznalva kapjuk, hogy

5 5 5
a-b:(e1+e2)~(—§e1+e2):—Eel-el—l—(l—i)el-e2+e2~e2:0,

tehat a két vektor meréleges egymasra.

,
Vektorok A



Vektorok koordinatas alakban

Miveletek koordinatas alakban

5/2,1)
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Vektorok koordinatas alakban

Miveletek koordinatas alakban

5/2,1)

u-v= (u1e1 + Uzez) . (v1e1 + Vzeg)
= ujvie; -e; + (U1V2 + uzv1)e1 - @ + Urvres - e
= vy +unvp + upvy + 4usvs.

Vektorok I o 2L

25 / 36



Vektorok koordinatas alakban

Miveletek derékszogl koordinatarendszerben

D Egy bazis ortogonalis, ha a bazisvektorok paronként merélegesek
egymasra.

)

Az egységvektorokbél all6 ortogonalis bazist ortonormaltnak nevezziik.

T A sikbeli u = (u1, u2) és v = (v1, v2), illetve a térbeli u = (uy, u2, u3)
és v = (v1, vo, v3) vektorok skalaris szorzata ortonormalt
koordinatarendszerben

u-v=uvi + v, iletve u-v=u1vy + trvo + uzvs.
Bi-i=j-j=1ési-j=0, ezért

u-v = (ui+ wj)- (vii + wj)

=uwuvii-i+ (t1vo + pwn))i-j+ tpvoj - j

= vy + vy

Vektorok T Y



Vektorok koordinatas alakban

Miveletek derékszogl koordinatarendszerben

Tétel (Vektori szorzat ortonormalt koordinatarendszerben)

A térbeli a = (a1, ap, a3) és b = (by, by, b3) vektorok vektori szorzata
derékszogii koordinatarendszerben

a x b = (aph3 — azby,az3by — a1b3, a1bp — axby).

Vektorok
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Vektorok koordinatas alakban

Miveletek derékszogl koordinatarendszerben

Tétel (Vektori szorzat ortonormalt koordinatarendszerben)

A térbeli a = (a1, ap, a3) és b = (by, by, b3) vektorok vektori szorzata
derékszogii koordinatarendszerben

a x b = (aph3 — azby,az3by — a1b3, a1bp — axby).

Bizonyitas

a X b = (a1i + a2j + azk) x (b1i + boj + bsk)
= apbhsj X k 4+ asbok x j+ azbik x i+ ajbsi x k+ a1 boi X j+ axbij
= apbsi — asbyi + azbyj — a1 bsj + a1 bok — ar b1k
= (apbs — azbp,a3by — a1 bz, a1by — axby).

Vektorok
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Vektorok koordinatas alakban

Miveletek derékszogl koordinatarendszerben

2 a3 a4 &
XX
by b3 b b

a1

1

a) (axbz — azbo,azby — a1bs,a1bo — axby)

b) (22b3 — a3b2)i +
(a3b1 — 81b3)j +
(albg — a2b1)k

Vektorok I o 2L
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Miveletek derékszogl koordinatarendszerben
Példa (Parallelogramma teriilete)

Az (a, b) és a (c, d) vektorok altal kifeszitett parallelogramma teriilete

lad — bc|.

Vektorok T T



Miveletek derékszogl koordinatarendszerben
Példa (Parallelogramma teriilete)

Az (a, b) és a (c, d) vektorok altal kifeszitett parallelogramma teriilete

lad — bc|.

Megoldas

(a, b,0) és (c,d,0) vektorok vektori szorzata

(a, b,0) x (c,d,0) = (0,0, ad — bc),

ennek abszolut értéke |ad — bc|.

Vektorok Y



Miveletek derékszogl koordinatarendszerben
Példa (Parallelogramma teriilete)

Az (a, b) és a (c, d) vektorok altal kifeszitett parallelogramma teriilete

lad — bc|.

Megoldas

(a, b,0) és (c,d,0) vektorok vektori szorzata

(a, b,0) x (c,d,0) = (0,0, ad — bc),

ennek abszolut értéke |ad — bc|.
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Vektorok koordinatas alakban

Miveletek derékszogl koordinatarendszerben

Példa (Parallelogramma teriilete)

Az (a, b) és a (c, d) vektorok altal kifeszitett parallelogramma teriilete
lad — bc].

Megoldas
(a, b,0) és (c,d,0) vektorok vektori szorzata

(a, b,0) x (c,d,0) = (0,0, ad — bc),

ennek abszolut értéke |ad — bc|.

Mivel az (a, b,0), (c,d,0) és (0,0, ad — bc) vektorok jobbrendszert
alkotnak, ezért ad — bc pontosan akkor pozitiv, ha a sikban az (a, b) és a
(c, d) vektorok jobbrendszert alkotnak, és ad — bc pontosan akkor negativ,
ha az (a, b) és a (c, d) vektorok balrendszert alkotnak.

Vektorok Y




Vektorok koordinatas alakban

Miveletek derékszogl koordinatarendszerben

Példa (Parallelogramma teriilete)

Az (a, b) és a (c, d) vektorok altal kifeszitett parallelogramma teriilete

lad — bc].

Megoldas
(a, b,0) és (c,d,0) vektorok vektori szorzata

(a, b,0) x (c,d,0) = (0,0, ad — bc),

ennek abszolut értéke |ad — bc|.

Mivel az (a, b,0), (c,d,0) és (0,0, ad — bc) vektorok jobbrendszert
alkotnak, ezért ad — bc pontosan akkor pozitiv, ha a sikban az (a, b) és a
(c, d) vektorok jobbrendszert alkotnak, és ad — bc pontosan akkor negativ,
ha az (a, b) és a (c, d) vektorok balrendszert alkotnak.

Jelsles: ad — be = |? b,‘
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Vektorok koordinatas alakban

Miveletek derékszogl koordinatarendszerben

Példa (Parallelogramma teriilete)

Az (a, b) és a (c, d) vektorok altal kifeszitett parallelogramma teriilete

lad — bc].

Megoldas
(a, b,0) és (c,d,0) vektorok vektori szorzata

(a, b,0) x (c,d,0) = (0,0, ad — bc),

ennek abszolut értéke |ad — bc|.

Mivel az (a, b,0), (c,d,0) és (0,0, ad — bc) vektorok jobbrendszert
alkotnak, ezért ad — bc pontosan akkor pozitiv, ha a sikban az (a, b) és a
(c, d) vektorok jobbrendszert alkotnak, és ad — bc pontosan akkor negativ,
ha az (a, b) és a (c, d) vektorok balrendszert alkotnak.

Jelsles: ad — be = |? b,‘
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Vektorok koordinatas alakban

Miveletek derékszogl koordinatarendszerben
Tétel (Paralelepipedon elgjeles térfogata — vegyes szorzat)
Az a = (a1,a,a3), b = (b1, b, b3) és ¢ = (c1, ¢2, ¢3) vektorok vegyes

szorzata

abc = a1bycz + axbscy + asbicp — a1b3cr — asbicz — azboc
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Vektorok koordinatas alakban

Miveletek derékszogl koordinatarendszerben
Tétel (Paralelepipedon elgjeles térfogata — vegyes szorzat)
Az a = (a1,a,a3), b = (b1, b, b3) és ¢ = (c1, ¢2, ¢3) vektorok vegyes

szorzata

abc = a1bycz + axbscy + asbicp — a1b3cr — asbicz — azboc

Bizonyitas
abc = (a x b) - ¢, amit a koordinatas alakokbdl kiszamolhatunk:

(a2bs — asby, a3by — a1bs,a1by — axby) - (c1, ¢, ¢3) =

arbycs + arbzcy + azbicr — a1bscr — axbics — azbocy.

Jelolés:
ap ax as
abc=(axb)-c=|by by bs3|.
i C C3
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Vektorok koordinatas alakban

Miveletek derékszogl koordinatarendszerben
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Vektorok koordinatas alakban

Linearis figgetlenség

Tétel (Linearis fliggetlenség)

Tetsz6leges R"-beli V = {v1,va, ..., vk } vektorrendszerre az alabbi harom
allitas ekvivalens:

1. V linearisan fuggetlen.

2. A zérusvektor csak egyféleképp — a trividlis médon — all el V linearis
kombinacidjaként. Masként fogalmazva, a ¢, ¢,...,cx skalarokkal
vett linearis kombinacié csak akkor lehet a nullvektor, azaz

cavit+ove+ ...+ v =0

csak akkor allhat fenn, ha

C1:C2:...:Ck:0.

Vektorok I oL 2L
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Vektorok koordinatas alakban

Skalaris szorzas R"-ben

Teétel (A skalaris szorzas tulajdonsagai)

Legyen u, v és w az R” harom tetsz6leges vektora, és legyen c egy
tesz6leges valés. Ekkor

a) u-v=v-u a miivelet folcserélhetd (kommutativ)
b) V+w)=u-v+u-w disztributiv

c) (cu) v=c(u-v) a két szorzas kompatibilis

d) u-u>0 és u-u=0 pontosan akkor teljesiil, ha u = 0.
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Vektorok koordinatas alakban

Tavolsag és szog R"-ben

Definicié (Abszolut érték, szdg, merélegesség, tavolsag)

Legyen u és v az R"” tér két tetszbleges vektora.

@ Az u vektor hosszan dnmagéval vett skalaris szorzatanak gyokét

értjiik, azaz |u| = y/u - u.

Vektorok AT
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Vektorok koordinatas alakban

Tavolsag és szog R"-ben

Definicié (Abszolut érték, szdg, merélegesség, tavolsag)

Legyen u és v az R"” tér két tetszbleges vektora.
@ Az u vektor hosszan dnmagéval vett skalaris szorzatanak gyokét
értjiik, azaz |u| = y/u - u.

@ Az u és v vektorok (hajlas)szogének koszinuszat az alabbi torttel
definialjuk:
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Vektorok koordinatas alakban

Tavolsag és szog R"-ben

Definicié (Abszolut érték, szdg, merélegesség, tavolsag)

Legyen u és v az R"” tér két tetszbleges vektora.

@ Az u vektor hosszan dnmagéval vett skalaris szorzatanak gyokét
értjiik, azaz |u| = y/u - u.
@ Az u és v vektorok (hajlas)szogének koszinuszat az alabbi torttel
definialjuk:
u-v
cos(u,v), =

(2)

|ullv|

o Azt mondjuk, hogy az u és v vektorok mer&legesek egymasra, ha
u-v=20.
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Vektorok koordinatas alakban

Tavolsag és szog R"-ben

Definicié (Abszolut érték, szdg, merélegesség, tavolsag)

Legyen u és v az R"” tér két tetszbleges vektora.

@ Az u vektor hosszan dnmagéval vett skalaris szorzatanak gyokét
értjiik, azaz |u| = y/u - u.
@ Az u és v vektorok (hajlas)szogének koszinuszat az alabbi torttel
definialjuk:
u-v
cos(u,v), =

(2)

|u[v]
o Azt mondjuk, hogy az u és v vektorok mer&legesek egymasra, ha
u-v=_0.
o A két vektor végpontjanak tavolsagan, amit egyszeriien a két vektor
tavolsaganak neveziink, a
d(u,v) = |u—v| (3)
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Amit hibatlanul tudni kell!

D szabad vektor fogalma
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Amit hibatlanul tudni kell!

D szabad vektor fogalma

D két vektor &sszege (haromszog- és parallelogramma mddszer), vektor
skalarszorosa, vektorok linearis kombinaciéja

Vektorok T



Amit hibatlanul tudni kell!

D szabad vektor fogalma

D két vektor &sszege (haromszog- és parallelogramma mddszer), vektor
skalarszorosa, vektorok linearis kombinaciéja
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Amit hibatlanul tudni kell!

D szabad vektor fogalma

D két vektor &sszege (haromszog- és parallelogramma mddszer), vektor
skalarszorosa, vektorok linearis kombinaciéja

D vektorok skalaris szorzata

A mikor 0 a skalaris szorzat?
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Amit hibatlanul tudni kell!

D szabad vektor fogalma
D két vektor &sszege (haromszog- és parallelogramma mddszer), vektor
skalarszorosa, vektorok linearis kombinaciéja
D vektorok skalaris szorzata
A mikor 0 a skalaris szorzat?
A egységvektorral valé szorzas geometriai jelentése
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Amit hibatlanul tudni kell!

D szabad vektor fogalma

D két vektor &sszege (haromszog- és parallelogramma mddszer), vektor
skalarszorosa, vektorok linearis kombinaciéja

D vektorok skalaris szorzata

A mikor 0 a skalaris szorzat?

A egységvektorral valé szorzas geometriai jelentése

A vektor abszolat értéke, és annak kiszamitasa
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Amit hibatlanul tudni kell!

(W)

szabad vektor fogalma

o

két vektor Gsszege (haromszog- és parallelogramma médszer), vektor
skalarszorosa, vektorok linearis kombinaciéja

vektorok skalaris szorzata
mikor 0 a skalaris szorzat?
egységvektorral valé szorzas geometriai jelentése

vektor abszolit értéke, és annak kiszamitasa

— > > > 0

Pithagorasz-tétel, Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl|Stlenség,
Haromszég-egyenl6tlenség
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Amit hibatlanul tudni kell!

D szabad vektor fogalma

D két vektor &sszege (haromszog- és parallelogramma mddszer), vektor
skalarszorosa, vektorok linearis kombinaciéja

D vektorok skalaris szorzata

A mikor 0 a skalaris szorzat?

A egységvektorral valé szorzas geometriai jelentése

A vektor abszolat értéke, és annak kiszamitasa

T Pithagorasz-tétel, Cauchy—Bunyakovszkij—-Schwarz-egyenl6tlenség,
Haromszég-egyenl6tlenség

D orientacio, jobbrendszer, balrendszer
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D szabad vektor fogalma

D két vektor &sszege (haromszog- és parallelogramma mddszer), vektor
skalarszorosa, vektorok linearis kombinaciéja

D vektorok skalaris szorzata
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Amit hibatlanul tudni kell!

D szabad vektor fogalma

D két vektor &sszege (haromszog- és parallelogramma mddszer), vektor
skalarszorosa, vektorok linearis kombinaciéja

D vektorok skalaris szorzata

A mikor 0 a skalaris szorzat?

A egységvektorral valé szorzas geometriai jelentése

A vektor abszolat értéke, és annak kiszamitasa

T Pithagorasz-tétel, Cauchy—Bunyakovszkij—-Schwarz-egyenl6tlenség,
Haromszdg-egyenl6tlenség

D orientacio, jobbrendszer, balrendszer

D vektori szorzas

A mikor 0 a vektori szorzat?

A |a x b| geometriai jelentése: a parallelogramma teriilete
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Amit hibatlanul tudni kell!

D vegyes szorzat
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Amit hibatlanul tudni kell!

D vegyes szorzat

A mikor 0 a vegyes szorzat?
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Amit hibatlanul tudni kell!

D vegyes szorzat
A mikor 0 a vegyes szorzat?

A a vegyes szorzat geometriai jelentése: parallelepipedon eljeles
térfogata
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Amit hibatlanul tudni kell!

)

vegyes szorzat

>

mikor 0 a vegyes szorzat?

p=

a vegyes szorzat geometriai jelentése: parallelepipedon elGjeles
térfogata

—

vektorok linearis fliggetlensége és barmely linearis kombinaciéjuk
egyértelmiisége
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Amit hibatlanul tudni kell!

)

vegyes szorzat

>

mikor 0 a vegyes szorzat?

p=

a vegyes szorzat geometriai jelentése: parallelepipedon elGjeles
térfogata

—

vektorok linearis fliggetlensége és barmely linearis kombinaciéjuk
egyértelmiisége

T vektorok linearis fliggetlensége és a nullvektor linearis kombinaciéként
val6 egyértelmii elallithatésaga
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Amit hibatlanul tudni kell!

)

vegyes szorzat

>

mikor 0 a vegyes szorzat?

p=

a vegyes szorzat geometriai jelentése: parallelepipedon elGjeles
térfogata

—

vektorok linearis fliggetlensége és barmely linearis kombinaciéjuk
egyértelmiisége

T vektorok linearis fliggetlensége és a nullvektor linearis kombinaciéként
val6 egyértelmii elallithatésaga

D koordinatazas fiiggetlen vektorrendszerrel
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Amit hibatlanul tudni kell!

)

vegyes szorzat

>

mikor 0 a vegyes szorzat?

p=

a vegyes szorzat geometriai jelentése: parallelepipedon elGjeles
térfogata

—

vektorok linearis fliggetlensége és barmely linearis kombinaciéjuk

egyértelmiisége

T vektorok linearis fliggetlensége és a nullvektor linearis kombinaciéként
val6 egyértelmii elallithatésaga

D koordinatazas fiiggetlen vektorrendszerrel

A vektormiiveletek kiszamitasa koordinatas alakbdl
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