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£ i bosn

pozitiv egészek — Gsszeadas, szorzas
a + x = b megoldhatésaga — negativ szamok és 0

ax = b megoldhatésaga — racionalis szamok

x? = 2 megoldasa — vannak nem racionalis szamok is

sorozatok hatarértékének fogalma — irracionalis szamok

racionalis + irracionalis szamok — valds szamok
és mi van az x2 =

tovabbi b&vitésre?

—1 egyenlet megoldhat6sagaval? Sziikség van
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@ Girolamo Cardano (1501-1576) orvos, filozéfus, matematikus — 1538
koril értesiil arrél, hogy Scipione del Ferro és Niccolo Tartaglia
egymastdl fiiggetleniil felfedezték az x3 + px = g alaka harmadfoka
egyenlet megoldasat — 1545-ben megirja ,Ars magna sive de regulis
algebraicis” cim{i miivét, benne a megoldéképlettel — 1552-t4l
kezd6dGen Eurdpa egyik leghiresebb orvosa — a 60-as évek elején
elveszti két fiat (gyilkossagért halal, rablasért szamiizetés) — 1570-ben
Bolognaban bebortdnzik, szabadulasa utan Rémaba kdltézik

@ Scipione del Ferro (1465-1526) felfedezi a harmadfoki egyenlet
megoldasanak mddjat — titokban tartja (kivétel Nave, Fiore)

@ Niccolo Fontana (15007-1557) ginynevén Tartaglia (dadogé) (1511
Brescia, francia dalas) — 1535: Fiore kihivja Tartagliat egy 15 napos
versenyre (30 feladat, a vesztes a gySztest és 29 baratjat
megvendégeli) — felkésziiléskor Tartaglia rajon a nehezebb tipust
harmadfokd egyenletek megoldasanak médjara
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e Cardano (kilatasba helyezve Tartaglia tiizérségi talalmanyainak
partfogot keres, titoktartds igérete mellett megszerzi a titkot) — amikor
Navétdl megtudja, hogy del Ferro is ismerte e képleteket, felmentve
érzi magat, és publikalja (a negyedfoki esetre is tovabbfejlesztve az
eredményt)

o Tartaglia leirta ,megcsalatasanak” torténetét

e Milanéban Ferrari (Cardano tanitvanya) vitara hivja Tartagliat, aki a
vitat elveszti, ennek kovetkeztében lehet8ségeit (nyilvanos el6adasok)
elvesziti
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Miért szamolunk veliik? A megoldéképlet egy specialis esetre

Oldjuk meg az x> = bx + ¢ egyenletet!
A Tartaglia altal talalt képlet:

c 2 b 3 e c 2 b 3
\l2) (3] T2\ 2] "\3
Oldjuk meg a x* = 7x + 6 egyenletet!

6\ (7Y o6 [(8) _ (7Y
2 3 2 2 3
/81 +30v/-3 % v/81—30v/=3

(9/2+ 1/2 ﬁ) + (9/2 —1)2 ﬁ)

3
X =

N O

X
I
I\)\O\

W Wik Wl
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Miért szamolunk veliik? Alkalmazasok

hidrodinamika, aramlasok vizsgalata, Zsukov-féle szarnyprofil
elektromossagtan, jelfeldolgozas, villamosmérnoki tudomanyok

linearis rendszerek, linearis differencialegyenletek megoldasa

relativitaselmélet, kvantummechanika
fraktalok (Mandelbrot- és Julia-halmazok)

Imle]
1
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Miért szamolunk veliik? Fraktalok

Mandelbrot halmaz
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Szamolas komplex szamokkal Komplex szamok

Jelolés

i =+/—1 imaginarius egység (imaginarius = nem valédi)

Definicié (komplex szam algebrai alakja)

Az a+ bi, a, b € R alaki kifejezéseket komplex szamoknak nevezziik, ahol
i az a szam, melyre i> = —1. A komplex szamok halmazat C jeldli.

Egy komplex szam tobb alakba is felirhatd, ezt az alakot algebrai alaknak
nevezziik. Az a szdm a z valds része, a b az imaginarius, jelélése: a = Re z,
b = Imz (mas szokasos jeldlés: a = R(z), b = J(2)).

Definicié (konjugalt)

Z=a—ib, aholz=a+1ib
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Szamolas komplex szamokkal Komplex szamok

Imz
+ 31 oz =2+3j
=+ 2i
+ 17
32t L 2 3 Rez
-1
+ 2
+—3i °z=2+43j
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Szamolas komplex szamokkal Komplex szamok

Definicié

Az (a, b) vektor x-tengellyel bezart szoge legyen ¢, hossza r. Ekkor a
z = a+ ib komplex szam felirhat6 r(cosp + isin ) alakban is, hisz
a=rcosy, és b= rsinp. Ezt az alakot trigonometriai alaknak, az r
nemnegativ valést a komplex szam abszolut értékének, ¢-t
argumentumanak nevezzik: r = |z|, p = arg z.

Tétel
zz = (a+ib)(a — ib) = &% + b = |z|?, azaz

|z| = Va2 + b2 = /zz
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Szamolas komplex szamokkal

Komplex szamok
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Szamolas komplex szamokkal Miiveletek komplex szamokkal

Pelda

(2+43/))—(3—i)= —1+4i
(2+30)(3—i)=2-34+3i(—i)+(3i)-3+2- (=) =9+7i
1
i
24+3i  (2+43)3—i) 9+7 9 T,

3471 (B+n)B-7) 10 10 10

= —

Példa

[2(cosS + isin 3)][cos L —i— isin If] =

2cos% cos 76” 2sin Zsin IF + 2[cos sin IZ + sin T cos )i =
2cos(5 + TZ) + 2sin(3 +7gr)l_2cos37r—|—25|n3'2 — 2i.

Ellenérzés: (1 + ﬁ/)(—@ -H=- @ - §i2 — -3 ? = —2i.
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Szamolas komplex szamokkal Miiveletek komplex szamokkal

Példa
Szamitsuk ki
100
L V3.
— 4 —
2 2
értékét! )
Megoldas
% + ?i trigonometriai alakja: cos 5 + isin 3.

s foro 1100 1007 s 100 4 LU S §
[cos 5 + isin Z]"° = cos =57 + isin =37 = cos 3 +isin G = —3
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Szamolas komplex szamokkal Miiveletek komplex szamokkal

Példa
Szamitsuk ki

(x/§+i)9

értékét! |
Megoldas
V3 + i hossza 1/ \@2 + 12 = 2, trigonometriai alakja: 2(cos § +isin ).
[2(cos F +isin )]° = 29(cos 9{+isin %’r) = 512(cos 37’T+isin 37”) = —b12/
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Szamolas komplex szamokkal Egységgyokdk

Definicié

Az 1 n-edik gyodkeit n-edik egységgySkéknek nevezziik.

Az 1 négyzetgydkei a komplexek korében: 1 és —1.
Az 1 harmadik gydkei: 1, —% + ?i, —% — ?i.

Az 1 negyedik gydkei: 1, i, —1, —i.

Az 1 hatodik gydkei: 1, & + 3/, —1 4 3/, 1, —

O D B

Wettl Ferenc Komplex szamok
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Szamolas komplex szamokkal Egységgyokdk

Példa
Szamitsuk ki a hatodik egységgyokdket!

Megoldas

Az 1 trigonometriai alakja 1 = 1(cos0 + isin0). Olyan szamokat keresiink,

melyek 6-odik hatvanya 1, azaz olyanokat, melyekre

r%(cos 6y + i sin 6p) = 1(cos0 4 isin0). Innen r = 1, és 6 = 0, de mivel

0 ugyanaz a szdg, mint 27, 4. .., ezért 6pp = 2w, 6p = 4m, 6 = 6,

6 = 8m, 6p = 107 is lehet! Innen ¢ = 0,7/3,27/3, 7, 47/3 57/3. A gyokok

tehat:

1(cos0+ isin0) =1,

1(cos /3 +isin7/3) = 5 + L3},

1(cos27/3 + isin27/3) =

I(cosm + isinm) = —1,

1(cos47/3 + isin4r/3) = —% - 73i,
( i

1(cos57/3 + jsin57/3) = % _ 73
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Szamolas komplex szamokkal Egységgyokdk

@ 71 = a1 + byi = ri(cos 1 + isinpy),
zyp = ay + byl = ry(cos pa + isiny)

@ algebrai alakban: &sszeadas, kivonas, szorzas algebrai kifejezésként az
i2 = —1 helyettesitést hasznalva; osztas a nevezé konjugaltjaval valé
bdvitéssel.
1tz = (a1 + 32) + (b1 + bz)i,

7120 = (a1a2 — bibo) + (a1b2 + ashn)i,

1 a 4 byi B (31 + bli)(32 — bgi)

Z2 - ar + boi N (32 + bzl)(az — bzl)

(a1a2 + b1bo) + (a2by — a1 bp)i
a3 + b3

@ trigonometriai alakban:

7120 = nra(cos(p1 + w2) + isin(p1 + p2))

z1 __

2t = 2(cos(ip1 — p2) +isin(ip1 — ¥2))
z" = r"(cos np + isin np)
— 2k .. 2k
3/ r(cosp + ising) = r (cosw + isin W) ahol
n n
k=0,1,...n—1.
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Szamolas komplex szamokkal Miiveleti tulajdonsagok

Tétel (Konjugalt tulajdonséagai)
Qztn=z21%t2n
Q =212
Q@ z/z=12/2

QzZ==

Tétel (Abszolat érték tulajdonsagai)
0 z| = 7|
Q |z122] = |z1]| 2|
Q |z1/z| = |z1]/|2|
Q |z1 + 22| < |z1| + |z2| (haromszdg-egyenlGtlenség)
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Szamolas komplex szamokkal Az algebra alaptétele

Tétel (Algebra alaptétele)

Minden komplex-egyiitthatés n-edfoka (n > 1) polinomnak van komplex
gyoke.

Tétel (Algebra alaptétele — valtozat)

Minden komplex-egyiitthatés n-edfoka (n > 1) polinomnak pontosan n
gyoke van, ha a gyokoket multiplicitassal szamoljuk. Masként fogalmazva
minden komplex-egyiitthat6s polinom linearis tényez6k szorzatara
bonthat6. Nevezetesen az

anx" + -+ a1x + ag, an#0, ap,a1,...,ap, € C
egyenlethez léteznek olyan ¢1, ¢y, ..., ¢, € C szamok, hogy
apx" + - +a1x +ag = an(x — a)(x — @)...(x — cn),

és ez a felbontas a tényezék sorrendjétdl eltekintve egyértelmii.

v
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Szamolas komplex szamokkal Binomialis tétel

Definicié (Binomialis egyiitthatd)

<Z>_n(n—1)...(n—k+1) !

1-2-3...k "~ k!(n— k)!

Tétel (Binomialis tétel)

Tetsz8leges valds vagy komplex a és b szamokra

n
(a+b)"=a" +na" b+ Ma"fzbz +...+b" = Z <n> a" Kbk,

2

Példa
A+iP=1+4+3/+32+3=1+3 -3 —i=-2+2i
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Szamolas komplex szamokkal Binomialis tétel

Pascal-haromszog

(D - (nﬁk>
(0 ()= (5)
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Amit hibatlanul tudni kell!

O algebrai vagy trigonometriai alakban megadott komplex szamok
abrazolasa a komplex sikon

Q 7. 7 tobbszords szogek esetén konverzié a két alak kozt

© algebrai alakban megadott komplex szamok &sszeadasa, kivonasa,
szorzasa, osztasa

@ trigonometriai alakban megadott komplex szamok szorzésa, osztasa,
hatvanyozasa

© masodik, harmadik, negyedik, hatodik egységgyokok folirasa

@ komplex szam abszolit értékének, konjugaltjanak folirasa, az abszolat
érték és a konjugalt tulajdonsagai

@ Pascal-haromszdg elsé néhany soranak félirasa, a binomialis
egyiitthaték kiszamolasa, binomialis-tétel folirasa altalanos és konkrét
(n=2,3,4,5,6) esetén

O az algebra alaptétele a komplex gyokok szamardl
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