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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma
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A2 L2 T P AT TV PN LS TR PP NPl Atlagsebesség és pillanatnyi sebesség

Példa (Az atlagsebesség meghatarozasa)

Egy kédarab levalik a sziklarél és a mélybe zuhan. Allapitsuk meg a k&
atlagsebességét a zuhands masodik masodpercében.

Megoldas
Galileo Galilei (1564-1642) szabadesés torvénye: t id6 alatt megtett at y

y:4,9t2

Atlagsebesség: a megtett Ay tavolsag elosztva a megtételéhez sziikséges
At nagysagi idétartammal.

Ay 49-22-49-1°
At 2 -1

14,70
S
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A2 L2 T P AT TV PN LS TR PP NPl Atlagsebesség és pillanatnyi sebesség

Példa (A pillanatnyi sebesség meghatarozasa)

Allapitsuk meg a k& pillanatnyi sebességét a t = 1s és a t = 2s pillanatban.

Megoldas
A k¢ atlagsebességét egy At hosszlisagu [to, to + At] idGintervallumban:

Ay  4,9-(to+At)° —4,9- (k)

At At
At Atlagsebesség [1,1 + At]-ben  Atlagsebesség [2,2 + At]-ben
1 14,7 24,5
0,01 9,849 19,649
0,0001 9,8000 19,6000

Ay  4,9(tg + At)2 —4,9(tg)>  9,8t0At + 4,9(At)?
_ _ = 9,8ty+4, 9At.
At At At » St

A pillanatnyi sebességek to = 1s esetén 9,87, to = 25 esetén 19,67
Hatarérték 2014, oktéber 5. 6/ 71
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma [EEARVEILFERIEY{EV-SERT 10 R 1S

Definicié (Atlagos valtozasi sebesség egy intervallumon)

Az y = f(x) fiiggvény atlagos valtozasi sebessége az [x1, x| intervallumon:

Ay f(x2) —f(x1) f(xx+h)—"~f(x1) B
A wa - , h=Ax#0
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma [N EVTITIE LT T AVA £7-E1 1 F
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma [N EVTITIE LT T AVA £7-E1 1 F

Tegyiik fel, hogy az f(x) fliggvény értelmezve van egy nyilt intervallumon,
amelynek xo eleme, kivéve esetleg magat az xo helyet. Ha az f(x)
fliggvényértékek tetsz6legesen kozel keriilhetnek az L szamhoz, amennyiben
az x értékek eleggé megkdzelitik xp-t, akkor azt mondjuk, hogy f az L
szamhoz tart mikdzben x tart xo-hoz; ezt gyakran agy fejezziik ki, hogy f
hatarértéke az xg pontban L. Jeldlése:
lim f(x) = L vagy ILm f=1L

0

X—>X0
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma [N EVTITIE LT T AVA £7-E1 1 F

Példa (Hatarérték és fiiggvényérték)

Vessiik 6ssze az alabbi harom fliggvény viselkedését az x = 1 pont
kdrnyezetében.

X2*

(@) Fl) =51
x2 1

(b) ) =4 x—1° *71
1, x=1

(c) h(x)=x+1

Megoldas

limy—1 f(x) = limy1 g(x) =limy1 A(x) =2=h(1). g(1)=1#2, f

pedig nincs is értelmezve 1-ben.

Hatarértek L, LD B
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma [N EVTITIE LT T AVA £7-E1 1 F

x2 — h
2 _— ax#1
=Pl f =T M7
x—1 1 hax=1 f(x)=x+1
y y y
X X X
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma [N EVTITIE LT T AVA £7-E1 1 F

Példa (Az identikus és a konstans fiiggvény hatarértéke)

(a) Ha f az identikus leképezés, azaz minden x-re f(x) = x, akkor
tetsz6leges xp esetén

limf = lim f(x) = lim x = x.
X0 X—X0 X—rX0

(b) Ha f konstans fliggvény, azaz minden x-re f(x) = k valamely k
szamra, akkor tetszdleges xg esetén

limf = lim f(x)= lim k= k.

X0 X—+X0 X—>Xo

Példaul
limx =3, lim_(4)= lim(4)=4.

x—3 x——1 xX—2
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Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma [N EVTITIE LT T AVA £7-E1 1 F

Példa (Amikor nem létezik hatarérték)
Hogyan viselkednek az alabbi figgvények, amikor x — 07

0, <0 .
(a) e(x) = { X (ez az egységugras fiiggvény)

1, x>0
1
- 0
() g =35 X7
0, x=0
0, x <0
() fx)=9q . 1
sin—, x>0
X v
Hatarérték 2014. oktéber 5. 14 /71



Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma [N EVTITIE LT T AVA £7-E1 1 F

0 hax<0 Yx hax#0 sin(1) hax>0
e(x) = glx) = {7 PRXFO iy o)
1 hax>0 0 hax=0 0 hax <0
y y y
e .
g
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa

Példa (tetsz6legesen kdzel — elég kozel)
Legyen y = 2x — 1, xg = 4. Milyen kozel legyenek x értékei 4-hez, hogy az
y = 2x — 1 értékek 7-t6l valé eltérése 2 egységnél kisebb legyen?

Megoldas
x milyen értékei esetén teljesiil az |y — 7| < 2 egyenl8tlenség? Mivel
ly =7 =|(2x — 1) = 7| = |2x — 8|, ezért
[2x — 8] <2
—2<2x—-8<2
6 <2x <10
3<x<5b
-l<x—-4<1
x —4] <1

Ha x és xg = 4 eltérése kisebb, mint 1, akkor y és yg = 7 eltérése kisebb,
mint 2.

Hatrértek e




A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa

f(x)=2x—1

~

Wettl Ferenc Hatarérték 2014. oktdber 5. 18 /71



A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A hatarérték definiciéja
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A hatarérték definiciéja

Definicié (Fliggvény hatéarértéke)

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény értelmezve van valamely, az xop-t tartalmazé
nyilt intervallum — esetleg xo kivételével — minden pontjaban. Azt mondjuk,
hogy f(x) tart L-hez, amint x tart xo-hoz (f hatarértéke az xq helyen L),

szimbolikusan
lim f(x)=Ilmf =L,
X0

X—X0

ha barmely € > 0 szdmhoz van olyan 6 > 0 szdm, hogy minden x esetén,
ha 0 < |x — xo| < 0, akkor |f(x) — L| < €. Formulaval:

Ve>030>0Vx [0<|x—x| <d=|f(x)—L|<e].
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A definicié alkalmazasa: identikus és konstans fiiggvény

@ Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma

© A hatérérték preciz definiciéja és kiszamitasa

o A definicié alkalmazasa: identikus és konstans fiiggvény

© Kiterjesztések

Q@ Osszefoglalas

Hatarértek R G B )T



A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A definicié alkalmazasa: identikus és konstans fiiggvény

Példa (Az identikus és a konstans fiiggvények hatarértéke)
Igazoljuk, hogy tetszéleges xo esetén (a) lim x = xp, és (b) lim k =k

X—X0 X—rX0
(ahol k allands).

Megoldas

(a) Rogzitsiink egy € > 0 szamot. Talalnunk kell egy 0 > 0 szamot,

amelyre teljesiil, hogy 0 < |x — xo| < 0 fennallasabdl [x — xo| < &

kovetkezik. Ez teljesiil, ha 6 <= ¢. Ez azt jelenti, hogy Ii_)m X = Xp.
X—rXo

(b) Legyen adott egy € > 0 szam. Olyan 0-t kell talalnunk, amelyre
teljesiil, hogy 0 < |x — xp| < J fennallasabdl |k — k| < & kovetkezik. Mivel
azonban k — k = 0, a széban forgé implikacié barmely pozitiv § esetén
igaz. Eszerint tehat lim k = k.

X—>X0
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa Az adott e-hoz tartozé & kiszamitasa

@ Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma

© A hatérérték preciz definiciéja és kiszamitasa

@ Az adott e-hoz tartozé ¢ kiszamitasa

© Kiterjesztések

Q@ Osszefoglalas

Hatarértek U G )



A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa Az adott e-hoz tartozé & kiszamitasa

Megjegyzés (Hogyan keressiik meg az f, L, xp és € > 0 négyesnek
megfeleld -t7)

Azt a J-t, amelyre tetsz6leges x esetén

0<|x—x0| <d=|f(x)—L|<e.

(1) Az |f(x) — L| < € egyenl6tlenség megoldasaval keressiink egy (a, b)
nyilt intervallumot, amelynek minden xg-tdl kiilénb6z8 elemére teljesiil
az egyenlStlenség.

(2) Adjunk meg egy 6 > 0 szamot, amelyre teljesiil, hogy az xy kdzépponti
(xo — 0, x0 + 9) nyilt intervallum az (a, b) intervallum belsejébe esik.

Hatarértek R G B )



A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa Az adott e-hoz tartozé & kiszamitasa

Példa
Igazoljuk, hogy lim f(x) = 4, amennyiben
X—2

2
X X # 2
f(X) — ) #

1, x=2
Megoldas
Bizonyitandé: barmely € > 0 esetén van olyan § > 0, hogy minden x-re

O<|x—2|<d=|f(x)—4 <e.
Hatarérték 2014. oktéber 5. 25 / 71



A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa Az adott e-hoz tartozé & kiszamitasa

Megoldas (folytatas)

(1) Keresiink egy nyilt intervallumot, amelynek minden xp-tél kiilonb6z6
elemére teljesiil az |f(x) — 4| < € egyenltlenség.

X2 —4| <e
—e<x?—4<e
b—e<x?<b+e

VA —e<|x|<Vbd+e
\/m<x<\/m

(Gydkvonasnal feltettiik, hogy ¢ < 4.) Tehat ha x € (V4 —e,/4+¢) és
x # 2, akkor |f(x) — 4| < e.

(2) Adjunk meg egy § > 0 szadmot, melyre

(2—6,2+9) C(V4—e,V4+e).

=min{2 — V4 —e,V4+c—2}.

v
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa Az adott e-hoz tartozé & kiszamitasa

4+e¢

4—eil2i ate
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A hatarértékek kiszamitasara vonatkozé tételek
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A hatarértékek kiszamitasara vonatkozé tételek

Tétel (Hatarértékek és algebrai miiveletek)

Legyenek L, M, c és k valés szamok. Tegyiik fel, hogy

lim f(x) =Lés lim g(x) =M.

X—C X—C

Ekkor léteznek az alabbi hatarértékek és fennallnak a kovetkezdk:
(1) Osszeg, kiilonbség: lim(f £g) =L+ M,
C
(2) Szorzat: lim(f-g)=L-M,
Cc
(3) Konstanssal valé szorzas: lim(k-f) =k - L,
C
. L .
(4) Hanyados: lim — = — (amennyiben M # 0),
c g M
(5) Racionalis kitevéji hatvanyozas: Ha r és s relativ prim egész szamok,
tovabba s # 0, akkor lim f7/5 = L"/5, feltéve, hogy L'/S valés szam (ha
C
s paros, akkor feltessziik, hogy L > 0).

v
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A hatarértékek kiszamitasara vonatkozé tételek

Példa
Igazoljuk, hogy ha )I(@C f(x)=1Lés )![)ncg(x) = M, akkor

lim (f(x) + g(x)) =L+ M.

X—C

Megoldas

Legyen adva az £ > 0 szam. Meg kell adnunk egy pozitiv 4-t, amelyre
teljesiil, hogy minden x esetén

O<|x—c|<d=|f(x)+gx)—(L+M)| <e.
A tagokat atrendezve és a haromszog-egyenl6tlenséget felhasznélva:

1)+ g0x) = (L+ M)[ = [(F(x) = L) + (g(x) = M)| <
<[F() = Ll + lg(x) — M|

v
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A hatarértékek kiszamitasara vonatkozé tételek

Megoldas (folytatas)

A megadott e-hoz létezik olyan é; > 0 és 6> > 0, hogy minden x-re

O<|x—c|<dh=|f(x)—L <e/2,
0<|x—c|<dh=lgx)—M <e/2.

Ha § = min{d1,d,}, akkor 0 < |x — ¢| < 6, ésigy |f(x) — L| < ¢&/2, és
lg(x) — M| < e/2. Tehat

F() +8(x) = (L+ M) < 5 +5 ==,

ami azt bizonyitja, hogy valéban: |i_r>n (f(x)+g(x))=L+ M.
X—C
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A hatarértékek kiszamitasara vonatkozé tételek

Tétel

Ha P(x) = anx" 4+ ap_1x" 1 + ... 4 ag, akkor

limP = P(c) = apc" + ap_1c" .+ a.
c

Tétel
Ha P és Q polinomfiiggvények és Q(c) # 0, akkor
. P P(c)
lim — = .
@ Q" Qo) |
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A szendvicstétel — rendérelv — csendérelv
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© A hatérérték preciz definiciéja és kiszamitasa
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A szendvicstétel — rendérelv — csendérelv

Tétel (Szendvicstétel)

Ha a c pontot tartalmazé nyilt intervallum (esetleg c kivételével) minden x
elemére teljesiil, hogy g(x) < f(x) < h(x), és

limg=Ilimh=1L,
(o C

akkor fennall imf = L is.
[

Tétel

Ha a c pontot tartalmazé nyilt intervallum (esetleg c kivételével) minden x
elemére f(x) < g(x), és léteznek a lim. f és lim. g hatarértékek, akkor

limf <limg.
C C
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A szendvicstétel — rendérelv — csendérelv

Példa (A szendvicstétel alkalmazésa)
Ha

1—x?<u(x) <1+2x%

mit mondhatunk a Iim0 u(x) hatarértékrsl?
x—

y

1+ 2x2
Megoldas
lim(1—x3)=Im(1+2x3) =1,
)i[)no( X ) X[PO( T X ) 18y U(X)
fm () =1 N

1— x2

X
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A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A szendvicstétel — rendérelv — csendérelv

1 — cos?

[sind| < |¥]

0<1-cosv< |V

Hatarértek TR G £ )T



A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A szendvicstétel — rendérelv — csendérelv

Példa (A szendvicstétel tovabbi alkalmazasai)

—19| < sind < |9, &s lim (—|9]) = I — 0, ezé
|9 <sind < |9, és 19@0( |9]) 19[>n()(|19|) 0, ezért
lim sind = 0.
9—0
y

N

v



A hatarérték preciz definiciéja és kiszamitasa A szendvicstétel — rendérelv — csendérelv

Példa (A szendvicstétel tovabbi alkalmazasai)
0<1-cosv < |V, igy

lim (1 — cos?) =0, azaz lim cos? =1
9—0 9—0

y
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Kiterjesztések
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@ Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma

© A hatérérték preciz definiciéja és kiszamitasa

© Kiterjesztések
@ Jobb és bal oldali hatarértékek

Q@ Osszefoglalas
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Definicié (Jobb és bal oldali hatarérték)

Az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke az xp helyen az L szam (jelolése:
Iirp f= Iim+ f(x)= lim f(x)=1L), ha

x—xp+0
o X=X 0+

Ve>030>0Vx [x <x<xo+0=|f(x)—L|]<e]

Az f fiiggvény bal oldali hatarértéke az xp helyen az L szam (jelolése:
limf = lim f(x)= (x)=1L), ha

lim f
Xy X—Xg x—rx0—0

Ve>036>0Vx [xg—0 <x<xg=|f(x)—L|l<e].

Hatarértek L, LD B
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~

Y
x
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y

f(x)

L+e
/]
L
L-¢
- X
Xqg — 5 X0 :
Hatarérték 2014. oktéber 5.
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|
sin(z) hax>0
f(x) = { ()

0 hax <0

[\ ~— fg(x)

lim f(x)=0

x—0~

lim f(x) = NEM LETEZIK

x—0+

Hatarértek L, LD B
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Teétel (Jobb és bal oldali hatarérték és hatarérték kapcsolata)

f-nek pontosan akkor létezik a ¢ helyen hatarértéke, ha ugyanitt létezik
mind a jobb, mind a bal oldali hatarértéke és ezek egyenl&ek:

limf=L&slimf=L & Ilimf=L.
c ct c—
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Tétel (A sin(09)/0 figgvény hatarértéke)
Ha a ¢} szdget radidnban adjuk meg, akkor

. sind
[im =

1.
9—0 ¥

Hatarértek L, LD B
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tg x

0 Q A(L,0)

OAP A\ teriilete < OAP korcikk teriilete < OAT A terilete.
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Bizonyitas
Belatjuk: a jobb és a bal oldali hatarérték 1 ~~ kétoldali hatarérték is 1.
1. A jobb oldali hatarérték 1 (0 < ¥ < 7/2):

OAP A\ teriilete < OAP korcikk teriilete < OAT A teriilete.

A teriiletek:
1 ) 1 _ 1.
Toapr = 5 alap - magassag = 5 1-sind = Esmﬁ
1 1 0
Toap kércikk = 3 - (vhossz - sugar = 5 r’.9 = 5 (1)2-9 = >
1 ) 1 1
ToaTn = = - alap - magassag = = - 1-tg¥ = —tg?
2 2 2
Az egyenlGtlenségbe helyettesitve:
1 1 1
—sind < ¥ < —tgd
2S|n < 5 < 5 g )
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2 sinv-val osztva (sind > 0):

1< v < !
sind  cos?
A reciprokokat véve:
1 sin ¢ - cos 1
Y 1
a szendvicstétel alapjan
i sin ¢ 1
im =
90+t U

2. sin? és 9 pératlan fiiggvények — (sin?)/0 paros —

I sin i sin v 1
m = m =
9—0t U 9—0— U

)

... sind
o iy
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" T~ sin x
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OVl (Véges) hatarérték a végtelenben

@ Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma

© A hatérérték preciz definiciéja és kiszamitasa

© Kiterjesztések

o (Veges) hatarérték a végtelenben

Q@ Osszefoglalas
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Definicié (Hatarérték a végtelenben)

1. Az f fiiggvény hatarértéke a végtelenben L ( lim f(x) = L vagy
X—>00

limf = L), ha

oo

Ve>03IMVx [x > M= |f(x)—L| <e].

2. Az f fiiggvény hatarértéke a minusz végtelenben L (Iim f = L), ha

—0o0

Ve > 03N Vx [x <N=|f(x)—L|<e]
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Tétel (Végtelenben vett hatarértékek és algebrai miveletek)

Legyenek L, M és k valés szamok. Tegyiik fel, hogy
thronof:Les thrcpogzl\/l.

Ekkor léteznek az alabbi hatarértékek és fennallnak a kovetkezdk.

(1) Osszeg, kiilonbség: l_im(f tg)=LE+M,

(2) Szorzat: thm(fg) = LM,

(3) Konstanssal valé szorzas: im(kf) = kL,
oo

oL
(4) Hanyados: thr;no s = (amennyiben M # 0),

(5) Racionalis kitevéji hatvanyozas: Ha r és s relativ prim egész szamok,
tovabba s # 0, akkor Iiim Fr/s — [7/5 feltéve, hogy L/ valés szam (ha
(o9}

s paros, akkor feltessziik, hogy L > 0).

v
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GVl A végtelen, mint hatarérték

@ Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma

© A hatérérték preciz definiciéja és kiszamitasa

© Kiterjesztések

@ A végtelen, mint hatarérték

Q@ Osszefoglalas
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GVl A végtelen, mint hatarérték

y

vy]

X0 T

X0

X0
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GVl A végtelen, mint hatarérték

Definicié (Végtelen hatarértékek)

1. Az f hatarértéke az xg helyen végtelen (c0), szimbolikusan

limf = oo,
Xo

ha
VB 36 >0Vx [0 < |x—x| <d=f(x)>B].

2. Az f hatarértéke az xp helyen minusz végtelen (—o0), szimbolikusan

limf = —o0,
Xo

ha

VB 36 > 0Vx [0 <|x—x| <d=f(x)<B]
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GVl A végtelen, mint hatarérték

Példa (A definicié alkalmazasa)

1
Igazoljuk, hogy ||m — = oo
—0 X

Megoldas
Megmutatjuk, hogy

1
VB35 >0Vx [0 < |x — x| <0 = — > B]
X

X2 > B pontosan akkor, ha x2 < £, azaz ha |x| < \f Legyen 6 < 1/VB,
akkor minden x-re ) )
|x|<6:—>(52 > B,
azaz
1

lim — = oo.
x—0 X
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GVl A végtelen, mint hatarérték

Definicié (Végtelen hatarértékek a végtelenben)

1. Az f fliggvény hatarértéke a végtelenben végtelen (c0), szimbolikusan

limf = oo,
0

ha
VB AM Vx [x > M = f(x) > B].

2. Az f fiiggvény hatarértéke a végtelenben minusz végtelen (—o0),
szimbolikusan

limf = —oc0,

o

ha

VB AM Vx [x > M = f(x) < B].
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@ Valtozasi sebesség, a hatarérték szemléletes fogalma

© A hatérérték preciz definiciéja és kiszamitasa

© Kiterjesztések

@ Aszimptotdk, dominans tagok

Q@ Osszefoglalas
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Definici¢ (Fiigg6leges aszimptota)
Az x = a egyenletii egyenes az y = f(x) fliggvény grafikonjanak fiiggéleges
aszimptotéaja, ha

lim f(x) ==4oco0 vagy ha lim f(x)=+o0

x—at x—a~
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X | =
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COs X

= SecXx
COsS X
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tg x
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ctg
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Definicié (Vizszintes aszimptota)
Az y = b egyenletii egyenest az y = f(x) fiiggvény grafikonja vizszintes
aszimptotajanak nevezziik, ha

lim f(x)=b vagy lim f(x)=b.

X—00 X——00

Példa
11 X
x" x  |x|
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Példa (Nagy léptékben azonosnak tiiné grafikonok)

Legyen f(x) = 2x* — 2x3 + 3x% — 3x + 4 &s g(x) = 2x*. Mit jelent az,
hogy f és g ,elég nagy” abszolat értékii x-ek esetén j6 kdzelitéssel
azonosnak tekinthet&k.

Megoldas

Az f és a g hanyadosanak hatarértéke a 0o és —oo helyeken:

. f(x) 2x* —2x3 +3x% —3x + 4
[im —=< = lim =
x—+o0 g(x) x—+oo 2X4

(1.3 32
= xoitoo x 22 23 XA

Elég nagy abszolat értékli x-ek esetén tehat f és g j6 kozelitéssel
azonosnak tekinthetd.
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Amit hibatlanul tudni kell!

© Hatarérték-félék definicici

@ Egységugras fiiggvény, sin% hatarértéke 0-ban nem létezik

© Fiiggvények osszegének, szorzatanak, hanyadosanak, skalarszorosanak,
racionalis kitevGs hatvanyanak hatarértéke

Q Szendvicstétel
sin x
o
X

@ Vizszintes és fiiggbleges aszimptotak

hatarértéke

Hatarértek U Gl o) T
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