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A folytonossag fogalma Pontbeli folytonossag

Definicié
A valés f fliggvény Dy értelmezési tartomanyanak egy ¢ pontjaban
folytonos, ha

Ve>030>0Vxe€Ds [|x—c|<d=|f(x)—f(c) <e].
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A folytonossag fogalma Pontbeli folytonossag

Definicié
A valés f fliggvény Dy értelmezési tartomanyanak egy ¢ pontjaban
folytonos, ha

Ve>030>0Vxe€Ds [|x—c|<d=|f(x)—f(c) <e].

Definicié
c az f szakadasi pontja/helye, ha f c-ben nem folytonos (de azért a
definici6 szerint ott értelmezve van).

Folytonossig T TS



A folytonossag fogalma Pontbeli folytonossag

Definicié
A valés f fliggvény Dy értelmezési tartomanyanak egy ¢ pontjaban
folytonos, ha

Ve>030>0Vxe€Ds [|x—c|<d=|f(x)—f(c) <e].

Definicié
c az f szakadasi pontja/helye, ha f c-ben nem folytonos (de azért a
definici6 szerint ott értelmezve van).

Definicié
¢ megsziintethetd szakadasi helye/pontja f-nek, ha lim f létezik, de
C

lim £  £(c).

c ugrashelye f-nek, ha ||m fés I|m f hatarértékek végesek, de kiilonbdzsk.

ct
A tobbi szakadasi helyet [ényeges szakadasi helynek nevezziik.

v
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A folytonossag fogalma Pontbeli folytonossag

Kiilonb6z6 terminoldgiai elnevezések hasznéalatosak, mi nem fogjuk
szakadasi helynek nevezni azt, ahol f nincs értelmezve.
Definicié

¢ hézagpontja f-nek, ha létezik lim f és lim f, limf = lim f, de f nincs
c— ct c— ct

értelmezve c-ben. (PL ’f‘l—nek hézagpontja van az x = 1 pontban.)

-1
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A folytonossag fogalma Pontbeli folytonossag

Kiilonb6z6 terminoldgiai elnevezések hasznéalatosak, mi nem fogjuk
szakadasi helynek nevezni azt, ahol f nincs értelmezve.

Definicié

¢ hézagpontja f-nek, ha létezik lim f és lim f, limf = lim f, de f nincs
, c— ct c— ct

értelmezve c-ben. (Pl. *=L-nek hézagpontja van az x = 1 pontban.)

Definicié

¢ pélusa f-nek, ha |ir+n f = +o00 és limf = +oo. (Pl X1 _nek pélusa van

x—2

[ c

az x = 2 pontban.)
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A folytonossag fogalma Pontbeli folytonossag

x2 -1

X
x—1

y

Folytonossig T Ly D)



A folytonossag fogalma Pontbeli folytonossag

x? —
2 £
x»—>X_1 NN ha x #1
x—1 1 hax=1
y y
X X

Wettl Ferenc Folytonossag

2014. oktéber 9.

7/22



A folytonossag fogalma Pontbeli folytonossag

x? —
2 £
x»—>X_1 NN ha x #1
x—1 1 hax=1
y y
X X
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A folytonossag fogalma Pontbeli folytonossag

x2 —
2 AT
x»—>X_1 NN ha x #1
x—1 1 hax=1
y y
X X
0 hax<O
e: x>
1 hax>0
y
e
X
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A folytonossag fogalma Pontbeli folytonossag

x? —
x»—>X2_1 X—=4q x—1 ha x #1
x—1 1 ha x=1
y y
X X
0 hax<o0 /x hax#0
e: x> X
1 hax>0 0 hax=0
y y
e
g
X X
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A folytonossag fogalma Pontbeli folytonossag

x2—1
x»—>X2_1 X—=4q x—1 ha x #1
x—1 1 hax=1 x—x+1
y y y
X X X
0 h 1/x in(%
e x s ax<0 . /x hax#0 NN sin(3) hax#0
1 hax>0 0 hax=0 0 hax=0
y y y
I
e
g [T~
X X X
\J
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@ A folytonossag fogalma
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A folytonossag fogalma Féloldali folytonossag

Definicié
A valés f fiiggvény értelmezési tartomanyanak egy ¢ pontjaban jobbrdl
folytonos, ha

Ve>030>0Vx [0<x—c<d=|f(x)—f(c) <e].
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A folytonossag fogalma Féloldali folytonossag

Definicié
A valés f fiiggvény értelmezési tartomanyanak egy ¢ pontjaban jobbrdl
folytonos, ha

Ve>030>0Vx [0<x—c<d=|f(x)—f(c) <e].

Definicié
A valés f fliggvény értelmezési tartomanyanak egy ¢ pontjaban balrél
folytonos, ha

Ve>030>0Vx [0<c—x<d=|f(x)—1f(c)] <€e].

Folytonossig T Ly D)



A folytonossag fogalma Féloldali folytonossag

Allitas
Ha létezik Iir+n f,és “T f = 1f(c), akkor f jobbrdl folytonos c-ben.
C C
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A folytonossag fogalma Féloldali folytonossag

Allitas

Ha létezik Iir+n f,és “T f = 1f(c), akkor f jobbrdl folytonos c-ben.
C C

Allitas
Ha létezik Iir:n f, és Iirp f = f(c), akkor f balrél folytonos c-ben.

Cc C
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A folytonossag fogalma Féloldali folytonossag

Allitas
Ha létezik Iir+n f,és “T f = 1f(c), akkor f jobbrdl folytonos c-ben.
C C

Allitas
Ha létezik lim f, és lim f = f(c), akkor f balrél folytonos c-ben.
c— c—

Példa

A valészin(iségi valtozdok eloszlasfiiggvénye balrél folytonos, ha a

Fx(x) =P(X < x)

képlettel definidljuk.
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A folytonossag fogalma Folytonossag
Definicié J

f folytonos, ha értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos.
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A folytonossag fogalma Folytonossag
Definicié

f folytonos, ha értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos.

Definicié
Az f fliggvény folytonos az / itervallumon, ha az / intervallumra
megszoritott f|, fiiggvény folytonos.
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Definicié
f folytonos, ha értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos.

Definicié
Az f fliggvény folytonos az / itervallumon, ha az / intervallumra
megszoritott f|, fiiggvény folytonos.

Nem biztos, hogy f folytonos / végpontjaiban, de f|,-nek a végpontokban
csak félig kell folytonosnak lennie.
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Definicié
f folytonos, ha értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos.

Definicié
Az f fliggvény folytonos az / itervallumon, ha az / intervallumra
megszoritott f|, fiiggvény folytonos.

Nem biztos, hogy f folytonos / végpontjaiban, de f|,-nek a végpontokban
csak félig kell folytonosnak lennie.

Allitas
Az f : [a, b] — R fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha

v
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Definicié
f folytonos, ha értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos.

Definicié
Az f fliggvény folytonos az / itervallumon, ha az / intervallumra
megszoritott f|, fiiggvény folytonos.

Nem biztos, hogy f folytonos / végpontjaiban, de f|,-nek a végpontokban
csak félig kell folytonosnak lennie.

Allitas
Az f : [a, b] — R fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha

@ az [a, b] intervallum minden belsé ¢ pontjaban limf = f(c),
C

v
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Definicié
f folytonos, ha értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos.

Definicié
Az f fliggvény folytonos az / itervallumon, ha az / intervallumra
megszoritott f|, fiiggvény folytonos.

Nem biztos, hogy f folytonos / végpontjaiban, de f|,-nek a végpontokban
csak félig kell folytonosnak lennie.

Allitas
Az f : [a, b] — R fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha

@ az [a, b] intervallum minden belsé ¢ pontjaban limf = f(c),
C

@ az a végpontban |ir+n f=1(a),
a

v
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Definicié
f folytonos, ha értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos.

Definicié
Az f fliggvény folytonos az / itervallumon, ha az / intervallumra
megszoritott f|, fiiggvény folytonos.

Nem biztos, hogy f folytonos / végpontjaiban, de f|,-nek a végpontokban
csak félig kell folytonosnak lennie.

Allitas
Az f : [a, b] — R fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha

@ az [a, b] intervallum minden belsé ¢ pontjaban limf = f(c),
C
@ az a végpontban |ir+n f="f(a),
a

@ a b végpontban Ili)rp f = f(b).

v
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A folytonossag fogalma Folytonossag
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A folytonossag fogalma Folytonossag
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Allitas
Minden polinom és minden racionalis tortfiiggvény (kép polinom
hanyadosa) folytonos fiiggvény.
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Allitas
Minden polinom és minden racionalis tortfiiggvény (kép polinom
hanyadosa) folytonos fiiggvény.

Példa

1 x2-1 :
-, Xil folytonos fiiggvények! (Mert értelmezési
X X —

tartomanyuk minden pontjaban folytonosak)

x® — 4x2 + x — 100,
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Allitas
Minden polinom és minden racionalis tortfiiggvény (kép polinom
hanyadosa) folytonos fiiggvény.

Példa

1 x2-1 :
-, Xil folytonos fiiggvények! (Mert értelmezési
X X —

tartomanyuk minden pontjaban folytonosak)

x® — 4x2 + x — 100,
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Allitas
Minden polinom és minden racionalis tortfiiggvény (kép polinom
hanyadosa) folytonos fiiggvény.

Példa

1 x2-1 :
-, Xil folytonos fiiggvények! (Mert értelmezési
X X —

tartomanyuk minden pontjaban folytonosak)

x® — 4x2 + x — 100,

x2—1

x—1

X —

y

X
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Allitas
Minden polinom és minden racionalis tortfiiggvény (kép polinom
hanyadosa) folytonos fiiggvény.

Példa

1 x2-1 :
-, Xil folytonos fiiggvények! (Mert értelmezési
X X —

tartomanyuk minden pontjaban folytonosak)

x® — 4x2 + x — 100,

x2—1
x—1 X =
y y

X —

X =

X
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Tétel

Ha g folytonos a ¢ pontban, f pedig az g(c) pontban, akkor f o g
folytonos c¢-ben.
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Tétel

Ha g folytonos a ¢ pontban, f pedig az g(c) pontban, akkor f o g
folytonos c¢-ben.
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Tétel

Ha g folytonos a ¢ pontban, f pedig az g(c) pontban, akkor f o g
folytonos c¢-ben.

c (g —— &(c) [FH— f(g(c)) = (Fog)(c)
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Tétel

Ha g folytonos a ¢ pontban, f pedig az g(c) pontban, akkor f o g
folytonos c¢-ben.

c (g —— &(c) [FH— f(g(c)) = (Fog)(c)

c —&] g(c

Folytonossig Ly LD O,
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Példa

3

x> +1 . 3
x = |x|, x — P folytonos fiiggvények ~~ x —
7

folytonos

x4 —4
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Példa
3 1 3
x = |x|, x — xtl folytonos fliggvények ~~ x — |———| folytonos
Xt _ 4 x*—4
Példa
3 3
X 1
x = x|, x — 2 folytonos fliggvények ~~» x — |———| folytonos
x4 —4 x4 —4
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A folytonossag fogalma Folytonossag

Példa
3 1 3
x = |x|, x — X4 + folytonos fiiggvények ~~ x — | — folytonos
x* —4 X% —
Példa
3 3
x> +1 ..
X = |x|, x = — folytonos fiiggvények ~ x — | — folytonos
x*—4 X —
Példa
X = /X, x — 4 — x2 folytonos fiiggvények ~~ x — /4 — x2 folytonos
y ggveny y
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A folytonossag fogalma Folytonos kiterjesztés

@ A folytonossag fogalma

@ Folytonos kiterjesztés
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A folytonossag fogalma Folytonos kiterjesztés

Definicié

Ha f a c helyen nincs értelmezve, de létezik az L = lim f hatérérték, akkor
az

f(x) hax#c,

F(x) =
(x) L hax=c¢

fliggvényt az f c-re valé kiterjesztésének nevezziik.
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A folytonossag fogalma Folytonos kiterjesztés

Példa

sinx .. . L. . , h
A —— fiiggvény folytonosan kiterjeszthet$ az egész szamegyenesre.
X
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A folytonossag fogalma Folytonos kiterjesztés

Példa

sinx .. . L. . , h
A —— fiiggvény folytonosan kiterjeszthet$ az egész szamegyenesre.
X
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A folytonossag fogalma Folytonos kiterjesztés

Példa

sinx .. . L. . , h
A —— fiiggvény folytonosan kiterjeszthet$ az egész szamegyenesre.
X

y




A folytonossag fogalma Folytonos kiterjesztés

Példa

sinx .. . L. . , h
A —— fiiggvény folytonosan kiterjeszthet$ az egész szamegyenesre.
X

y

Wettl Ferenc

Folytonossag

F(x) =

S“‘TX ha x # 0,
1 ha x =0.

2014. oktéber 9.
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A folytonossag fogalma Bolzano-tétel

@ A folytonossag fogalma

@ Bolzano-tétel
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A folytonossag fogalma Bolzano-tétel

Tétel (Bolzano-tétel)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, minden f(a) és f(b) szam kozé
es§ y-hoz létezik olyan ¢, hogy f(c) =y.
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A folytonossag fogalma Bolzano-tétel

Tétel (Bolzano-tétel)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, minden f(a) és f(b) szam kozé
es§ y-hoz létezik olyan ¢, hogy f(c) =y.
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A folytonossag fogalma Bolzano-tétel

Tétel (Bolzano-tétel)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, minden f(a) és f(b) szam kozé
es§ y-hoz létezik olyan ¢, hogy f(c) =y.




A folytonossag fogalma Bolzano-tétel

Tétel (Bolzano-tétel)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, minden f(a) és f(b) szam kozé
es§ y-hoz létezik olyan ¢, hogy f(c) =y.




A folytonossag fogalma Bolzano-tétel

Tétel (Bolzano-tétel)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, minden f(a) és f(b) szam kozé
es§ y-hoz létezik olyan ¢, hogy f(c) =y.

f(b)




A folytonossag fogalma Bolzano-tétel

Tétel (Bolzano-tétel)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, minden f(a) és f(b) szam kozé
es§ y-hoz létezik olyan ¢, hogy f(c) =y.

f(b)




A folytonossag fogalma Bolzano-tétel

Tétel (Bolzano-tétel)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, minden f(a) és f(b) szam kozé
es§ y-hoz létezik olyan ¢, hogy f(c) =y.




A folytonossag fogalma Bolzano-tétel

Tétel (Bolzano-tétel)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, minden f(a) és f(b) szam kozé
es§ y-hoz létezik olyan ¢, hogy f(c) =y.

O¢-=-=-=-==
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A folytonossag fogalma Bolzano-tétel

Kovetkezmény

Egy zart intervallumon értelmezett folytonos fliggvény értékkészlete
intervallum (késébb: zart intervallum).
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A folytonossag fogalma Bolzano-tétel

Kovetkezmény

Egy zart intervallumon értelmezett folytonos fliggvény értékkészlete
intervallum (késébb: zart intervallum).

Kovetkezmény

Ha f folytonos [a, b]-n, és f(a) < 0, f(b) > 0, akkor f-nek van zérushelye
az (a, b) intervallumon.
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