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ALV ARl Abszolit szélsGértékek
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ALV ARl Abszolit szélsGértékek

D Az f fiiggvénynek a ¢ € D pontban abszolit (globalis) maximuma
[abszolit minimuma] van, ha minden x € Dy esetén

f)<fle)  [f(x) =1f(c)l
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ALV ARl Abszolit szélsGértékek

D Az f fiiggvénynek a ¢ € D pontban abszolit (globalis) maximuma
[abszolit minimuma] van, ha minden x € Dy esetén

f)<fle)  [f(x) =1f(c)l

extrémum: maximum vagy minimum

T Szélséértéktétel (Weierstrass-tétel) Ha f folytonos az [a, b] (korlatos
és zart) intervallumon, akkor van minimuma és maximuma, azaz
letezik olyan c, d € [a, b], hogy minden x € [a, b] esetén
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ALV ARl Abszolit szélsGértékek

D Az f fiiggvénynek a ¢ € D pontban abszolit (globalis) maximuma
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f)<fle)  [f(x) =1f(c)l

extrémum: maximum vagy minimum

T Szélséértéktétel (Weierstrass-tétel) Ha f folytonos az [a, b] (korlatos
és zart) intervallumon, akkor van minimuma és maximuma, azaz
letezik olyan c, d € [a, b], hogy minden x € [a, b] esetén

K Ha f folytonos az [a, b] intervallumon, akkor értékkészlete is korlatos
zart intervallum.
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Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgértékek
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Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgértékek

D Az f fiiggvénynek a Dy valamely ¢ belsé pontjaban lokalis maximuma
[lokalis minimuma] van, ha van olyan c-t tartalmazé nyilt intervallum,
mely része Dr-nek, és amelynek minden x elemére

f(x) <f(e)  [F(x) = £(c)]
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Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgértékek

D Az f fiiggvénynek a Dy valamely ¢ belsé pontjaban lokalis maximuma
[lokalis minimuma] van, ha van olyan c-t tartalmazé nyilt intervallum,
mely része Dr-nek, és amelynek minden x elemére

f(x) <f(e)  [F(x) = £(c)]

D Ha c az értelmezési tartomany egy intervallumanak végpontja, akkor
f-nek lokalis szélsGértéke van c-ben, ha a fenti egyenl6tlenségek
valamelyike fennall egy c-t is tartalmazoé félig nyilt intervallum minden
x elemére.
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mely része Dr-nek, és amelynek minden x elemére

f(x) <f(e)  [F(x) = £(c)]

D Ha c az értelmezési tartomany egy intervallumanak végpontja, akkor
f-nek lokalis szélsGértéke van c-ben, ha a fenti egyenl6tlenségek
valamelyike fennall egy c-t is tartalmazoé félig nyilt intervallum minden

x elemére.
y

. X
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Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt

Fiiggvény szélsGértékei

m Lokalis szélséérték és derivalt

Kozépértéktételek

Fiiggvény menetének vizsgalata

L'Hépital-szabaly
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Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt

T Ha f-nek c-ben lokalis szélsgértéke van, és f diffhaté c-ben, akkor

f'(c)=0

A derivalt alkalmazasai 2014. november 17. 9 /57



Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt

T Ha f-nek c-ben lokalis szélsgértéke van, és f diffhaté c-ben, akkor

f'(c)=0
B TFH f-nek lokalis maximuma van c-ben. Ekkor
f'(c) = lim M <0,
X—c+ X —C
f'(c) = lim fx) —f(c) > 0.
X—C— X —C

Igy '(c) = 0. Minimumhelyre a bizonyitas hasonlé.
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D A ¢ € Df pont az f fiiggvény kritikus pontja, ha f’
m vagy nem létezik c-ben,

A derivalt alkalmazasai 2014. november 17.

9 /57



Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt
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Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt

T Ha f-nek c-ben lokalis szélsgértéke van, és f diffhaté c-ben, akkor

f'(c) =0.
B TFH f-nek lokalis maximuma van c-ben. Ekkor
f'(c) = lim M <0,
X—c+ X —C
f'(c) = lim fx) —f(c) > 0.
X—C— X —C

Igy '(c) = 0. Minimumhelyre a bizonyitas hasonlé.
D A ¢ € Df pont az f fiiggvény kritikus pontja, ha f’
m vagy nem létezik c-ben,
m vagy f'(c) =0.
K f-nek globalis szélséértéke lehet
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Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt

T Ha f-nek c-ben lokalis szélsgértéke van, és f diffhaté c-ben, akkor

f'(c)=0
B TFH f-nek lokalis maximuma van c-ben. Ekkor
f'(c) = lim M <0,
X—c+ X —C
f'(c) = lim fx) —f(c) > 0.
X—C— X —C

Igy '(c) = 0. Minimumhelyre a bizonyitas hasonlé.
D A ¢ € Df pont az f fiiggvény kritikus pontja, ha f’
m vagy nem létezik c-ben,
m vagy f'(c) =0.
K f-nek globalis szélséértéke lehet

m a kritikus pontokban
m az intervallum végpontjaiban
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Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt

y




Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt

y

L.MAX

e kritikus pont: f nem differencialhaté



Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt

y

L.MAX

e kritikus pont: f nem differencialhaté
e kritikus pont: f derivaltja 0



Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt

y

L.MAX

L.MIN

e kritikus pont: f nem differencialhaté
e kritikus pont: f derivaltja 0
eintervallum végpontja



Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt

y

L.MAX

A.MIN
L.MIN

e kritikus pont: f nem differencialhaté
e kritikus pont: f derivaltja 0
eintervallum végpontja

e abszolt (globalis) szélssérték
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Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt

P Hatarozzuk meg az f(x) = x*/® 4 2/3x fiiggvény lokalis és abszolut

szélsGértékhelyeit a [—2, 1] intervallumon!
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szélsGértékhelyeit a [—2, 1] intervallumon!
M f/(x) = 2/3x /3 4 2/3.

E fliggvény nincs értelmezve az x = 0 helyen, tehat itt f nem diffhaté.
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fl(x) =2/ax P 4+23=0~ x=—1
A kritikus pontok x = —1, x = 0, a végpontok x = —2, x = 1.
f(—2) = V4 —4/3~0.254, f(—1) =1/3, f(0) = 0, f(1) = 5/5.
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Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt

P Hatarozzuk meg az f(x) = x*/® 4 2/3x fiiggvény lokalis és abszolut

M
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szélsGértékhelyeit a [—2, 1] intervallumon!
f/(x) = 2/3x/3 4 2/3,

E fliggvény nincs értelmezve az x = 0 helyen, tehat itt f nem diffhaté.

f'(x) =2/3x P 42/3=0~ x = —1
A kritikus pontok x = —1, x = 0, a végpontok x = —2, x = 1.

f(—2) = V4 —4/3~0.254, f(—1) = 1/3, £(0) = 0, (1) = 5/3.

L.MAX: x = —1, x =1, L.MIN: x = =2, x = 0 helyeken.
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Fiiggvény szélséértékei Lokalis szélsgérték és derivalt

P Hatarozzuk meg az f(x) = x*/® 4 2/3x fiiggvény lokalis és abszolut

M
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szélsGértékhelyeit a [—2, 1] intervallumon!
f/(x) = 2/3x/3 4 2/3,

E fliggvény nincs értelmezve az x = 0 helyen, tehat itt f nem diffhaté.

f'(x) =2/3x P 42/3=0~ x = —1
A kritikus pontok x = —1, x = 0, a végpontok x = —2, x = 1.

f(—2) = V4 —4/3~0.254, f(—1) = 1/3, £(0) = 0, (1) = 5/3.

L.MAX: x = —1, x =1, L.MIN: x = =2, x = 0 helyeken.
A.MAX: 5/3 (x = 1-ben), A.MIN: 0 (0-ban)
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Koézépértéktételek

Kozépértéktételek
m Rolle-féle kdzépértéktétel
m Lagrange-féle kdzépértéktétel
m Cauchy-féle kdzépértéktétel
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Koézépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

Fiiggvény szélsGértékei

Kozépértéktételek
m Rolle-féle kdzépértéktétel

Fiiggvény menetének vizsgalata

L'Hépital-szabaly
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Koézépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

T Rolle-tétel: Ha
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T Rolle-tétel: Ha
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Koézépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

T Rolle-tétel: Ha

m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
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Koézépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

T Rolle-tétel: Ha

m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
m f(a) =f(b),
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Koézépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

T Rolle-tétel: Ha

m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
m f(a) =f(b),

akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy

f'(c) =0.

Wettl Ferenc A derivalt alkalmazasai

2014. november 17.
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Koézépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

T Rolle-tétel: Ha

m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
m f(a) =f(b),

akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
f'(c) =0.

B f folytonos [a, b]-n, ezért van abszolit maximuma és minimuma.
Mivel f diffhaté (a, b)-n, ezért ezeket értékként
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T Rolle-tétel: Ha

m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
m f(a) =f(b),

akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
f'(c) =0.

B f folytonos [a, b]-n, ezért van abszolit maximuma és minimuma.
Mivel f diffhaté (a, b)-n, ezért ezeket értékként

m vagy a végpontokban
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Koézépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

T Rolle-tétel: Ha

m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
m f(a) =f(b),

akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
f'(c) =0.

B f folytonos [a, b]-n, ezért van abszolit maximuma és minimuma.
Mivel f diffhaté (a, b)-n, ezért ezeket értékként

m vagy a végpontokban
m vagy olyan ¢ belsé pontban veszi fel, ahol f'(c) = 0.
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Kozépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

T Rolle-tétel: Ha

m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
m f(a) =f(b),

akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
f'(c) =0.

B f folytonos [a, b]-n, ezért van abszolit maximuma és minimuma.
Mivel f diffhaté (a, b)-n, ezért ezeket értékként

m vagy a végpontokban
m vagy olyan ¢ belsé pontban veszi fel, ahol f'(c) = 0.

Ha f a minimum és a maximum legalabb egyikét (a, b)-ben veszi fel,
akkor f'(c) = 0, kész.
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Kozépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

T Rolle-tétel: Ha

m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
m f(a) =f(b),

akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
f'(c) =0.

B f folytonos [a, b]-n, ezért van abszolit maximuma és minimuma.
Mivel f diffhaté (a, b)-n, ezért ezeket értékként

m vagy a végpontokban
m vagy olyan ¢ belsé pontban veszi fel, ahol f'(c) = 0.

Ha f a minimum és a maximum legalabb egyikét (a, b)-ben veszi fel,
akkor f'(c) = 0, kész.

Ha a maximumot és a minimumot is a végpontokban veszi fel, akkor
f(a) = f(b) miatt a fliggvény csak a konstans fiiggvény lehet, igy
mindenitt 0 a derivalt.
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téktételek Rolle-féle kdzépértéktétel
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Koézépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

P lgazoljuk, hogy az f(x) = x® 4+ 4x3 + 3x + 1 fiiggvénynek csak
egyetlen valds gydke van.
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Koézépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

P lgazoljuk, hogy az f(x) = x® 4+ 4x3 + 3x + 1 fiiggvénynek csak
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Koézépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

P lgazoljuk, hogy az f(x) = x® 4+ 4x3 + 3x + 1 fiiggvénynek csak
egyetlen valds gydke van.

M f/(x) = 5x* +12x% +3 > 0.

f minden val6s helyen differencialhaté (és igy folytonos is).
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Kozépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

P lgazoljuk, hogy az f(x) = x® 4+ 4x3 + 3x + 1 fiiggvénynek csak
egyetlen valds gydke van.

M f/(x) = 5x* +12x% +3 > 0.
f minden val6s helyen differencialhaté (és igy folytonos is).

Ha volna f-nek két zérushelye, kozte valahol 0 lenne a derivalt, tehat
legfljebb csak egy zérushelye lehet.
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Kozépértéktételek Rolle-féle kdzépértéktétel

P lgazoljuk, hogy az f(x) = x® 4+ 4x3 + 3x + 1 fiiggvénynek csak
egyetlen valds gydke van.

M f/(x) = 5x* +12x% +3 > 0.
f minden val6s helyen differencialhaté (és igy folytonos is).

Ha volna f-nek két zérushelye, kozte valahol 0 lenne a derivalt, tehat
legfljebb csak egy zérushelye lehet.

f folytonos és f(—1) = —7, (1) =9, tehat Bolzano tétele szerint a
(—1,1) intervallumon f-nek zérushelye van.
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

Fiiggvény szélsGértékei

Kozépértéktételek

m Lagrange-féle kdzépértéktétel

Fiiggvény menetének vizsgalata

L'Hépital-szabaly

A derivalt alkalmazasai 2014. november 17. 17 / 57



[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

y

f(b) /\f




f(b)

Koézépértéktételek

7]

Lagrange-féle kzépértéktétel




f(b)

Koézépértéktételek

7]

Lagrange-féle kzépértéktétel

— 8
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

T Lagrange-tétel: Ha
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

T Lagrange-tétel: Ha
m f folytonos [a, b]-n,
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

T Lagrange-tétel: Ha
m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

T Lagrange-tétel: Ha
m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

T Lagrange-tétel: Ha
m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy

ZELOELL)

B Legyen g az a fiiggvény, melynek grafikonja az (a,f(a)) és (b, f(b))
pontok kozti szelGegyenes:
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

T Lagrange-tétel: Ha
m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy

ZELOELL)

B Legyen g az a fiiggvény, melynek grafikonja az (a,f(a)) és (b, f(b))
pontok kozti szelGegyenes:

g0 = () + (P11 )
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

T Lagrange-tétel: Ha
m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy

ZELOELL)

B Legyen g az a fiiggvény, melynek grafikonja az (a,f(a)) és (b, f(b))
pontok kozti szelGegyenes:

g0 = () + (P11 )

Alkalmazzuk a h = f — g fiiggvényre a Rolle-tételt:
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

T Lagrange-tétel: Ha
m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy

ZELOELL)

B Legyen g az a fiiggvény, melynek grafikonja az (a,f(a)) és (b, f(b))
pontok kozti szelGegyenes:

g0 = () + (P11 )

Alkalmazzuk a h = f — g fiiggvényre a Rolle-tételt:
m h(a) = h(b) =0,
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

T Lagrange-tétel: Ha
m f folytonos [a, b]-n,
m f diffhaté (a, b)-n,
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
f(b) —f(a)
/ —
f'(c) = b

B Legyen g az a fiiggvény, melynek grafikonja az (a,f(a)) és (b, f(b))

pontok kozti szelGegyenes:

g0 = () + (P11 )

Alkalmazzuk a h = f — g fiiggvényre a Rolle-tételt:
m h(a) = h(b) =0,

b—a

b—a
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

T Lagrange-tétel: Ha
m f folytonos [a, b]-n
m f diffhaté (a, b)-n
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
f(b) —f(a)
/ —_—
f'(c) = b
B Legyen g az a fiiggvény, melynek grafikonja az (a,f(a)) és (b, f(b))
pontok kozti szelGegyenes:
f(b)—f(a
g0 = F(a) + =T )
Alkalmazzuk a h = f — g fiiggvényre a Rolle-tételt:
m h(a) = h(b) =
oy B fb)—f(a), .\ _ oy f(b)—f(a)
lh(X)(f(X) f(a) — b—a (x—a)) =f(x) P
m van olyan ¢ € (a, b), ahol K (c) =

H(c)=f'(c)— W =0, QED
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

M Fizikai kdvetkezmény: ha egy atszakaszon atlagosan 60 km/h
sebességgel haladtunk, akkor legaldbb egyszer mentiink épp 60-nal.
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

M Fizikai kdvetkezmény: ha egy atszakaszon atlagosan 60 km/h
sebességgel haladtunk, akkor legaldbb egyszer mentiink épp 60-nal.

K Ha minden x € (a, b) pontban f’(x) = 0, akkor f konstans az (a, b)
intervallumon (valamely C szamra f(x) = C).
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

M Fizikai kdvetkezmény: ha egy atszakaszon atlagosan 60 km/h
sebességgel haladtunk, akkor legaldbb egyszer mentiink épp 60-nal.

K Ha minden x € (a, b) pontban f’(x) = 0, akkor f konstans az (a, b)
intervallumon (valamely C szamra f(x) = C).

B Kontrapoziciéval bizonyitunk: ha f nem konstans, akkor nem lehet a
derivaltja mindeniitt 0.
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

M Fizikai kdvetkezmény: ha egy atszakaszon atlagosan 60 km/h
sebességgel haladtunk, akkor legaldbb egyszer mentiink épp 60-nal.

K Ha minden x € (a, b) pontban f’(x) = 0, akkor f konstans az (a, b)
intervallumon (valamely C szamra f(x) = C).

B Kontrapoziciéval bizonyitunk: ha f nem konstans, akkor nem lehet a
derivaltja mindeniitt 0.

Ha f nem konstans, van olyan két p, g € (a, b), hogy f(p) # f(q).
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

M Fizikai kdvetkezmény: ha egy atszakaszon atlagosan 60 km/h
sebességgel haladtunk, akkor legaldbb egyszer mentiink épp 60-nal.

K Ha minden x € (a, b) pontban f’(x) = 0, akkor f konstans az (a, b)
intervallumon (valamely C szamra f(x) = C).

B Kontrapoziciéval bizonyitunk: ha f nem konstans, akkor nem lehet a
derivaltja mindeniitt 0.

Ha f nem konstans, van olyan két p, g € (a, b), hogy f(p) # f(q).
Ekkor van olyan ¢ € (p, g), hogy

f(p) — 1(q)
p—q
tehat ¢ € (a, b) helyen f'(c) # 0.

fi(c) = 70,
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RSN Lagrange-féle kdzépértéktétel

K Ha f' = g’ az (a, b) intervallumon, akkor van olyan C szam, hogy az
(a, b) intervallumon f = g + C, azaz f — g konstans.

A derivalt alkalmazasai 2014. november 17. 21 / 57



[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

K Ha f' = g’ az (a, b) intervallumon, akkor van olyan C szam, hogy az
(a, b) intervallumon f = g + C, azaz f — g konstans.

B A h=f — g fliggvény derivéltia ¥ = f' — g’ =0, igy h = C, azaz
f=g+C.
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Lagrange-féle kézépértaktétel
K Ha f' = g’ az (a, b) intervallumon, akkor van olyan C szam, hogy az
(a, b) intervallumon f = g + C, azaz f — g konstans.
B A h=f — g fliggvény derivéltia ¥ = f' — g’ =0, igy h = C, azaz
f=g+C.
P Melyik az a fiiggvény, amelyiknek cos a derivaltja?
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

K Ha f' = g’ az (a, b) intervallumon, akkor van olyan C szam, hogy az
(a, b) intervallumon f = g + C, azaz f — g konstans.

B A h=f — g fliggvény derivéltia ¥ = f' — g’ =0, igy h = C, azaz
f=g+C.

P Melyik az a fiiggvény, amelyiknek cos a derivaltja?

M Minden sin +C alaka fiiggvény, ahol C tetszéleges konstans.
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

K Ha f' = g’ az (a, b) intervallumon, akkor van olyan C szam, hogy az
(a, b) intervallumon f = g + C, azaz f — g konstans.

B A h=f — g fliggvény derivéltia ¥ = f' — g’ =0, igy h = C, azaz
f=g+C.

P Melyik az a fiiggvény, amelyiknek cos a derivaltja?

M Minden sin +C alaka fiiggvény, ahol C tetszéleges konstans.

P Legyen f(x) =0, ha x # 0, de f ne legyen értelmezve a 0 helyen.
Mely fiiggvények derivaltja 77
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

K Ha f' = g’ az (a, b) intervallumon, akkor van olyan C szam, hogy az
(a, b) intervallumon f = g + C, azaz f — g konstans.

B A h=f — g fliggvény derivéltia ¥ = f' — g’ =0, igy h = C, azaz
f=g+C.

P Melyik az a fiiggvény, amelyiknek cos a derivaltja?

M Minden sin +C alaka fiiggvény, ahol C tetszéleges konstans.

P Legyen f(x) =0, ha x # 0, de f ne legyen értelmezve a 0 helyen.
Mely fiiggvények derivaltja 77

M Df = R\ {0}, azaz f értelmezési tartomanya nem intervallum!
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[ CHI TSNV Lagrange-féle kdzépértéktétel

K Ha f' = g’ az (a, b) intervallumon, akkor van olyan C szam, hogy az
(a, b) intervallumon f = g + C, azaz f — g konstans.

B A h=f — g fliggvény derivéltia ¥ = f' — g’ =0, igy h = C, azaz
f=g+C.

P Melyik az a fiiggvény, amelyiknek cos a derivaltja?

M Minden sin +C alaka fiiggvény, ahol C tetszéleges konstans.

P Legyen f(x) =0, ha x # 0, de f ne legyen értelmezve a 0 helyen.
Mely fiiggvények derivaltja 77

M Df = R\ {0}, azaz f értelmezési tartomanya nem intervallum!
A megoldés: g’ = f, ha

( ) (G, ha x > 0, g
X) =
g G, ha x < 0, f

ahol (7 és G, két tetsz8leges kons-
tans.
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Kodzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

Fiiggvény szélsGértékei

Kozépértéktételek

m Cauchy-féle kdzépértéktétel

Fiiggvény menetének vizsgalata

L'Hépital-szabaly
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Kodzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

T Cauchy-féle kozépértéktétel: Ha
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pértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

T Cauchy-féle kozépértéktétel: Ha
m f és g folytonos [a, b]-n,
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Kodzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

T Cauchy-féle kozépértéktétel: Ha
m f és g folytonos [a, b]-n,
m f és g diffhaté (a, b)-n,
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Kodzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

T Cauchy-féle kozépértéktétel: Ha
m f és g folytonos [a, b]-n,
m f és g diffhaté (a, b)-n,
m g’-nek nincs zérushelye (a, b)-n,
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Kodzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

T Cauchy-féle kozépértéktétel: Ha
m f és g folytonos [a, b]-n,
m f és g diffhaté (a, b)-n,
m g’-nek nincs zérushelye (a, b)-n,
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy

F(c) _ F(b) - f(a)
g(c) ~ &(b)—gla)
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Kdzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

T Cauchy-féle kozépértéktétel: Ha
m f és g folytonos [a, b]-n,
m f és g diffhaté (a, b)-n,
m g’-nek nincs zérushelye (a, b)-n,
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
f'(c) _ f(b)—f(a)
g'(c) &(b)—g(a)
B Megmutatjuk, hogy g(a) # g(b). Egyébként a Rolle-tétel szerint

letezne olyan ¢ € (a, b), hogy g'(c) =0, de ezt a feltételek kozt
kizartuk.
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Kdzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

T Cauchy-féle kozépértéktétel: Ha
m f és g folytonos [a, b]-n,
m f és g diffhaté (a, b)-n,
m g’-nek nincs zérushelye (a, b)-n,
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
f'(c) _ f(b)—f(a)
g'(c) &(b)—g(a)
B Megmutatjuk, hogy g(a) # g(b). Egyébként a Rolle-tétel szerint

letezne olyan ¢ € (a, b), hogy g'(c) =0, de ezt a feltételek kozt
kizartuk.

h(x) = f(x) = f(a) -
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Kdzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

T Cauchy-féle kozépértéktétel: Ha
m f és g folytonos [a, b]-n,
m f és g diffhaté (a, b)-n,
m g’-nek nincs zérushelye (a, b)-n,
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
f'(c) _ f(b)—f(a)
g'(c) g(b)—g(a)

B Megmutatjuk, hogy g(a) # g(b). Egyébként a Rolle-tétel szerint
letezne olyan ¢ € (a, b), hogy g'(c) =0, de ezt a feltételek kozt
kizartuk. F(b) — £(a)

—f(a
h(x)=f(x) —f(a) — ———+=(g(x) — g(a
() = 1) = F() = 2 = 3 (8(x) ~ 8()
Alkalmazzuk a h fiiggvényre a Rolle-tételt:
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Kdzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

T Cauchy-féle kozépértéktétel: Ha
m f és g folytonos [a, b]-n,
m f és g diffhaté (a, b)-n,
m g’-nek nincs zérushelye (a, b)-n,
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
f'(c) _ f(b)—f(a)
g'(c) g(b)—g(a)
B Megmutatjuk, hogy g(a) # g(b). Egyébként a Rolle-tétel szerint
letezne olyan ¢ € (a, b), hogy g'(c) =0, de ezt a feltételek kozt

kizértik. ) ) F(b) — £(a) )
h(x) = f(x) — f(a) 7g(b)_g(a)(g(><) g(a))

Alkalmazzuk a h fiiggvényre a Rolle-tételt:
h folytonos és diffhaté, h(a) = h(b) =0,
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Kdzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

T Cauchy-féle kozépértéktétel: Ha
m f és g folytonos [a, b]-n,
m f és g diffhaté (a, b)-n,
m g’-nek nincs zérushelye (a, b)-n,
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
f'(c) _ f(b)—f(a)
g'(c) g(b)—g(a)
B Megmutatjuk, hogy g(a) # g(b). Egyébként a Rolle-tétel szerint
letezne olyan ¢ € (a, b), hogy g'(c) =0, de ezt a feltételek kozt

kizértik. ) ) F(b) — £(a) )
h(x) = f(x) — f(a) 7g(b)_g(a)(g(><) g(a))

Alkalmazzuk a h fiiggvényre a Rolle-tételt:
h folytonos és diffhaté, h(a) = h(b) =0,

oY — g f(b) —f(a) ,
h(X)*f(X)*mg (x).
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Kdzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

T Cauchy-féle kozépértéktétel: Ha
m f és g folytonos [a, b]-n,
m f és g diffhaté (a, b)-n,
m g’-nek nincs zérushelye (a, b)-n,
akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy
f'(c) _ f(b)—f(a)
g'(c) g(b)—g(a)

B Megmutatjuk, hogy g(a) # g(b). Egyébként a Rolle-tétel szerint
létezne olyan ¢ € (a, b), hogy g'(c) = 0, de ezt a feltételek kozt
kizartuk. F(b) — £(a)

—f(a
h(x)=f(x) —f(a) — ———+=(g(x) — g(a
() = 1) = F() = 2 = 3 (8(x) ~ 8()
Alkalmazzuk a h fiiggvényre a Rolle-tételt:
h folytonos és diffhaté, h(a) = h(b) =0,
/ / f(b) —f(a) ,
H(x)=Ff'(x)— ————F% ,
()= /) = e €' o
van olyan ¢ € (a, b), ahol h'(c) =0, és innen g’EZ; = gEb; :g((aa))'
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Kodzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

Legyen (g(t),f(t)) egy gorbe paraméteres alakja. Derivaltja a t = ¢
helyen:
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Kodzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

Legyen (g(t),f(t)) egy gorbe paraméteres alakja. Derivaltja a t = ¢
!

helyen:

g'(c)
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Kodzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

Legyen (g(t),f(t)) egy gorbe paraméteres alakja. Derivaltja a t = ¢
!

c " p e .. p
Q) A gorbe t = a és t = b paraméterii pontjai (g(a), f(a)) és

(g(b), (b)).

helyen:
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Kdzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

Legyen (g(t),f(t)) egy gorbe paraméteres alakja. Derivaltja a t = ¢
!

helyen: <) A gorbe t = a és t = b paraméterii pontjai (g(a),f(a)) és

"(c
(g(b),f(b)). A koztiik halad6 har iranytangense
f(b) — f(a)
g(b) —g(a)’
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Kodzépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

Legyen (g(t),f(t)) egy gorbe paraméteres alakja. Derivaltja a t = ¢
!

helyen: — Z . A gorbe t = a és t = b paraméter(i pontjai (g(a),f(a)) és
(g(b),f(b)). A koztiik halad6 har iranytangense

f(b) —f(a)

g(b) —g(a)’

A Cauchy-tétel szerint a gorbének van ezzel parhuzamos érintgje:

(g(b), f(b))
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Fiiggvény menetének vizsgalata

Fiiggvény menetének vizsgalata
m Monotonitas
m Konvexitas
m Fiiggvényvizsgalat
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

Fiiggvény szélsGértékei

Kozépértéktételek

Fiiggvény menetének vizsgalata
m Monotonitas

L'Hépital-szabaly
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

D f szigorGan monoton ndvekvd [csdkkend], ha barmely a < b
(a, b € D) esetén f(a) < f(b) [f(a) > f(b)]. (A Thomas-kdnyv ezt
nevezi monoton ndvekvének [csokkendnek].)
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

D f szigorGan monoton ndvekvd [csdkkend], ha barmely a < b
(a, b € D) esetén f(a) < f(b) [f(a) > f(b)]. (A Thomas-kdnyv ezt
nevezi monoton ndvekvének [csokkendnek].)

f monoton novekvd [csokkend], ha barmely a < b (a, b € Dy) esetén

f(a) < £(b) [f(a) = f(b)].
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

D f szigorGan monoton ndvekvd [csdkkend], ha barmely a < b
(a, b € D) esetén f(a) < f(b) [f(a) > f(b)]. (A Thomas-kdnyv ezt
nevezi monoton ndvekvének [csokkendnek].)

f monoton novekvd [csokkend], ha barmely a < b (a, b € Dy) esetén
f(a) < £(b) [f(a) = (b)].
T TFH f folytonos [a, b]-n és diffhaté (a, b)-n.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

D f szigorGan monoton ndvekvd [csdkkend], ha barmely a < b
(a, b € D) esetén f(a) < f(b) [f(a) > f(b)]. (A Thomas-kdnyv ezt
nevezi monoton ndvekvének [csokkendnek].)

f monoton novekvd [csokkend], ha barmely a < b (a, b € Dy) esetén
f(a) < £(b) [f(a) = (b)].
T TFH f folytonos [a, b]-n és diffhaté (a, b)-n.

m Ha f’ > 0 az (a, b)-n, akkor f szigortan monoton névekvé [a, b]-n.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

D f szigorGan monoton ndvekvd [csdkkend], ha barmely a < b
(a, b € D) esetén f(a) < f(b) [f(a) > f(b)]. (A Thomas-kdnyv ezt
nevezi monoton ndvekvének [csokkendnek].)
f monoton novekvd [csokkend], ha barmely a < b (a, b € Dy) esetén
f(a) < £(b) [f(a) = (b)].
T TFH f folytonos [a, b]-n és diffhaté (a, b)-n.
m Ha f’ > 0 az (a, b)-n, akkor f szigortan monoton névekvé [a, b]-n.
m Ha f’ <0 az (a, b)-n, akkor f szigortan monoton csékkend [a, b]-n.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

D f szigorGan monoton ndvekvd [csdkkend], ha barmely a < b
(a, b € D) esetén f(a) < f(b) [f(a) > f(b)]. (A Thomas-kdnyv ezt
nevezi monoton ndvekvének [csokkendnek].)

f monoton novekvd [csokkend], ha barmely a < b (a, b € Dy) esetén
f(a) < f(b) [f(a) = f(b)]
T TFH f folytonos [a, b]-n és diffhaté (a, b)-n.
m Ha f’ > 0 az (a, b)-n, akkor f szigortan monoton névekvé [a, b]-n.
m Ha f’ <0 az (a, b)-n, akkor f szigortan monoton csékkend [a, b]-n.

B Legyen a < x; < xo < b. Alkalmazzuk a Lagrange-féle
kdzépértéktételt az [xi, xz] intervallumra: van olyan ¢ € (xy, x2), hogy

f(x2) — f(x1) = f'(c) (2 — x1)-
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

D f szigorGan monoton ndvekvd [csdkkend], ha barmely a < b
(a, b € D) esetén f(a) < f(b) [f(a) > f(b)]. (A Thomas-kdnyv ezt
nevezi monoton ndvekvének [csokkendnek].)
f monoton novekvd [csokkend], ha barmely a < b (a, b € Dy) esetén
f(a) < £(b) [f(a) = (b)].
T TFH f folytonos [a, b]-n és diffhaté (a, b)-n.
m Ha f’ > 0 az (a, b)-n, akkor f szigortan monoton névekvé [a, b]-n.
m Ha f’ <0 az (a, b)-n, akkor f szigortan monoton csékkend [a, b]-n.

B Legyen a < x3 < xo < b. Alkalmazzuk a Lagrange-féle
kdzépértéktételt az [xi, xz] intervallumra: van olyan ¢ € (xy, x2), hogy

f(x2) — f(xa) = f'(c) (2 — xa).
xp — x1 > 0, ezért ha f'(c) > 0, akkor f(x2) > f(x1), azaz f szigoraan

monoton ndvekvd, ha f'(c) < 0, akkor f(xp) < f(x1), azaz f
szigorian monoton csbkkend.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

M Az allitas megforditasa nem igaz, csak annyi, hogy ha f szigorian
monoton ndvekvd [csokkend] [a, b]-n, akkor f' > 0 [f' < 0] az (a, b)
intervallumon.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

M Az allitas megforditasa nem igaz, csak annyi, hogy ha f szigorian
monoton ndvekvd [csokkend] [a, b]-n, akkor f' > 0 [f' < 0] az (a, b)
intervallumon.

Példaul az f : x — x3 fiiggvény szigorGian monoton névekvs, de 0-ban
a derivéltja 0, azaz ¥/ > 0 nem teljesiil minden pontban.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

M Az allitas megforditasa nem igaz, csak annyi, hogy ha f szigorian
monoton ndvekvd [csokkend] [a, b]-n, akkor f' > 0 [f' < 0] az (a, b)
intervallumon.

Példaul az f : x — x3 fiiggvény szigorGian monoton névekvs, de 0-ban
a derivéltja 0, azaz ¥/ > 0 nem teljesiil minden pontban.

A Ha f monoton ndvekvé [a, b]-n, akkor ' > 0 az (a, b)-n.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

T TFH f folytonos az (a, b)-n és diffhaté az (a, c) és (c, b)
intervallumokon és ¢ az f kritikus pontja.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

T TFH f folytonos az (a, b)-n és diffhaté az (a, c) és (c, b)
intervallumokon és ¢ az f kritikus pontja.
m Ha f’ az (a, ¢)-n pozitiv, a (c, b)-n negativ, akkor c-ben maximuma
van.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

T TFH f folytonos az (a, b)-n és diffhaté az (a, c) és (c, b)
intervallumokon és ¢ az f kritikus pontja.
m Ha f’ az (a, ¢)-n pozitiv, a (c, b)-n negativ, akkor c-ben maximuma
van.
m Ha " az (a, ¢)-n negativ, a (¢, b)-n pozitiv, akkor c-ben minimuma
van.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

T TFH f folytonos az (a, b)-n és diffhaté az (a, c) és (c, b)
intervallumokon és ¢ az f kritikus pontja.
m Ha f’ az (a, ¢)-n pozitiv, a (c, b)-n negativ, akkor c-ben maximuma
van.
m Ha " az (a, ¢)-n negativ, a (¢, b)-n pozitiv, akkor c-ben minimuma
van.
m Ha f’ azonos el6jelii az (a, c) és (c, b) intervallumokon, akkor nincs

szélsGértéke c-ben.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

T TFH f folytonos az (a, b)-n és diffhaté az (a, c) és (c, b)
intervallumokon és ¢ az f kritikus pontja.

m Ha f’ az (a, ¢)-n pozitiv, a (c, b)-n negativ, akkor c-ben maximuma
van.

m Ha " az (a, ¢)-n negativ, a (¢, b)-n pozitiv, akkor c-ben minimuma
van.

m Ha f’ azonos el6jelii az (a, c) és (c, b) intervallumokon, akkor nincs
szélsGértéke c-ben.

B Ha f’ az (a, c)-n pozitiv, akkor minden x € (a, ¢) elemre f(x) < f(c).
Hasonldképp, ha ' a (¢, b)-n negativ, akkor minden x € (c, b) elemre
f(x) < f(c). Tehat ¢ maximumbhely.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

T TFH f folytonos az (a, b)-n és diffhaté az (a, c) és (c, b)
intervallumokon és ¢ az f kritikus pontja.
m Ha f’ az (a, ¢)-n pozitiv, a (c, b)-n negativ, akkor c-ben maximuma
van.
m Ha " az (a, ¢)-n negativ, a (¢, b)-n pozitiv, akkor c-ben minimuma
van.
m Ha f’ azonos el6jelii az (a, c) és (c, b) intervallumokon, akkor nincs
szélsGértéke c-ben.
B Ha f’ az (a, c)-n pozitiv, akkor minden x € (a, ¢) elemre f(x) < f(c).
Hasonldképp, ha ' a (¢, b)-n negativ, akkor minden x € (c, b) elemre
f(x) < f(c). Tehat ¢ maximumbhely.

A masik két allitas hasonléan bizonyithaté.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

L.MAX




Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

L.MAX

L.MIN




Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

P Hatarozzuk meg az f(x) = x*/® 4 2/3x fiiggvény lokalis

szélsGértékhelyeit!
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

P Hatarozzuk meg az f(x) = x*/® 4 2/3x fiiggvény lokalis

szélsGértékhelyeit!
M f(x) = 2/3x"3 +2/3,
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

P Hatarozzuk meg az f(x) = x*/® 4 2/3x fiiggvény lokalis
szélsGértékhelyeit!
M f(x) = 2/3x"3 +2/3,

E fiiggvény nincs értelmezve az x = 0 helyen, tehat itt £ nem diffhatd.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

P Hatarozzuk meg az f(x) = x*/® 4 2/3x fiiggvény lokalis
szélsGértékhelyeit!

M f(x) = 2/3x"3 +2/3,
E fiiggvény nincs értelmezve az x = 0 helyen, tehat itt £ nem diffhatd.
fi(x)=2/x""P+2/3=0~ x=—1

A derivalt alkalmazasai 2014. november 17. 31 /57



Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

P Hatarozzuk meg az f(x) = x*/® 4 2/3x fiiggvény lokalis
szélsGértékhelyeit!

M f(x) = 2/3x"3 +2/3,
E fiiggvény nincs értelmezve az x = 0 helyen, tehat itt £ nem diffhatd.
fi(x)=2/x""P+2/3=0~ x=—1
A kritikus pontok x = —1, x = 0.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

P Hatarozzuk meg az f(x) = x*/® 4 2/3x fiiggvény lokalis
szélsGértékhelyeit!

M f(x) = 2/3x"3 +2/3,
E fiiggvény nincs értelmezve az x = 0 helyen, tehat itt £ nem diffhatd.
fi(x)=2/x""P+2/3=0~ x=—1
A kritikus pontok x = —1, x = 0.

x (—o0,-1) -1 (—1,0) 0 (0, 00)
f! + 0 - NE +
f s MAX (1/3) N\, MIN(0)
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Fiiggvény menetének vizsgalata Monotonitas

P Hatarozzuk meg az f(x) = x*/® 4 2/3x fiiggvény lokalis
szélsGértékhelyeit!

M f(x) = 2/3x"3 +2/3,
E fiiggvény nincs értelmezve az x = 0 helyen, tehat itt £ nem diffhatd.
fi(x)=2/x""P+2/3=0~ x=—1
A kritikus pontok x = —1, x = 0.

x (—o0,-1) -1 (—1,0) 0 (0, 00)
f! + 0 — NE +
f N MAX (1/3) N\, MIN(0)
y
1
| x | | b X
—4 -3 -2 -1 1
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

Fiiggvény szélsGértékei

Kozépértéktételek

Fiiggvény menetének vizsgalata

m Konvexitas

L'Hépital-szabaly
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

D Az [ itervallumon értelmezett 7 fiiggvény konvex [konkav], ha a
fliggvény grafikonjanak barmely két pontjat 6sszekots har, a grafikon
folott [alatt] halad (beleértve, hogy a két grafikon egybeesik).



Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

D Az [ itervallumon értelmezett 7 fiiggvény konvex [konkav], ha a
fliggvény grafikonjanak barmely két pontjat 6sszekots har, a grafikon
folott [alatt] halad (beleértve, hogy a két grafikon egybeesik).

y




Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

D Az [ itervallumon értelmezett 7 fiiggvény konvex [konkav], ha a
fliggvény grafikonjanak barmely két pontjat 6sszekots har, a grafikon
folott [alatt] halad (beleértve, hogy a két grafikon egybeesik).

y




Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

D Az [ itervallumon értelmezett 7 fiiggvény konvex [konkav], ha a
fliggvény grafikonjanak barmely két pontjat 6sszekots har, a grafikon
folott [alatt] halad (beleértve, hogy a két grafikon egybeesik).

y




Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

D Az [ itervallumon értelmezett 7 fiiggvény konvex [konkav], ha a
fliggvény grafikonjanak barmely két pontjat 6sszekots har, a grafikon
folott [alatt] halad (beleértve, hogy a két grafikon egybeesik).

y

KONYEX

KQNKAV

T Ha az / itervallumon értelmezett f fiiggvény diffhatd, és ' monoton
novekvs [csokkend] I-n, akkor f konvex [konkav].
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

D Az [ itervallumon értelmezett 7 fiiggvény konvex [konkav], ha a
fliggvény grafikonjanak barmely két pontjat 6sszekots har, a grafikon
folott [alatt] halad (beleértve, hogy a két grafikon egybeesik).

y

KONYEX

KQNKAV

T Ha az / itervallumon értelmezett f fiiggvény diffhatd, és ' monoton
novekvs [csokkend] I-n, akkor f konvex [konkav].

T Ha az / itervallumon értelmezett f fiiggvény kétszer diffhaté, és
"’ >0 [f" < 0] az I-n, akkor f konvex [konkav] az /-n.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

f(x) =3 +sinx




Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

TN

\\f(x):3+sinx




Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

TN

\f(x):3+sinx

X

—/47”(x) = COS X



Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

\ \f(x):3+sinx
/ f(x) = —sinx
3

_/47"(x) = COS X
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

D Ha f értelmezve (a, b)-n, diffhaté a ¢ € (a, b) helyen, és f grafikonja
(a, c)-n a c-beli érints fol6tt, (c, b)-n az alatt van, vagy forditva,
akkor AMH f-nek a c-ben inflexiés pontja van.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

D Ha f értelmezve (a, b)-n, diffhaté a ¢ € (a, b) helyen, és f grafikonja
(a, c)-n a c-beli érints fol6tt, (c, b)-n az alatt van, vagy forditva,
akkor AMH f-nek a c-ben inflexiés pontja van.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

D Ha f értelmezve (a, b)-n, diffhaté a ¢ € (a, b) helyen, és f grafikonja
(a, c)-n a c-beli érints fol6tt, (c, b)-n az alatt van, vagy forditva,
akkor AMH f-nek a c-ben inflexiés pontja van.

/ :

1 \\\X
/acb acb\

T Ha f az (a,¢)-n konvex, a (c, b)-n konkav, vagy forditva, és c-ben
diffhaté, akkor ott inflexiés pontja van.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

D Ha f értelmezve (a, b)-n, diffhaté a ¢ € (a, b) helyen, és f grafikonja
(a, c)-n a c-beli érints fol6tt, (c, b)-n az alatt van, vagy forditva,
akkor AMH f-nek a c-ben inflexiés pontja van.

/ :

1 \\\X
Iacb acb\

T Ha f az (a,¢)-n konvex, a (c, b)-n konkav, vagy forditva, és c-ben
diffhaté, akkor ott inflexiés pontja van.

T Ha f diffhaté (a, b)-n, és f’ az (a, c)-n szigorGan monoton ndvekvé,
(c, b)-n szigortan monoton csdkkend, vagy forditva, akkor f-nek
c-ben inflexiés pontja van.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

D Ha f értelmezve (a, b)-n, diffhaté a ¢ € (a, b) helyen, és f grafikonja
(a, c)-n a c-beli érints fol6tt, (c, b)-n az alatt van, vagy forditva,
akkor AMH f-nek a c-ben inflexiés pontja van.

/ :

Iacb a ¢ b

T Ha f az (a,¢)-n konvex, a (c, b)-n konkav, vagy forditva, és c-ben
diffhaté, akkor ott inflexiés pontja van.

T Ha f diffhaté (a, b)-n, és f’ az (a, c)-n szigorGan monoton ndvekvé,
(c, b)-n szigortan monoton csdkkend, vagy forditva, akkor f-nek
c-ben inflexiés pontja van.

T Ha f kétszer diffhaté (a, b)-n, és c-ben f-nek inflexi6s pontja van,
akkor f”(c) = 0.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

D Ha f értelmezve (a, b)-n, diffhaté a ¢ € (a, b) helyen, és f grafikonja
(a, c)-n a c-beli érints fol6tt, (c, b)-n az alatt van, vagy forditva,
akkor AMH f-nek a c-ben inflexiés pontja van.

/ :

Iacb a ¢ b

T Ha f az (a,¢)-n konvex, a (c, b)-n konkav, vagy forditva, és c-ben
diffhaté, akkor ott inflexiés pontja van.

T Ha f diffhaté (a, b)-n, és f’ az (a, c)-n szigorGan monoton ndvekvé,
(c, b)-n szigortan monoton csdkkend, vagy forditva, akkor f-nek
c-ben inflexiés pontja van.

T Ha f kétszer diffhaté (a, b)-n, és c-ben f-nek inflexi6s pontja van,
akkor f”(c) = 0.

Azaz az f'(c ) =0 szukseges de nem elégséges feltetele annak, hogy
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

P (Ahol a masodik derivalt 0, nem biztos, hogy inflexiés pont van)
Hatdrozzuk meg az f(x) = x* — x fiiggvény konvex és konkav
tartomanyait és inflexiés pontjait!
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

P (Ahol a masodik derivalt 0, nem biztos, hogy inflexiés pont van)
Hatdrozzuk meg az f(x) = x* — x fiiggvény konvex és konkav
tartomanyait és inflexiés pontjait!

M f/(x) = 4x3 -1, f"(x) = 12x2.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

P (Ahol a masodik derivalt 0, nem biztos, hogy inflexiés pont van)
Hatdrozzuk meg az f(x) = x* — x fiiggvény konvex és konkav
tartomanyait és inflexiés pontjait!

M f/(x) = 4x3 -1, f"(x) = 12x2.

Bar £7(0) = 0, itt nincs inflexids pontja f-nek, mert f” el6tte és utana
is pozitiv, azaz az f el6tte és utana is konvex (igy az egész
szamegyenesen konvex).
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

P (Ahol a masodik derivalt 0, nem biztos, hogy inflexiés pont van)
Hatdrozzuk meg az f(x) = x* — x fiiggvény konvex és konkav
tartomanyait és inflexiés pontjait!

M f/(x) = 4x3 -1, f"(x) = 12x2.

Bar £7(0) = 0, itt nincs inflexids pontja f-nek, mert f” el6tte és utana
is pozitiv, azaz az f el6tte és utana is konvex (igy az egész

szamegyenesen konvex).
Y X / /
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

P (Ahol a masodik derivalt 0, nem biztos, hogy inflexiés pont van)
Hatdrozzuk meg az f(x) = x* — x fiiggvény konvex és konkav
tartomanyait és inflexiés pontjait!

M f/(x) = 4x3 -1, f"(x) = 12x2.

Bar £7(0) = 0, itt nincs inflexids pontja f-nek, mert f” el6tte és utana
is pozitiv, azaz az f el6tte és utana is konvex (igy az egész

szamegyenesen konvex).

Y X //

P (Inflexios pont lehet ott, ahol £ nincs értelmezve) Az f(x) = x'/
fuggvénynek a 0 helyen inflexiés pontja van, de itt f” nincs értelmezve:

X

F0) = (3) = Gx ) = —ox
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

T Masodik derivalt és a lokalis szélséérték: TFH f” folytonos a ¢ pontot
tartalmazé nyilt intervallumon.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

T Masodik derivalt és a lokalis szélséérték: TFH f” folytonos a ¢ pontot
tartalmazé nyilt intervallumon.

m f'(c) =0, f’(c) > 0 = f-nek c-ben lokalis minimuma van.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

T Masodik derivalt és a lokalis szélséérték: TFH f” folytonos a ¢ pontot
tartalmazé nyilt intervallumon.

m f'(c) =0, f’(c) > 0 = f-nek c-ben lokalis minimuma van.
m f'(c) =0, f’(c) <0 = f-nek c-ben lokalis maximuma van.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

T Masodik derivalt és a lokalis szélséérték: TFH f” folytonos a ¢ pontot
tartalmazé nyilt intervallumon.
m '(c)=0, f’(c) >0 = f-nek c-ben lokalis minimuma van.
m '(c)=0, f’(c) <0 = f-nek c-ben lokalis maximuma van.
m '(c) =0, f’(c) =0, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

T Masodik derivalt és a lokalis szélséérték: TFH f” folytonos a ¢ pontot
tartalmazé nyilt intervallumon.

m f'(c) =0, f’(c) > 0 = f-nek c-ben lokalis minimuma van.
m f'(c) =0, f’(c) <0 = f-nek c-ben lokalis maximuma van.
m '(c) =0, f’(c) =0, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.
B Ha f(c) > 0, akkor f” folytonossaga miatt ¢ egy kdrnyezetében
f"(x) > 0, igy f' szigorGan monoton ndvekvé
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

T Masodik derivalt és a lokalis szélséérték: TFH f” folytonos a ¢ pontot
tartalmazé nyilt intervallumon.
m f'(c) =0, f’(c) > 0 = f-nek c-ben lokalis minimuma van.
m f'(c) =0, f’(c) <0 = f-nek c-ben lokalis maximuma van.
m '(c) =0, f’(c) =0, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.
B Ha f(c) > 0, akkor f” folytonossaga miatt ¢ egy kdrnyezetében
f"(x) > 0, igy f' szigorGan monoton ndvekvé
~ f'(c) =0, igy f'(x) elgjele x < c esetén negativ, x > ¢ esetén
pozitiv
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

T Masodik derivalt és a lokalis szélséérték: TFH f” folytonos a ¢ pontot
tartalmazé nyilt intervallumon.
m f'(c) =0, f’(c) > 0 = f-nek c-ben lokalis minimuma van.
m f'(c) =0, f’(c) <0 = f-nek c-ben lokalis maximuma van.
m '(c) =0, f’(c) =0, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.
B Ha f(c) > 0, akkor f” folytonossaga miatt ¢ egy kdrnyezetében
f"(x) > 0, igy f' szigorGan monoton ndvekvé
~ f'(c) =0, igy f'(x) elgjele x < c esetén negativ, x > ¢ esetén
pozitiv

~+ f-nek c-ben minimuma van.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

T Masodik derivalt és a lokalis szélséérték: TFH f” folytonos a ¢ pontot
tartalmazé nyilt intervallumon.
m '(c)=0, f’(c) >0 = f-nek c-ben lokalis minimuma van.
m '(c)=0, f’(c) <0 = f-nek c-ben lokalis maximuma van.
m '(c) =0, f’(c) =0, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.

B Ha f(c) > 0, akkor f” folytonossaga miatt ¢ egy kdrnyezetében
f"(x) > 0, igy f' szigorGan monoton ndvekvé
~ f'(c) =0, igy f'(x) elgjele x < c esetén negativ, x > ¢ esetén
pozitiv
~+ f-nek c-ben minimuma van.

K Ha f” folytonos a ¢ pontot tartalmazé nyilt intervallumon, f”(c) =0,
f"'(c) # 0, akkor f-nek c-ben inflexi6és pontja van.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

P Keressiik meg az f(x) = %x5 — x* + x3 + 3 fiiggvény lokalis

szélsGértékhelyeit!
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

P Keressiik meg az f(x) = %x5 — x* + x3 + 3 fiiggvény lokalis

szélsGértékhelyeit!
M f/(x) = x* — 4x3 4 3x2, ezek zérushelyei: x1o =0, x3 = 1, x4 = 3.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

P Keressiik meg az f(x) = %x5 — x* + x3 + 3 fiiggvény lokalis

szélsGértékhelyeit!

M f/(x) = x* — 4x3 4 3x2, ezek zérushelyei: x1o =0, x3 = 1, x4 = 3.
Fliggvényértékek a kritikus pontokban: f(0) = 3, f(1) = 3.2,
f(3) =—-2.4.
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

P Keressiik meg az f(x) = %x5 — x* + x3 + 3 fiiggvény lokalis

szélsGértékhelyeit!
M f/(x) = x* — 4x3 4 3x2, ezek zérushelyei: x1o =0, x3 = 1, x4 = 3.
Fliggvényértékek a kritikus pontokban: f(0) = 3, f(1) = 3.2,
f(3) =—-2.4.
f'(x) = 4x3 — 12x? + 6x,
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

P Keressiik meg az f(x) = 1x® — x* + x3 + 3 fiiggveny lokalis

szélsGértékhelyeit! ’
M f/(x) = x* — 4x3 4 3x2, ezek zérushelyei: x1o =0, x3 = 1, x4 = 3.
Fiiggvényértékek a kritikus pontokban: f(0) =3, f(1) = 3.2,
f(3) =—-2.4.
f'(x) = 4x3 — 12x? + 6x,
f7(0) =0 777, (1) = —2 MAX, ”(3) =18 MIN
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

P Keressiik meg az f(x) = 1x® — x* + x3 + 3 fiiggveny lokalis

szélsGértékhelyeit! ’
M f/(x) = x* — 4x3 4 3x2, ezek zérushelyei: x1o =0, x3 = 1, x4 = 3.
Fiiggvényértékek a kritikus pontokban: f(0) =3, f(1) = 3.2,
f(3) =—-2.4.
f'(x) = 4x3 — 12x? + 6x,
f7(0) =0 777, (1) = —2 MAX, ”(3) =18 MIN
f"(x) = 12x? — 24x + 6, f"(0) # 0 INFL
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Fiiggvény menetének vizsgalata Konvexitas

P Keressiik meg az f(x) = 1x® — x* + x3 + 3 fiiggveny lokalis

szélsGértékhelyeit! ’
M f/(x) = x* — 4x3 4 3x2, ezek zérushelyei: x1o =0, x3 = 1, x4 = 3.
Fiiggvényértékek a kritikus pontokban: f(0) =3, f(1) = 3.2,
f(3) =—-2.4.
f'(x) = 4x3 — 12x? + 6x,
f7(0) =0 777, (1) = —2 MAX, ”(3) =18 MIN
f"(x) = 12x? — 24x + 6, f"(0) # 0 INFL

X
NFL \

\
V[
\/

A derivalt alkalmazasai 2014. november 17. 38 / 57




Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

Fiiggvény szélsGértékei

Kozépértéktételek

Fiiggvény menetének vizsgalata

m Fiiggvényvizsgalat

L'Hépital-szabaly
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

f értelmezési tartomanya, szimmetriaja (paros/paratlan),
periédikussaga
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

f értelmezési tartomanya, szimmetriaja (paros/paratlan),
periédikussaga
', f" (esetleg f"’) meghatéarozasa
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

f értelmezési tartomanya, szimmetriaja (paros/paratlan),
periédikussaga

', f" (esetleg f"’) meghatéarozasa

kritikus pontok (f’-bél)
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f értelmezési tartomanya, szimmetriaja (paros/paratlan),
periédikussaga

', f" (esetleg f"’) meghatéarozasa

kritikus pontok (f’-bél)

monoton tartomanyok, szélsGértékhelyek
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

f értelmezési tartomanya, szimmetriaja (paros/paratlan),
periédikussaga

', f" (esetleg f"’) meghatéarozasa

kritikus pontok (f’-bél)

monoton tartomanyok, szélsGértékhelyek

konvexitas, inflexiés pontok
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

f értelmezési tartomanya, szimmetriaja (paros/paratlan),
periédikussaga

', f" (esetleg f"’) meghatéarozasa

kritikus pontok (f’-bél)

monoton tartomanyok, szélsGértékhelyek

konvexitas, inflexiés pontok

@ aszimptotak
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

f értelmezési tartomanya, szimmetriaja (paros/paratlan),
periédikussaga

', f" (esetleg f"’) meghatéarozasa

kritikus pontok (f’-bél)

monoton tartomanyok, szélséértékhelyek

DEN

konvexitas, inflexios pontok

&

aszimptotak

fliggvényértékek kiszamitasa (a fenti kiszamolt pontokban, x = 0-ban,
zérushelyek,. . .)

[~
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

f értelmezési tartomanya, szimmetriaja (paros/paratlan),
periédikussaga

', f" (esetleg f"’) meghatéarozasa

kritikus pontok (f’-bél)

monoton tartomanyok, szélséértékhelyek

DEN

konvexitas, inflexios pontok

&

aszimptotak

fliggvényértékek kiszamitasa (a fenti kiszamolt pontokban, x = 0-ban,
zérushelyek,. . .)

[~

grafikon megrajzolasa
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

P Végezziink fiiggvényvizsgalatot az e~ fiiggvényen!
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

P Végezziink fiiggvényvizsgalatot az e~ fiiggvényen!
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

P Végezziink fiiggvényvizsgalatot az e~ fiiggvényen!
M ET: R\ {0} (nem péros, nem paratlan, nem periodikus)
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

P Végezziink fiiggvényvizsgalatot az e~ fiiggvényen!

M ET: R\ {0} (nem péros, nem paratlan, nem periodikus)
1 1 1

x 2ex  ex

Fx) = =5 £ = =5

x4
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

P Végezziink fiiggvényvizsgalatot az e~ fiiggvényen!
M ET: R\ {0} (nem péros, nem paratlan, nem periodikus)
1 1 1
ex 2ex  ex

Fx) = =5 £ = =5
nincs kritikus pont

x4
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

P Végezziink fiiggvényvizsgalatot az e~ fiiggvényen!

M ET: R\ {0} (nem paros, nem paratlan, nem periodikus)
1 1 1
ex 2ex  ex
f'(x) = L f7(x) = = T a

nincs kritikus pont
@A ' <0 mindeniitt, f mindeniitt szigordan monoton csokkend,
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

P Végezziink fiiggvényvizsgalatot az e~ fiiggvényen!
M ET: R\ {0} (nem paros, nem paratlan, nem periodikus)
1 1 1
ex 2ex  ex
F) =-S5 ) = =5
nincs kritikus pont
@A ' <0 mindeniitt, f mindeniitt szigordan monoton csokkend,
f"(x) = 0 az x = —1/2 helyen, f" el6tte negativ (f konkav), utana
pozitiv (f konvex), tehat f-nek x = —1/2-ben inflexiés pontja van

x4
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

P Végezziink fiiggvényvizsgalatot az e~ fiiggvényen!

M

o ~B ool

ET: R\ {0} (nem paros, nem paratlan, nem periodikus)
x - 2ex  ex
X3 +F

ex

f'(x) = ) " (x)

5
nincs kritikus pont
f’ < 0 mindeniitt, f mindeniitt szigorilan monoton csdkkend,
f"(x) =0 az x = —1/2 helyen, " el6tte negativ (f konkav), utana
pozitiv (f konvex), tehat f-nek x = —1/2-ben inflexiés pontja van

lim e/* =0, lim e”* = 0o, ~ x = 0 fiiggdleges aszimptota
x—0— x—0+t
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

P Végezziink fiiggvényvizsgalatot az e~ fiiggvényen!

M

o ~B ool

ET: R\ {O}I(nem paros, nem paratlan, nem periodikus)

ex 2ex ex
£ - — o
() == ) =5+ 5

5
nincs kritikus pont
f’ < 0 mindeniitt, f mindeniitt szigorilan monoton csdkkend,
f"(x) =0 az x = —1/2 helyen, " el6tte negativ (f konkav), utana
pozitiv (f konvex), tehat f-nek x = —1/2-ben inflexiés pontja van

lim e/* =0, lim e”* = 0o, ~ x = 0 fiiggdleges aszimptota
x—0— x—0+t

Iirin ¢/* =1 ~» y = 1 vizszintes aszimptota
X—r 00
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

P Végezziink fiiggvényvizsgalatot az e~ fiiggvényen!

M

o ~B ool

ET: R\ {O}I(nem paros, nem paratlan, nem periodikus)

ex 2ex ex
£ - — o
() == ) =5+ 5

5
nincs kritikus pont
f’ < 0 mindeniitt, f mindeniitt szigorilan monoton csdkkend,
f"(x) =0 az x = —1/2 helyen, " el6tte negativ (f konkav), utana
pozitiv (f konvex), tehat f-nek x = —1/2-ben inflexiés pontja van

lim e/* =0, lim e”* = 0o, ~ x = 0 fiiggdleges aszimptota
x—0— x—0+t

Iirin ¢/* =1 ~» y = 1 vizszintes aszimptota
X—r 00

f(—12) =e2~0.135, f(1)=e
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Fiiggvény menetének vizsgalata Fiiggvényvizsgalat

P Vegezziink fiiggvényvizsgalatot az e"/* fiiggvenyen!

M

o ~B ool

EH

ET: R\ {0} (nem paros, nem paratlan nem periodikus)

2ex  ex
Fl)= - ) =2 + 5
nincs kritlkus pont
f’ < 0 mindeniitt, f mindeniitt szigorilan monoton csdkkend,
f"(x) =0 az x = —1/2 helyen, " el6tte negativ (f konkav), utana
pozitiv (f konvex), tehat f-nek x = —1/2-ben inflexiés pontja van

lim e/* =0, lim e”* = 0o, ~ x = 0 fiiggdleges aszimptota
x—0— x—0+t

lim e’* =1 ~» y = 1 vizszintes aszimptota
x—+o00

f(—12) =e2~0.135, f(1) =
\
N ”
_\\ﬁ )
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L'Hépital-szabaly

L'Hépital-szabaly
m Hatarozatlan alakok
m L'Hospital-szabaly gyenge és er6s alak
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L'Hépital-szabaly Hatarozatlan alakok

Fiiggvény szélsGértékei

Kozépértéktételek

Fiiggvény menetének vizsgalata

L'Hépital-szabaly

m Hatarozatlan alakok
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L'Hépital-szabaly Hatarozatlan alakok

M Ha az f és g fiiggvény hatarértékét ismerjiik, nem mindig tudjuk
meghatarozni pl. az f + g, fg, f&,... hatarértékeket.
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L'Hépital-szabaly Hatarozatlan alakok

M Ha az f és g fiiggvény hatarértékét ismerjiik, nem mindig tudjuk
meghatarozni pl. az f + g, fg, f&,... hatarértékeket.

oo

0
M Hatéarozatlan alakok: 0 = 000, 00 —00, 1%, 0% o?
00
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L'Hépital-szabaly Hatarozatlan alakok

M Ha az f és g fiiggvény hatarértékét ismerjiik, nem mindig tudjuk
meghatarozni pl. az f + g, fg, f&,... hatarértékeket.

) 0 oo
M Hatéarozatlan alakok: 0 = 000, 00 —00, 1%, 0% o?
00
0 . x . x? . ax X2 o x?-1
— lim==1, im — =0, lim — =a, lim — = 09, im ——— =2,
0 x—0x x—0 X x—0 X x—0 X x—1 x —1
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L'Hépital-szabaly Hatarozatlan alakok

M Ha az f és g fiiggvény hatarértékét ismerjiik, nem mindig tudjuk
meghatarozni pl. az f + g, fg, f&,... hatarértékeket.

0 o

M Hatéarozatlan alakok: 0 = 000, 00 —00, 1%, 0% o?
00

0 . x . x? . ax X2 o x2—-1
— lim==1, im — =0, lim — = a, ||m—4:oo, im ——— =2,
0 x—0x x—0 X x—0 X x—0 X x—1 x —1
oo . X ) 2 X
— Jlim = =1, Im — =00, lim — =0,
00 X—00 X X—00 X X—00 X
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L'Hépital-szabaly Hatarozatlan alakok

M Ha az f és g fiiggvény hatarértékét ismerjiik, nem mindig tudjuk
meghatarozni pl. az f + g, fg, f&,... hatarértékeket.
00

0
M Hatéarozatlan alakok: 0 = 000, 00 —00, 1%, 0% o?
00
0 . x . X2 . ax X2 o x2—-1
— lim==1, im — =0, lim — = a, ||m—4:oo, im ——— =2,
0 x—0x x—0 X x—0 X x—0 X x—1 x —1
o . X ) 2 .Xx
— |lim = =1, Iim — =00, Im —2:0,
00 X—00 X X—00 X X—00 X
.1 A
0-0c0 Ilim —-3x=3, lim = -sinx=1,
X—00 X x—0 X

A derivalt alkalmazasai 2014. november 17. 44 / 57



L'Hépital-szabaly Hatarozatlan alakok

M Ha az f és g fiiggvény hatarértékét ismerjiik, nem mindig tudjuk
meghatarozni pl. az f + g, fg, f&,... hatarértékeket.

0 o
M Hatéarozatlan alakok: 0 = 000, 00 —00, 1%, 0% o?
00
0 . x . X2 . ax X2 o x2—-1
— lim==1, im — =0, lim — = a, ||m—4:oo, im ——— =2,
0 x—0x x—0 X x—0 X x—0 X x—1 x —1
o . X ) 2 .Xx
— |lim = =1, Iim — =00, Im —2:0,
00 X—00 X X—00 X X—00 X
.1 A
0-0c0 Ilim —-3x=3, lim = -sinx=1,
X—00 X x—0 X
0o-00 lim x% —x =00, lim v/x + —/x=0,
X—00 X—00
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L'Hépital-szabaly Hatarozatlan alakok

M Ha az f és g fiiggvény hatarértékét ismerjiik, nem mindig tudjuk
meghatarozni pl. az f + g, fg, f&,... hatarértékeket.
00

) 0
M Hatéarozatlan alakok: 0 = 000, 00 —00, 1%, 0% o?
00
0 . x . X2 . ax X2 o x2—-1
— lim==1, im — =0, lim — = a, ||m—4:oo, im ——— =2,
0 x—0x x—0 X x—0 X x—0 X x—1 x —1
o . X ) 2 .Xx
— |lim = =1, Iim — =00, Im —2:0,
00 X—00 X X—00 X X—00 X
.1 A
0-0c0 Ilim —-3x=3, lim = -sinx=1,
X—00 X x—0 X
0o-00 lim x% —x =00, lim v/x + —/x=0,
X—00 X—00
oo | L : k X k
1% lim (14 x)x =e¢, lim (1+ =) =e¢",
x—0 X—00 X
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L'Hépital-szabaly Hatarozatlan alakok

M Ha az f és g fiiggvény hatarértékét ismerjiik, nem mindig tudjuk
meghatarozni pl. az f + g, fg, f&,... hatarértékeket.
00

) 0
M Hatéarozatlan alakok: 0 = 000, 00 —00, 1%, 0% o?
00
0 . x . X2 . ax X2 o x2—-1
— lim==1, im — =0, lim — = a, ||m—4:oo, im ——— =2,
0 x—0x x—0 X x—0 X x—0 X x—1 x —1
o . X ) 2 .Xx
— |lim = =1, Iim — =00, Im —2:0,
00 X—00 X X—00 X X—00 X
.1 A
0-0c0 Ilim —-3x=3, lim = -sinx=1,
X—00 X x—0 X
0o-00 lim x% —x =00, lim v/x + —/x=0,
X—00 X—00
oo | L : k X k
1% lim (14 x)x =e¢, lim (1+ =) =e¢",
x—0 X—00 X
0° lim xX°=1, Iim 0¥ =0,
x—0t x—0*t
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L'Hépital-szabaly Hatarozatlan alakok

M Ha az f és g fiiggvény hatarértékét ismerjiik, nem mindig tudjuk

8 812 oo =

8
8

meghatarozni pl. az f + g, fg, f&,... hatarértékeket.

0 o
Hatarozatlan alakok: 0 = 000, 00 —00, 1%, 0% o?
00
X . X2 . ax . o x?-1
im=-=1, lim — =0, lim — =a, lim oo, lim —— =
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X x—1 x —1
.X ) 2 .Xx
Im — =1, Im — =00, lim —2:0,
X—00 X X—00 X X—00 X
) N
[m —-3x=3, lim = -sinx=1,
X—00 X x—0 X
lim x> — x = oo, lim V/x + —/x=0,
X—00 X—00
) 1 ) k
lim (14 x)x =e, lim (1+ =) = ek,
x—0 X—00 X
lim xX°=1, lim 0¥ =0,
x—0t x—0+t
) 1 ) 1
im xx =1, lim xhx =g,
X—00 X— 00
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

Fiiggvény szélsGértékei

Kozépértéktételek

Fiiggvény menetének vizsgalata

L'Hépital-szabaly

m L'Hospital-szabaly gyenge és er6s alak
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L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak
T L'Hépital-szabaly (els6 alak) Ha f(a) = g(a) = 0, létezik '(a) és
g'(a) és g'(a) # 0, akkor
f f
lim— = /(a)
a g g'(a)
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

T L'Hépital-szabaly (els6 alak) Ha f(a) = g(a) = 0, létezik '(a) és
g'(a) és g'(a) # 0, akkor

im £ = £(8)
a g gla)
B fla)  lime, (=f@
L = — = lim —
g(a) limy_sa x)—g(a) x—a &(x)

Wettl Ferenc
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

T L'Hépital-szabaly (els6 alak) Ha f(a) = g(a) = 0, létezik '(a) és
g'(a) és g'(a) # 0, akkor

!
||m i = f/(a)
g gl
B o) lime, (2@ f0-1(a)
T — = lim —
g'(a)  lim,, Xx_f(a) x—+a g(xx_g(a)
L f)—fla) . f)-0 . f(x)
= lim = lim lim
x—a g(X)_g(a) x—a g(x)—O x—a g(x)
; \/m_Q 2 >1<+4 1
P lim = —
x—0 X 1 4

0
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

T L'Hépital-szabaly (els6 alak) Ha f(a) = g(a) = 0, létezik '(a) és

g'(a) és g’(a) # 0, akkor

iim £ = £(2)
2 g §gf(a)
B f’(a) |imx—>a Xg:g(a) i f(Xi :()
g’(a) o limy_sa g(x)—g(a) _xlna g(x)—g(a) g( )
f(x)—0 f(x)

. Vx+4-2 3 /57a 1
P lim = = -
x—0 X 1 4
0
. sinx Cos X
P lim = ‘ =1,
x—0 X 1 0

A derivalt alkalmazasai 2014. november 17.

46 / 57



L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

Geometriai szemléltetés

Legyen (g(x), f(x)) egy gorbe paraméteres alakja, mely athalad az origén.
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

Geometriai szemléltetés

Legyen (g(x), f(x)) egy gorbe paraméteres alakja, mely athalad az origén.
Legyen az origd az a paraméterhez tartozé pont, azaz f(a) = g(a) = 0.
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

Geometriai szemléltetés

Legyen (g(x), f(x)) egy gorbe paraméteres alakja, mely athalad az origén.
Legyen az origd az a paraméterhez tartozé pont, azaz f(a) = g(a) =0. E
o f'(a
pontban az érintd iranytangense egyrészt — —, masrészt a szel6k
a

f(x)—fla) _ .~ F(x)

hatarheyzete, azaz fim L% = Im
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

Geometriai szemléltetés

Legyen (g(x), f(x)) egy gorbe paraméteres alakja, mely athalad az origén.
Legyen az origd az a paraméterhez tartozé pont, azaz f(a) = g(a) =0. E

pontban az érint6 iranytangense egyrészt (a)

hatarhelyzete, azaz lim

\

f'(a o .
, masrészt a szel6k

f(x)

fx)—fla) _

Tg() —g(a) < E()
. Cf'(a) - f(x)
irapytangens: 2(2) —>|<_>a 2(x)

5(a) f(a)) = (0,0)
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

T L'Hépital-szabaly (erésebb alak) Legyen f és g két olyan valés
fliggvény,

Ekkor
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

T L'Hépital-szabaly (erésebb alak) Legyen f és g két olyan valés
fliggvény,
m melyek differencidlhatdk egy I nyilt intervallumon, kivéve esetleg annak
egy a pontjat,

Ekkor

lim— =1L,
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

T L'Hépital-szabaly (erésebb alak) Legyen f és g két olyan valés
fliggvény,
m melyek differencidlhatdk egy I nyilt intervallumon, kivéve esetleg annak
egy a pontjat,
mg'(x)#0, hax#£aésxel,

Ekkor

lim— =1L,
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

T L'Hépital-szabaly (erésebb alak) Legyen f és g két olyan valés
fliggvény,
m melyek differencidlhatdk egy I nyilt intervallumon, kivéve esetleg annak
egy a pontjat,
mg'(x)#0, hax#£aésxel,

m lim,f =lim;g =0 vagy lim, f =lim,; g = 0.
Ekkor p
lim— =1L,
2 g
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

T L'Hépital-szabaly (erésebb alak) Legyen f és g két olyan valés

fliggvény,

m melyek differencidlhatdk egy I nyilt intervallumon, kivéve esetleg annak

egy a pontjat,
mg'(x)#0, hax#£aésxel,
m lim,f =lim;g =0 vagy lim, f =lim,; g = 0.
I
m létezik az L = lim — hatarérték.
a
Ekkor
;

lim— =1L,
2 g
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

T L'Hépital-szabaly (erésebb alak) Legyen f és g két olyan valés
fliggvény,
m melyek differencidlhatdk egy I nyilt intervallumon, kivéve esetleg annak
egy a pontjat,
mg'(x)#0, hax#£aésxel,
mlim,f=limg = Olvagy lim, f =lim,; g = o0.
m létezik az L = lim — hatarérték.

Ekkor
p

lim— =1L,

a8
ahol a és L lehet 0o, —oo vagy tetszéleges valds. A tétel féloldali
hatarértékekre is igaz.
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

T L'Hépital-szabaly (erésebb alak) Legyen f és g két olyan valés
fliggvény,

m melyek differencidlhatdk egy I nyilt intervallumon, kivéve esetleg annak

egy a pontjat,
mg'(x)#0, hax#£aésxel,
m lim,f =lim;g =0 vagy lim, f =lim,; g = 0.
li

m létezik az L = lim - hatarérték.

Ekkor
p

lim— =1L,

a8
ahol a és L lehet 0o, —oo vagy tetszéleges valds. A tétel féloldali
hatarértékekre is igaz.

M Azt éllitja a tétel, hogy lim, £ = lim, & feltéve, hogy a jobb oldali

- g
hatarérték létezik!
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

T L'Hépital-szabaly (erésebb alak) Legyen f és g két olyan valés
fliggvény,
m melyek differencidlhatdk egy I nyilt intervallumon, kivéve esetleg annak
egy a pontjat,
mg'(x)#0, hax#£aésxel,
mlim,f=limg = Olvagy lim, f =lim,; g = o0.

m létezik az L = lim - hatarérték.

Ekkor
p

lim— =1L,
a8
ahol a és L lehet 0o, —oo vagy tetszéleges valds. A tétel féloldali
hatarértékekre is igaz.
M Azt éllitja a tétel, hogy lim, £ = lim, & feltéve, hogy a jobb oldali
hatarérték létezik!

M Ne keverjiitk 6ssze, a jobb oldalon 4llé hatarérték nem a hanyados

/
Al L LN
derivaltja, azaz e #* (g) !
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

B Az x — a™, f(a) = g(a) = 0 esetet igazoljuk.
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B Az x — a™, f(a) = g(a) = 0 esetet igazoljuk.
Alkalmazzuk a Cauchy-féle kozépértéktételt az [a, x| intervallumra:

letezik olyan ¢ € (a, x), hogy

F(c) _ F(x) - f(a)
g(c)  &(x) -8
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

B Az x — a™, f(a) = g(a) = 0 esetet igazoljuk.
Alkalmazzuk a Cauchy-féle kozépértéktételt az [a, x| intervallumra:
letezik olyan ¢ € (a, x), hogy
f'(c) _ f(x) —f(a)
g'(c) &(x)—gl(a)
Mivel f(a) = g(a) = 0, ezért
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

B Az x — a™, f(a) = g(a) = 0 esetet igazoljuk.

Alkalmazzuk a Cauchy-féle kozépértéktételt az [a, x| intervallumra:

letezik olyan ¢ € (a, x), hogy

File) _ F(x)—f(2)
g'(c)  &(x)—s(a)
Mivel f(a) = g(a) = 0, ezért

f'(c) _ f(x)

g'(c)  glx)
Ha x — at, akkor ¢ — a7 is fonnall:

lim fx) = lim () =
x—at g(x) c—at g’(c) x—at g’(x)'
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L'Hospital-szabily gyenge &s erds alak
Példak

1—x
-1
P Iim
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Példak
1—x
.y —1
P lim
x—=1 1 —x

1—x 1—x
oy =1 . —y XIny
M lim — = ———= =Iny.
X!H 1—x x—1 -1 ny
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L'Hospital-szabily gyenge &s erds alak
Példak

1—x _ 1
P lim
x—=1 1—x
1—x_1 _ 1—x|n
M lim L= = fim =Y iy
x—1 — X x—1 -1
1
P lim (2 — =
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L'Hospital-szabily gyenge &s erds alak
Példak

lfx_l
P lim
x=1 1—x
1—x_1 _ 1—x|n
M lim ¥ — lim yzlny
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L'Hospital-szabily gyenge &s erds alak
Példak

1—x _ 1
P lim
x=1 1—x
yl—x_l _yl—x|ny
M lim = lim =lIny
x—1 — X x—1 -1

1
P lim(—— - —
x—=1\x—1 Inx

LU'H | In x ) xInx
= lim

— = lim —————
X—>1]_—|—|nx—; x=»1x+xlnx -1
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L'Hospital-szabily gyenge &s erds alak
Példak

1
P lim(—— - —
x—=1\x—1 Inx

xlhx—x+1
x=1 (x —1)Inx
L'H | In x : xInx
= ||m71: m —
X—>1]_—|—|nx—; x=»1x+xlnx -1
L'H | 1+Inx . 1+1Inx
= im ———
x—=12+Inx

im —— =
x=11+1+Inx
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L'Hospital-szabily gyenge &s erds alak
Példak

1—x _ 1
P lim
x=1 1—x
yl—x_l _yl—x|ny
M lim = lim =lIny
x—1 — X x—1 -1

1
P lim(—— - —
x—=1\x—1 Inx

xlhx—x+1
x=1 (x —1)Inx

L'H | In x : x In x
= Ilm . 1 = \1m —-:
X—>1]_—|—|nx—; x=»1x+xlnx -1
UH . 1+Inx R R [ %
= Im_ —0F—=1IMmM —
x=114+1+Inx x512+Inx
1
21
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

.o —-1
P lim
x—0 X

A derivalt alkalmazasai 2014. november 17. 51 / 57



L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

.o —-1
P lim
x—0 X
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

X
.o —1
P lim
x—0 X
. c*lnc
M = |lim ——
x—0 1
=lInc.
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

X
.o —1
P lim
x—0 X
. c*lnc
M = |lim ——
x—0 1
=lInc.

A derivalt alkalmazasai 2014. november 17. 51 / 57



L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

X
.o —1
P lim ——
x—0 X
. c*lnc
M = |lim ——
x—0 1
=lInc.

P Iim 2sin x — sin 2x

x—=0 X —Ssinx
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

X
.o —1
P lim ——
x—0 X
. c*lnc
M = |lim ——
x—0 1
=lInc.

P Iim 2sin x — sin 2x

x—=0 X —Ssinx
. 2cosx — 2cos2x
M = |im

x—0 1 —cosx
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

X
.o —1
P lim ——
x—0 X
. c*lnc
M = |lim ——
x—0 1
=lInc.
. 2sinx —sin2x
P lm ——
x—=0 X —sinx
. 2cosx — 2cos2x
M = |im
x—0 1 —cosx
. —2sinx +4sin2x
= |im .
x—0 sin x
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

X
.o —1
P lim ——
x—0 X
. c*lnc
M = |lim ——
x—0 1
=lInc.
. 2sinx —sin2x
P Im —m78M
x—=0 X —sinx
. 2cosx — 2cos2x
M = |im
x—0 1 —cosx
. —2sinx +4sin2x
= |im .
x—0 sin x
I —2cosx + 8cos2x
= |lim
x—0 COS X
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

.o —-1
P lim ——
x—0 X
. c*lnc
M = |lim ——
x—0 1
=lInc.
. 2sinx —sin2x
P lm ——
x—=0 X —sinx
. 2cosx — 2cos2x
M = |im
x—0 1 —cosx
. —2sinx +4sin2x
= |im .
x—0 sin x
I —2cosx + 8cos2x
= |lim
x—0 COS X
-2+ 8
1
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L'Hépital-szabaly L'Hospital-szabaly gyenge és erés alak

.o —-1
P lim ——
x—0 X
. c*lnc
M = |lim ——
x—0 1
=lInc.
. 2sinx —sin2x
P lm ——
x—=0 X —sinx
. 2cosx — 2cos2x
M = |im
x—0 1 —cosx
. —2sinx +4sin2x
= |im .
x—0 sin x
I —2cosx + 8cos2x
= |lim
x—0 COS X
-2+ 8
1
= 6.
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Feltételek Atalakitas
limf limg
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- 0 0
0
x 00 oo lim—=Iim 1/7g
o0 a g a 1/f
0- 0 limfg = lim —
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a 2 1/(fg)
1°° 1 00
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a
oo? 00 0
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L'Hospital-szabaly

log, hatvany, polinom, exp fiiggvények aszimptotikus viselkedése
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