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A differencalhatésag fogalma
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A differencalhatésag fogalma Pontbeli differencialhatésag

© A differencalhatésag fogalma
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A differencalhatésag fogalma Pontbeli differencialhatésag

Definicié (Differencialhatésag)
A valés f fiiggvény a ¢ € Dy pontban differencalhaté, ha létezik az

o — I f(c+ h)—f(c)
h—0 h

hatarérték. Az m szamot az f c-beli differencialhanyadosanak, c-beli
derivaltjanak nevezziik.

Az f grafikonja (c, f(c)) pontbeli érintéje meredekségét is a fenti
hatarértékkel definialjuk.
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A differencalhatésag fogalma Pontbeli differencialhatésag

Definicié (Differencialhatésag)
A valés f fiiggvény a ¢ € Dy pontban differencalhaté, ha létezik az

o — I f(c+ h)—f(c)
h—0 h

hatarérték. Az m szamot az f c-beli differencialhanyadosanak, c-beli
derivaltjanak nevezziik.

Az f grafikonja (c, f(c)) pontbeli érintéje meredekségét is a fenti
hatarértékkel definialjuk.

Definicié (Differencialhatésag — ekvivalens definicio)

A valés f fiiggvény a ¢ € Dy pontban differencalhaté, ha létezik az

0= 1(0)

X—C X —C

hatarérték.

v
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Allitas
Ha az f fliggvény differencialhaté a ¢ pontban, differencialhanyadosa itt m,

akkor érint6jének egyenlete

y =1f(c)+m(x—c).
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A differencalhatésag fogalma Pontbeli differencialhatésag
Allitas

Ha az f fliggvény differencialhaté a ¢ pontban, differencialhanyadosa itt m,
akkor érint6jének egyenlete

y =1f(c)+m(x—c).

Példa
Irjuk fel az f : x > x? fiiggvény (1,1) pontbeli érintjének egyenletét!
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A differencalhatésag fogalma Pontbeli differencialhatésag
Allitas

Ha az f fliggvény differencialhaté a ¢ pontban, differencialhanyadosa itt m,
akkor érint6jének egyenlete

y =1f(c)+m(x—c).

Példa
Irjuk fel az f : x — x2 fiiggvény (1,1) pontbeli érintsjének egyenletét!

Megoldas
Az érint6 meredeksége (iranytangense)
f(x)—f(1 21
m = lim () = A ): im > == lim(x+1)=2.
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

Igy az érint6 egyenlete:

y=1+42(x—1), azaz y =2x — 1.
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NG HIIZOEE LBV EETR LI ENN  Jobb és bal oldali differencialhatésag

© A differencalhatésag fogalma
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NG HIIZOEE LBV EETR LI ENN  Jobb és bal oldali differencialhatésag

Ertelemszertien médositjuk a definiciét a

f(c+ h) — f(c) f(c+h) — f(c)

h—0+ h h—0- h ’
i FOO=F() (o)
x—ct X —C X—Cc~ X —cC
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© A differencalhatésag fogalma

@ Derivaltfliggvény

© Differencialasi szabalyok

© Osszefoglalas
Differencialhatésag

2014. december 5.

9/ 61



Definicié
Az f derivaltfliggvénye az

' x— lim Fith) — £(x)
h—0 h

figgvény, mely f diffhatésagi helyein van értelmezve.
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Definicié
Az f derivaltfliggvénye az

' x— lim Fith) — £(x)
h—0 h

figgvény, mely f diffhatésagi helyein van értelmezve.

Definicié

f differencialhaté (derivalhatd) egy nyilt intervallumon, ha annak minden
pontjaban differencialhaté.

f differencialhaté az [a, b] zart intervallumon, ha (a, b) minden pontjaban
diffhaté, tovabba a-ban létezik a jobb, b-ben a bal oldali
differencialhanyadosa, azaz léteznek a

i TN (@) L f(b+h) — F(b)
h—0+ h h—0— h

hatarértékek.
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A differencalhatésag fogalma Derivaltfiiggvény

Jelolések: Tekintsiik az f fiiggvényt, melyet x — f(x), f(x), y = f(x)
formakban is meg szokas adni. Jeldlések a derivaltfiiggvényre:

f' =D f = D(f),
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A differencalhatésag fogalma Derivaltfiiggvény

Jelolések: Tekintsiik az f fiiggvényt, melyet x — f(x), f(x), y = f(x)
formakban is meg szokas adni. Jeldlések a derivaltfiiggvényre:
dry= W

f'=Df =D(f), fl(x) =y'(x) = j}i = —f(x) = T

= D (x) = D(F)(x)
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A differencalhatésag fogalma Derivaltfiiggvény

Jelolések: Tekintsiik az f fiiggvényt, melyet x — f(x), f(x), y = f(x)
formakban is meg szokas adni. Jeldlések a derivaltfiiggvényre:

' Df— ) — iy = 3 d v dy
f—Df—D(f),f(x)—y(x)_dX_ f(x)_dx_

= D (x) = D(F)(x)

Helyettesitési értékiik a ¢ helyen:

Differencialhatésag 2014. december 5. 11 / 61



A differencalhatésag fogalma Derivaltfiiggvény

Jelolések: Tekintsiik az f fiiggvényt, melyet x — f(x), f(x), y = f(x)
formakban is meg szokas adni. Jeldlések a derivaltfiiggvényre:

f'=Df =D(f), f'(x) =y (x) = di ;—Xf(x) jﬁ D f(x) = D(f)(x)

Helyettesitési értékiik a ¢ helyen:

f'(c) =D f(c) = D(f)(c),
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A differencalhatésag fogalma Derivaltfiiggvény

Jelolések: Tekintsiik az f fiiggvényt, melyet x — f(x), f(x), y = f(x)
formakban is meg szokas adni. Jeldlések a derivaltfiiggvényre:

f'=Df =D(f), fl(x) =y'(x) =

Helyettesitési értékiik a ¢ helyen:

f'(c) =Df(c) =

Wettl Ferenc

D(F)(e). T

:&C_

Differencialhatésag

d dy B
= f(x) = £ =D(x) = D((x)

df
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A differencalhatésag fogalma Egy pontban nem diffhaté fiiggvények

© A differencalhatésag fogalma

e Egy pontban nem diffhaté fiiggvények

© Differencialasi szabalyok
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A differencalhatésag fogalma Egy pontban nem diffhaté fiiggvények

Példa

Az x — |x| a 0-ban nem diffhaté (minden mas helyen igen).
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A differencalhatésag fogalma Egy pontban nem diffhaté fiiggvények

Példa

Az x — |x| a 0-ban nem diffhaté (minden mas helyen igen).

Megoldas
. |hl =10 . h
[ = | 1
oc h o+ h ’
L] —h
im PPy 22
hao- h h—0— h ’

tehat a fiiggvény nem diffhato.
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A differencalhatésag fogalma Egy pontban nem diffhaté fiiggvények

Példa
Az x — /x a 0-ban nem diffhaté (minden x > 0 esetén igen).
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A differencalhatésag fogalma Egy pontban nem diffhaté fiiggvények

Példa
Az x — /x a 0-ban nem diffhaté (minden x > 0 esetén igen).

Megoldas

lim M — i 1
h—0+ h o+ \/E N

nincs véges hatarérték, a fliggvény nem diffhaté.
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© A differencalhatésag fogalma

@ Folytonossag és diffhatésag
© Differencialasi szabalyok

© Osszefoglalas
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A differencalhatésag fogalma Folytonossag és diffhatésag

Tétel (Diffhaté fiiggvény folytonos)
Ha f diffhat6é c-ben, akkor ott folytonos is. J
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A differencalhatésag fogalma Folytonossag és diffhatésag

Tétel (Diffhaté fiiggvény folytonos)
Ha f diffhat6é c-ben, akkor ott folytonos is.

Bizonyitas
Megmutatjuk, hogy ha 3f'(c), akkor lim. f = f(c), azaz
limp_yo f(c + h) = f(c). h# 0 esetén

f(c+ h)—f(c)

flc+h)=1f(c)+ (f(c+h)—1(c))="1(c)+ b

h.

Ha h — 0, akkor

im HEER =) o b f(0)+7(0)0 = £(0)

h—0 h—0

i fle+h) = i

4
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A differencalhatésag fogalma Folytonossag és diffhatésag

Tétel (Darboux-tétel (a derivalt Bolzano-tétele))

Ha a és b olyan intervallum pontjai, melyeken f diffhaté, akkor ' az f'(a)
és f'(b) kozdtt minden értéket folvesz.
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Differencialasi szabalyok

© Differencialasi szabalyok

o Osszeg, szorzat, hanyados

o Néhany fiiggvény derivaltja
Osszetett fiiggvény differencialasa
Paraméteresen adott gorbék
Implicit fliggvény derivaltja
Fliggvény inverze
Inverz fliggvény derivaltja
Linearis kozelités
Differencial

®© ©6 6 6 6 ¢ o
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© A differencalhatésag fogalma

© Differencialasi szabalyok
o Osszeg, szorzat, hanyados

© Osszefoglalas
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Differencialasi szabalyok Osszeg, szorzat, hanyados

Tétel
Legyenek f és g diffhaté fiiggvények, ¢ konstans.
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Differencialasi szabalyok Osszeg, szorzat, hanyados

Tétel
Legyenek f és g diffhaté fiiggvények, ¢ konstans.
o (cf) =cf
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Differencialasi szabalyok Osszeg, szorzat, hanyados

Tétel
Legyenek f és g diffhaté fiiggvények, ¢ konstans.
o (cf) =cf

o (f+g) =1f"+g', ahol mindkét fiiggvény diffhats,
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Differencialasi szabalyok Osszeg, szorzat, hanyados

Tétel
Legyenek f és g diffhaté fiiggvények, ¢ konstans.
o (cf) =cf

o (f+g) =1f"+g', ahol mindkét fiiggvény diffhats,
o (fg) = f'g + fg’, ahol mindkét fiiggvény diffhatg,
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Differencialasi szabalyok Osszeg, szorzat, hanyados

Tétel
Legyenek f és g diffhaté fiiggvények, ¢ konstans.
o (cf) =cf

o (f+g) =1f"+g', ahol mindkét fiiggvény diffhats,

o (fg) = f'g + fg’, ahol mindkét fiiggvény diffhatg,

g g2

zérushelye,

f\'"_ flg—1g
° (> = ———=-, ahol mindkét fiiggvény diffhaté és g-nek nincs

Differencislhatéssg
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Differencialasi szabalyok Osszeg, szorzat, hanyados

Néhany bizonyitas. legyen x € Dy az értelmezési tartomany egy rogzitett
eleme, £ egy tetszéleges eleme:
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Differencialasi szabalyok Osszeg, szorzat, hanyados

Néhany bizonyitas. legyen x € Dy az értelmezési tartomany egy rogzitett
eleme, £ egy tetszéleges eleme:

E—x f—X
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Differencialasi szabalyok Osszeg, szorzat, hanyados

Néhany bizonyitas. legyen x € Dy az értelmezési tartomany egy rogzitett
eleme, £ egy tetszéleges eleme:

E—x f—X

_ i [(©)8(6) — F(x)g(€) + F(x)g(€) — f(x)g(x)

E—x §—X
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Differencialasi szabalyok Osszeg, szorzat, hanyados

Néhany bizonyitas. legyen x € Dy az értelmezési tartomany egy rogzitett
eleme, £ egy tetszéleges eleme:

E—x f — X
_ i [(©)8(6) — F(x)g(€) + F(x)g(€) — f(x)g(x)
E—x f— X
(&) —f(x) 8(6) —e(x)
= tim (M=) 4 £ ZE)
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Differencialasi szabalyok Osszeg, szorzat, hanyados

Néhany bizonyitas. legyen x € Dy az értelmezési tartomany egy rogzitett
eleme, £ egy tetszéleges eleme:

E—x f— X
_ i [(©)8(6) — F(x)g(€) + F(x)g(€) — f(x)g(x)
E—x f— X
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Differencialasi szabalyok Osszeg, szorzat, hanyados

Néhany bizonyitas. legyen x € Dy az értelmezési tartomany egy rogzitett
eleme, £ egy tetszéleges eleme:

E—x f—X
_ i [(©)8(6) — F(x)g(€) + F(x)g(€) — f(x)g(x)
E—x §—X
- ((§) —f(x) g(&) —&(x)
= tim (M=) 4 £ ZE)
f(§) — f(x) g(&) —&(x)
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© A differencalhatésag fogalma

© Differencialasi szabalyok

o Néhany fiiggvény derivaltja

© Osszefoglalas
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Tétel
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Tétel
e (c) =0 (konstansfiiggvény derivéltja 0)
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Tétel
e (c) =0 (konstansfiiggvény derivéltja 0)

o (x") = nx""1, ha n egész szam.
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Tétel
e (c) =0 (konstansfiiggvény derivéltja 0)
o (x") = nx""1, ha n egész szam.

@ sin’ = cos
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Tétel
e (¢) = 0 (konstansfiiggvény derivaltja 0)
o (x") = nx""1, ha n egész szam.
@ sin’ = cos

@ cos’ = —sin

Differencialhatésag 2014. december 5. 23 / 61



Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Tétel
e (¢) = 0 (konstansfiiggvény derivaltja 0)
o (x") = nx""1, ha n egész szam.
@ sin’ = cos
@ cos’ = —sin
o tg' = ]
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Tétel
e (¢) = 0 (konstansfiiggvény derivaltja 0)
o (x") = nx""1, ha n egész szam.
@ sin’ = cos
@ cos’ = —sin
o tg' = ]
o ctg' = —_iz
sin )
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

B (x") = nx""1, ha neN:
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja
/ — .
B (x") = nx""1, ha neN:

€y, = im &=

E—x f—X
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

B (x") = nx""1, ha neN:

IV T u
(é. ) |X N é!E)nX f— X
i 0@ T x4 x0T
E—x f—X

Differencialhatésag 2014. december 5. 24 / 61



Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

B (x") = nx""1, ha neN:

€1, = im e
li (5_ )(é-n_1+€n_2X—{—,“+£X”—2 +Xn—1)
= Iim
E—)X é—_X

= lim (€™ 4" 2+ ... &2 4 XM
E—x
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

B (x") = nx""1, ha neN:
_ é-n — x"
f ) | §|Iﬁx f—X
(5 _ )(é-n—l +€n—2x +. o+ an_2 +Xn—1)
E—x f—X
— 5“m (gn—l +£n—2x+ o +£Xn—2 +Xn—1)

= nx" L

2014. december 5. 24 / 61

Differencislhatéssg



Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

B (x") = nx""1, ha neN:
_ é-n — x"
£ ) | §|Iﬁx f—X
(f _ )(é-n—l +§n—2x +. o+ an_2 +Xn—1)
E—x f—X
— 5“m (gn—l +£n—2x+ o +£Xn—2 +Xn—1)

= nx" L

@ —n=m € N esetén:

2014. december 5. 24 / 61

Differencislhatéssg



Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

B (x") = nx""1, ha neN:
_ é-n — x"
£ ) | §|Iﬁx f—X
(f _ )(é-n—l +§n—2x +. o+ an_2 +Xn—1)
E—x f—X
— 5“m (gn—l +£n—2x+ o +£Xn—2 +Xn—1)

= nx" L

@ —n=m € N esetén:

Y = ()
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

B (x")’ =nx""!, hanecN:

li (5_ )(é-n_l +§n_2X+_“+£X”—2 +Xn—1)
= Iim
E—)X é—_X
:glim(é'n—l+£n—2x+“.+é~xn—2+xn_1)
= nx"L.

@ —n=m € N esetén:
1
T\
") = ()
(1)/‘Xm_ 1 . (Xm)/
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

B (x") = nx""1, ha neN:
B é‘n _ Xn
5 ) } §|Iﬁx f— X
(€= X)(E T +E2x+ ...+ +x")
E—x f — X
— £“m (gn—l + 5n—2x o+ fxn—2 + Xn—l)

= nx" L

@ —n=m € N esetén:
1
T\
") = ()
(1)/‘Xm_ 1 . (Xm)/

N (xm)2
0 — mxm1
- X2m
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

B (x") = nx""1, ha neN:

€, = fm 5=
li (5_ )(é-n_1+§n_2X+_“+£X”—2 +Xn—1)
= |Iim
E—)X é—_X

= lim (€™ 4" 2+ ... &2 4 XM
E—x

= nx" L

@ —n=m € N esetén:
1
T\
") = ()
B (1)/ . Xm _ 1 . (Xm)/
B (xm)2
m—1

0— mx
X2m

= —mx "1
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

B (x") = nx""1, ha neN:
B é‘n _ Xn
5 ) } §|Iﬁx f— X
(€= X)(E T +E2x+ ...+ +x")
E—x f — X
— £“m (gn—l + 5n—2x o+ fxn—2 + Xn—l)

= nx" L

@ —n=m € N esetén:
1
T\
") = ()
(1)/‘Xm_ 1 . (Xm)/

N (xm)2
-1

0— mx™
X2m

= —mx "1

= nx" L
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

o sin'(x) = Ilig‘o sin(x + h/)7 — sin(x)

Differencialhatésag 2014. december 5. 25 / 61



Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja
sin(x + h) — sin(x)

. I .
@ sin'(x) = lim
= h
i sin x cos h + cos x sin h — sin(x)
= lim
h—0 h
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja
sin(x + h) — sin(x)

o . I — |-
sin (x) = Jim, h
i sin x cos h + cos x sin h — sin(x)
=i
h—0 h
. sinx(cosh — 1) 4 cosxsinh
= lim
h—0 h
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

v sin(x + h) —sin(x)
e sin’(x) = llino p
sin x cos h + cos x sin h — sin(x)

h—0 h
sinx(cos h — 1) + cos xsin h

h—0 h

: sinx(cosh — 1) . cos xsin h
=lm|———— |+ |lim | ————

h h—0 h
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja
sin(x + h) — sin(x)

o - / — |-
sin'(x) = fim, h
i sin x cos h + cos x sin h — sin(x)
=i
h—0 h
. sinx(cosh — 1) 4 cosxsinh
= lim
h—0 h
: sinx(cosh — 1) . cos xsin h
=lm|[—— ) + lim | —————
h—0 h h—0 h
L . cosh—1 ) . sinh
= limsinx - lim ———— 4+ lim cosx |lim
h—0 h—0 h h—0 h—0 h
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja
sin(x + h) — sin(x)

o - / — |-
sin'(x) = fim, h
i sin x cos h + cos x sin h — sin(x)
=i
h—0 h
. sinx(cosh — 1) 4 cosxsinh
= lim
h—0 h
: sinx(cosh — 1) . cos xsin h
=lm|[—— ) + lim | —————
h—0 h h—0 h
L . cosh—1 ) . sinh
= limsinx - lim ———— 4+ lim cosx |lim
h—0 h—0 h h—0 h—0 h

=sinx-0+cosx-1

Differencialhatésag 2014. december 5. 25 / 61



Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja
sin(x + h) — sin(x)

o - / — |-
sin'(x) = Jim, h
i sin x cos h + cos x sin h — sin(x)
=i
h—0 h
. sinx(cosh — 1) 4 cosxsinh
= lim
h—0 h
: sinx(cosh — 1) . cos xsin h
=lm|[—— ) + lim | —————
h—0 h h—0 h
L . cosh—1 ) . sinh
= limsinx - lim ———— 4+ lim cosx |lim
h—0 h—0 h h—0 h—0 h
=sinx-0+4+cosx-1
= COS X
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja
sin(x + h) — sin(x)

o - / — |-
sin'(x) = Jim, h
i sin x cos h + cos x sin h — sin(x)
=i
h—0 h
. sinx(cosh — 1) 4 cosxsinh
= lim
h—0 h
: sinx(cosh — 1) . cos xsin h
=lm|[—— ) + lim | —————
h—0 h h—0 h
L . cosh—1 ) . sinh
= limsinx - lim ———— 4+ lim cosx |lim
h—0 h—0 h h—0 h—0 h
=sinx-0+4+cosx-1
= COS X

o Folhasznaltuk:
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja
sin(x + h) — sin(x)

o - / — |-
sin'(x) = Jim, h
i sin x cos h + cos x sin h — sin(x)
=i
h—0 h
. sinx(cosh — 1) 4 cosxsinh
= lim
h—0 h
: sinx(cosh — 1) . cos xsin h
=lm|[—— ) + lim | —————
h—0 h h—0 h
. . cosh—1 ) . sinh
= limsinx - lim ———— 4+ lim cosx |lim
h—0 h—0 h h—0 h—0 h
=sinx-0+4+cosx-1
= COS X
o Folhasznaltuk:
. cosh—1
im ———
h—0 h
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

v sin(x + h) —sin(x)
e sin’(x) = llino p
sin x cos h + cos x sin h — sin(x)

h—0 h
sinx(cos h — 1) + cos xsin h

h
: sinx(cosh — 1) . cos xsin h
= Ilm _— | + ||m E—
h—0 h h—0 h

. . cosh—1 ) . sinh
= limsinx - lim ———— 4+ lim cosx |lim

h—0 h—0 h h—0 h—0 h
=sinx-0+4+cosx-1

= COsS X

o Folhasznaltuk:
cosh—1

lim
h—0 h
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

v sin(x + h) —sin(x)
e sin’(x) = llino p
sin x cos h + cos x sin h — sin(x)

h—0 h
sinx(cos h — 1) + cos xsin h

h
: sinx(cosh — 1) . cos xsin h
= Ilm _— | + ||m E—
h—0 h h—0 h

. . cosh—1 ) . sinh
= limsinx - lim ———— 4+ lim cosx |lim

h—0 h—0 h h—0 h—0 h
=sinx-0+4+cosx-1

= COsS X

o Folhasznaltuk:
cosh—1

lim
h—0 h

h 2 h . .
c052§—1 . COs” 3 —sin 5—1 . —2sin
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

@ cos’ = —sin (bizonyitas hasonléan)
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

@ cos’ = —sin (bizonyitas hasonléan)
1

/
° -
tg cos?
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

@ cos’ = —sin (bizonyitas hasonléan)
o tg' = L
& 7 cos2?

1

. / . . ’ . .
<sm> sin’ cos — sin cos €0s cos + sin sin

cos cos? cos?

Differencislhatéssg
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

@ cos’ = —sin (bizonyitas hasonléan)
/
o tg = ——=
& 7 o2
. / . . . .
sin sin’ cos —sincos’  coscos + sinsin 1
cos) cos? - cos? ~ cos?
/
("] Ctg Y
sin
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

@ cos’ = —sin (bizonyitas hasonléan)
/
o tg = @
sin /_ sin’ cos — sin cos’ __coscos+tsinsin 1
(cos) B cos? B cos? ~ cos?
, 1
octg =———
sin
cos\’ cos’ sin — cos sin’ _ —sinsin —coscos 1
(sin) N sin? N sin? ~ sin?
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Definicié
Legyen e az a szam, melyre az x — e* fliggvény derivaltja a 0-ban 1, azaz
X —ef e —1

im ——— = lim —— =1.
x—0 X x—0 X
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Definicié
Legyen e az a szam, melyre az x — e* fliggvény derivaltja a 0-ban 1, azaz

e —e .oeX—1
lim = |im =1.
x—0 X x—0 X
o Egyéb Osszefiiggeések:
1 X
e= l|lim <1 + )
X—00
= lim (1 + )"
h—0
1 1 1
T Lapl
n=0

Rz 2.718281828459045 . ..
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Kévetkezmény

(ex)l — eX
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Kévetkezmény
(ex)/ — eX
x+h _ X
° ()= ilrlno h

Wettl Ferenc
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Kévetkezmény
(ex)/ — eX
x+h _ X
° ()= ilrlno , h
.oeX(e"—1
- fllno ( h !

Wettl Ferenc Differencialhatésag
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Kévetkezmény

(ex)/ — eX
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Kévetkezmény
(ex)/ — eX
x+h _ X
e (¢) = lim
h—0 h
. eX(eh 1)
= lim
h—0 h
h
X | -1
=¢e* lim
h—0 h
= eX
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Kévetkezmény

(ex)l — eX

Jelolés

Inx = log, x
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Kévetkezmény

(ex)l — eX

Jelolés

Inx = log, x

Megjegyzés

1
derivaltja (In x)’ = =, csak késébb targyaljuk.
X

V.

Wettl Ferenc

Differencialhatésag
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Kovetkezmény

(a¥) = a*Ina, ahol a > 0.
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Kovetkezmény

(a¥) = a*Ina, ahol a > 0.

0 a5 = (eln a)x _ exlna
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Kovetkezmény

(a¥) = a*Ina, ahol a > 0.

0 a5 = (eln a)x _ exlna

(exln a)/ —exlnajy 4

Differencialhatésag 2014. december 5. 30 / 61



Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Kovetkezmény

(a¥) = a*Ina, ahol a > 0.

X _ (alnayx — . xIna
0 X =(e")*=e
(exln a)/ —exlnajy 4

M In1=0,In2~0.693147, In3 ~ 1.098612.
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Kovetkezmény

(a¥) = a*Ina, ahol a > 0.

0 a5 = (eln a)x _ exlna

(exln a)/ —exlnajy 4
M Inl=0,In2=~0.693147, In3 ~ 1.098612.
P (2x2)/
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Differencialasi szabalyok Néhany fiiggvény derivaltja

Kovetkezmény
(a¥) = a*Ina, ahol a > 0. J

0 a5 = (eln a)x — exlna

(exln a)/ —exlnajy 4
M In1=0,In2~0.693147, In3 ~ 1.098612.
P (2

2¢) =22 2x = In2- x - 2°+1
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DHIATNEIEEI LIVl Osszetett fiiggvény differencialasa

© A differencalhatésag fogalma

© Differencialasi szabalyok

o Osszetett fiiggvény differencialasa

© Osszefoglalas
Differencialhatésag
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Osszetett fiiggvény differencialasa
° ¢ 8] - 8(¢) f(g(c)) = (fog)(c)

Fos] |
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Osszetett fiiggvény differencialasa
° ¢ 8] - 8(¢) f(g(c)) = (fog)(c)

Fos] |

(fog) =(f'og) &
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Osszetett fiiggvény differencialasa
° ¢ 8] - 8(¢) f(g(c)) = (fog)(c)

Fos] |

(fog) =(f'og) &
(fog)(x) = f(g(x)) - &'(x)
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I i bl Ll O+ttt figgvény differencidlésa
e ¢ g f :fog)()

D |

(fog) =(f'og) &
(fog)(x)=""(g(x) &'(x)
dy dy du

=f = I5lésekkel: A
y = f(u), u= g(x), jelolésekke = a5 dx

Differencialhatésag 2014. december 5. 32 /61



e ¢ g 4‘4‘4"'*‘4*‘f = fog)()

D 0

(fog) =(f'og) &
(fog)(x)="F"(g(x)) &'(x)
y = f(u), u=g(x), jelolésekkel: dy _dy du

dx du dx
o (fogoh) =(f'ogoh)-(g'oh) N
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I i bl Ll O+ttt figgvény differencidlésa
e ¢ g f :fog)()

D |

(fog) =(fog)-&
(fog)(x)=""(g(x) &'(x)

f(u), u= g(x), jeloléesekkel: jﬁ % %
(fogoh) =(flogoh)-(g oh) K
(f(g(h(x)))) = f'(g(h(x))) - &' (h(x)) - H'(x)

y
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I i bl Ll O+ttt figgvény differencidlésa
e ¢ g f :fog)()

D |

(fog) =(fog)-g

(fog)(x)=1(s(x))-&'(x)

y = f(u), u= g(x), jelolesekkel: jﬁ % %
o (fogoh) =(flogoh)-(g'oh)-H

(F(g(h(x))))" = f'(g(h(x))) - &'(h(x)) - H'(x)

_ _ _ dy _dy du dw
y = f(u), u=g(w), w = h(x) jeldlésekkel: - de I I

32 / 61
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DHIATNEIEEI LIVl Osszetett fiiggvény differencialasa

P (sin? x)’ és (sin x2)’ derivaltja!
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A {6 kérdés mindig: melyik a kiils6 fiiggvény?
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P (sin® x)’ és (sin x?)" derivaltja!
A {6 kérdés mindig: melyik a kiils6 fiiggvény?

@ sin?x
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P (sin® x)’ és (sin x?)" derivaltja!
A {6 kérdés mindig: melyik a kiils6 fiiggvény?
@ sin’x

kiils6 fiiggvény: x — x?, belsé fiiggvény: sin
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P (sin® x)’ és (sin x?)" derivaltja!

A {6 kérdés mindig: melyik a kiils6 fiiggvény?
@ sin’x

kiils6 fiiggvény: x — x?, belsé fiiggvény: sin

e sin(x?)
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Osszetett fiiggvény differencialasa
P (sin® x)’ és (sin x?)" derivaltja!
A {6 kérdés mindig: melyik a kiils6 fiiggvény?
@ sin’x
kiils6 fiiggvény: x — x?, belsé fiiggvény: sin
e sin(x?)

kiils6 fiiggvény: sin, belss fiiggvény: x — x2
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Osszetett fiiggvény differencialasa
P (sin® x)’ és (sin x?)" derivaltja!
A {6 kérdés mindig: melyik a kiils6 fiiggvény?
@ sin’x
kiils6 fiiggvény: x — x?, belsé fiiggvény: sin
e sin(x?)
kiils6 fiiggvény: sin, belss fiiggvény: x — x2

o (sin?x)" = 2sin x - cos x
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Osszetett fiiggvény differencialasa
P (sin® x)’ és (sin x?)" derivaltja!
A {6 kérdés mindig: melyik a kiils6 fiiggvény?
@ sin’x
kiils6 fiiggvény: x — x?, belsé fiiggvény: sin
e sin(x?)
kiils6 fiiggvény: sin, belss fiiggvény: x — x2
o (sin?x)" = 2sin x - cos x

o (sinx2) = cos(x?) - 2x = 2x cos x>
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Osszetett fiiggvény differencialasa
P (sin® x)’ és (sin x?)" derivaltja!
A {6 kérdés mindig: melyik a kiils6 fiiggvény?
@ sin’x
kiils6 fiiggvény: x — x?, belsé fiiggvény: sin
e sin(x?)
kiils6 fiiggvény: sin, belss fiiggvény: x — x2
o (sin?x)" = 2sin x - cos x
o (sinx2) = cos(x?) - 2x = 2x cos x>

P (sin®x3) =? (legyen id : x — x az identikus leképezés)
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Osszetett fiiggvény differencialasa
P (sin® x)’ és (sin x?)" derivaltja!
A {6 kérdés mindig: melyik a kiils6 fiiggvény?
@ sin’x
kiils6 fiiggvény: x — x?, belsé fiiggvény: sin
e sin(x?)
kiils6 fiiggvény: sin, belss fiiggvény: x — x2
o (sin?x)" = 2sin x - cos x
o (sinx2) = cos(x?) - 2x = 2x cos x>
P (sin®x3) =? (legyen id : x — x az identikus leképezés)

kiils6 fiiggvény: x +— x2, kdzépss: sin, belss fiiggvény: x — x3
(zavard lehet az x)
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Osszetett fiiggvény differencialasa
P (sin® x)’ és (sin x?)" derivaltja!
A {6 kérdés mindig: melyik a kiils6 fiiggvény?
@ sin’x
kiils6 fiiggvény: x — x?, belsé fiiggvény: sin
e sin(x?)
kiils6 fiiggvény: sin, belss fiiggvény: x — x2

o (sin?x)" = 2sin x - cos x

o (sinx2) = cos(x?) - 2x = 2x cos x>
P (sin®x3) =? (legyen id : x — x az identikus leképezés)

kiils6 fiiggvény: x +— x2, kdzépss: sin, belss fiiggvény: x — x3
(zavard lehet az x)

kiils6 fiiggvény: id?, kézépss: sin, belsé fiiggveny: id*
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Osszetett fiiggvény differencialasa
P (sin® x)’ és (sin x?)" derivaltja!
A {6 kérdés mindig: melyik a kiils6 fiiggvény?
@ sin’x
kiils6 fiiggvény: x — x?, belsé fiiggvény: sin
e sin(x?)
kiils6 fiiggvény: sin, belss fiiggvény: x — x2
o (sin?x)" = 2sin x - cos x
o (sinx2) = cos(x?) - 2x = 2x cos x>
P (sin®x3) =? (legyen id : x — x az identikus leképezés)
kiils6 fiiggvény: x +— x2, kdzépss: sin, belss fiiggvény: x — x3
(zavard lehet az x)
kiils6 fiiggvény: id?, kézépss: sin, belsé fiiggveny: id*

3 3 3

2sin x3 - cos x3 - 3x2 = 6x2 sin x3 cos x
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DHIATNEIEEI LIVl Osszetett fiiggvény differencialasa

D Jeldlje sin azt a szinusz-fiiggvényt, melynek argumentuma nem
radianban, hanem fokban van megadva, cés a hasonlé
coszinusz-fiiggvényt.
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DHIATNEIEEI LIVl Osszetett fiiggvény differencialasa

D Jeldlje sin azt a szinusz-fiiggvényt, melynek argumentuma nem
radianban, hanem fokban van megadva, cés a hasonlé
coszinusz-fiiggvényt.

o0y — gin JX
stn x = sin {g5
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DHIATNEIEEI LIVl Osszetett fiiggvény differencialasa

D Jeldlje sin azt a szinusz-fiiggvényt, melynek argumentuma nem
radianban, hanem fokban van megadva, cés a hasonlé
coszinusz-fiiggvényt.

o0y — gin JX
stn x = sin {g5

ol v — (ein AX ) _ X T
stn’ x = (sin 755)" = 155 COS 755 = 155 €8S X
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DHIATNEIEEI LIVl Osszetett fiiggvény differencialasa

Definicié6 (Magasabbrendii derivaltak)
f// — (fl)/
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DHIATNEIEEI LIVl Osszetett fiiggvény differencialasa

Definicié6 (Magasabbrendii derivaltak)
f// — (fl)/ f'/// — (f’//)/
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DHIATNEIEEI LIVl Osszetett fiiggvény differencialasa

Definicié6 (Magasabbrendii derivaltak)
£ — (f’)’, £ — (f”)’, 7c'(n) _ (f(n—l))/
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DHIATNEIEEI LIVl Osszetett fiiggvény differencialasa

Definicié6 (Magasabbrendii derivaltak)
£ — (f’)’, £ — (f”)’, 7c'(n) _ (f(n—l))/
d?y d dy

Jelolés a differencialokkal: T2 = A’
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DHIATNEIEEI LIVl Osszetett fiiggvény differencialasa

£ — (f’)’, £ — (f”)’, 7c'(n) _ (f(n—l))/

e y d?y ddy dv
Jelolés a differencialokkal: T2~ dedx’ den

Definicié (Magasabbrendii derivaltak) J
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DHIATNEIEEI LIVl Osszetett fiiggvény differencialasa

Definicié (Tobbvaltozés fiiggvény parcialis differencidlhanyadosa)

Legyen f(x,y) kétvaltozés fiiggvény. Ha egyik valtozdjat rogzitjiik, a masik
valtozéja szerinti differencialhanyadosat parcialis differencialhanyadosnak
nevezziik:

of| . flb)—f(ab) . flathb)—f(sb)

8X (a b) X—a X —a h—0 h
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DHIATNEIEEI LIVl Osszetett fiiggvény differencialasa

Definicié (Tobbvaltozés fiiggvény parcialis differencidlhanyadosa)
Legyen f(x,y) kétvaltozés fiiggvény. Ha egyik valtozdjat rogzitjiik, a masik
valtozéja szerinti differencialhanyadosat parcialis differencialhanyadosnak
nevezziik:

of — i f(x,b) —f(a,b) i f(a+ h,b) —f(a,b)

8X (a,b) 7X_>a X —a 7’7—)0 h
Jeldlés

2

Ua.6) = Bl oy = 920 D) e b) = 55| = Bh(ab)
£11 b) — O*f _ 0%f b f b) — 9% f _ O%*f b
xy(a’ ) ayaxag?b) 6y8);£j ) fa(a, ) 8x8y‘(a7b) axay (3, b)
f)! - 8x’ f):)// = dyox’ f)j; = ox0y
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© A differencalhatésag fogalma

© Differencialasi szabalyok

@ Paraméteresen adott gorbék

© Osszefoglalas
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HIETLIE ERRTZE(Z Sl Paraméteresen adott gorbék

Definicié
Paraméteresen megadott gorbe: x = f(t), y = g(t), a gbrbe pontjai:

(x,y) = (£(t), £(1))-
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HIETLIE ERRTZE(Z Sl Paraméteresen adott gorbék

Definicié
Paraméteresen megadott gorbe: x = f(t), y = g(t), a gbrbe pontjai:

(x,y) = (£(t), £(1))-

Példa
kér: x = cos(t), y =sin(t), t € [0,27)
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HIETLIE ERRTZE(Z Sl Paraméteresen adott gorbék

Definicié
Paraméteresen megadott gorbe: x = f(t), y = g(t), a gbrbe pontjai:

(x,y) = (£(t), £(1))-

Példa
kér: x = cos(t), y =sin(t), t € [0,27)

Példa
ellipszis: x = acos(t), y = bsin(t), t € [0,27)
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HIETLIE ERRTZE(Z Sl Paraméteresen adott gorbék

Definicié
Paraméteresen megadott gorbe: x = f(t), y = g(t), a gbrbe pontjai:

(x,y) = (£(t), £(1))-

Példa
kor: x = cos(t), y =sin(t), t € [0,27)

Példa
ellipszis: x = acos(t), y = bsin(t), t € [0,27)

Példa
parabola: x =t, y = t2, teR
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HIETLIE ERRTZE(Z Sl Paraméteresen adott gorbék

Definicié
Paraméteresen megadott gorbe: x = f(t), y = g(t), a gbrbe pontjai:

(x,y) = (£(t), £(1))-

Példa
kor: x = cos(t), y =sin(t), t € [0,27)

Példa
ellipszis: x = acos(t), y = bsin(t), t € [0,27)

Példa
parabola: x =t, y = t2, teR

Példa
parabola: x =t?, y =t, t € R
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HIETLIE ERRTZE(Z Sl Paraméteresen adott gorbék
dy dy dx

dt  dx dt
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HIETLIE ERRTZE(Z Sl Paraméteresen adott gorbék

dy dy dx dy § dx
— . & de o 2
adt#O

At~ dx dt dx dx
t
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HIETLIE ERRTZE(Z Sl Paraméteresen adott gorbék

dy _dy dx _dy &

df  dx dt  dx  dx

ha dx #0
ax dt
dt

Példa
y=t3—t, x=t>th=1 J
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dy dy dx dy ?ft/ dx
—=—— = == ha—;éO

dt dx dt dx gx
t

Példa
y=t3—t, x=t>th=1

Megoldas
dy 2
d T 3t -1 d
d—y:%: 5 ,tehétd—y =1.
X T t X |1 )
d’y d _dy’ dx

dx
_ = — ! —_ . — J—
w2 T ar ;70
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HIETLIE ERRTZE(Z Sl Paraméteresen adott gorbék

dy dy dx dy ?ft/ dx
A " de df T dx @ g 7O

Példa
y=t3—t, x=t>th=1

Megoldas

dy 2
d T 3t -1 d
d—y:%: 5 ,tehétd—y =1.
X T t X |1 )
d?y d,, dy dx dx
-7 _ 2 =40
@ ) T P
Megoldas

d /
Py _ Y3
dx2  dx 443

de

Differencialhatésag 2014. december 5. 30 / 61



© A differencalhatésag fogalma

© Differencialasi szabalyok

o Implicit figgvény derivaltja

© Osszefoglalas
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Differencialasi szabalyok Implicit fiiggvény derivaltja

Definicié

F(x,y) =0, melyrél foltessziik, hogy F(xo,y0) =0 és az (xo,y0) pont egy
kis kornyezetében y kifejezhets x fliggvényeként, azaz van olyan f
fliggvény, hogy y = f(x).
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Differencialasi szabalyok Implicit fiiggvény derivaltja

Definicié

F(x,y) =0, melyrél foltessziik, hogy F(xo,y0) =0 és az (xo,y0) pont egy
kis kornyezetében y kifejezhets x fliggvényeként, azaz van olyan f
fliggvény, hogy y = f(x).

Példa
y? = x3 — x érint6jének meredeksége a (2,v/6) pontan
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Differencialasi szabalyok Implicit fiiggvény derivaltja

Definicié

F(x,y) =0, melyrdl foltessziik, hogy F(xo,y0) = 0 és az (xo, yo) pont egy
kis kérnyezetében y kifejezhetd x fiiggvényeként, azaz van olyan f
fliggvény, hogy y = f(x).

Példa

y? = x3 — x érint6jének meredeksége a (2,v/6) pontan

Megoldas

2uy' =3x? -1 =y —3Xy_1:>%:—111‘2@.
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Differencialasi szabalyok Implicit fiiggvény derivaltja

: T . P p_q L.
T Minden racionalis 2 szamra az x 9 fiiggvény az x9  értelmezési
tartomanyanak minden pontjaban differencialhaté, és
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Differencialasi szabalyok Implicit fiiggvény derivaltja

: T . P p_q L.
T Minden racionalis 2 szamra az x 9 fiiggvény az x9  értelmezési
tartomanyanak minden pontjaban differencialhaté, és

B Legyen g >0ésy = xg, azaz y9 = xP. Ekkor
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Differencialasi szabalyok Implicit fiiggvény derivaltja

: T . P p_q L.
T Minden racionalis 2 szamra az x 9 fiiggvény az x9  értelmezési
tartomanyanak minden pontjaban differencialhaté, és

B Legyen g >0ésy = xg, azaz y9 = xP. Ekkor
qyd -ty = pxP!
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Differencialasi szabalyok Implicit fiiggvény derivaltja

: T . P p_q L.
T Minden racionalis 2 szamra az x 9 fiiggvény az x9  értelmezési
tartomanyanak minden pontjaban differencialhaté, és

B Legyen g >0ésy = xg, azaz y9 = xP. Ekkor
qyd -ty = pxP
r_ pxpil
gyt

y
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Differencialasi szabalyok Implicit fiiggvény derivaltja

: T . P p_q L.
T Minden racionalis 2 szamra az x 9 fiiggvény az x9  értelmezési
tartomanyanak minden pontjaban differencialhaté, és

B Legyen g >0ésy = xg, azaz y9 = xP. Ekkor
qyd -ty = pxP
/ pxpil
y == 1
qy9
p xP7!

q xq(a-1)
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Differencialasi szabalyok Implicit fiiggvény derivaltja

: T . P p_q L.
T Minden racionalis 2 szamra az x 9 fiiggvény az x9  értelmezési
tartomanyanak minden pontjaban differencialhaté, és

B Legyen g >0ésy = xg, azaz y9 = xP. Ekkor
qyd -ty = pxP
/ pxpil
y == 1
qy9
p xP7!

T g, k@D
p xP~1

_P
qxP~a
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Differencialasi szabalyok Implicit fiiggvény derivaltja

: T . P p_q L.
T Minden racionalis 2 szamra az x 9 fiiggvény az x9  értelmezési
tartomanyanak minden pontjaban differencialhaté, és

B Legyen g >0ésy = xg, azaz y9 = xP. Ekkor
qyd -ty = pxP
/ pxpil
y == 1
qy9
p xP7!
q 521

p xP~1

_P
qxP~a

_ P p-1-(p-2)
g
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Differencialasi szabalyok Implicit fiiggvény derivaltja

: T . P p_q L.
T Minden racionalis 2 szamra az x 9 fiiggvény az x9  értelmezési
tartomanyanak minden pontjaban differencialhaté, és

B Legyen g >0ésy = xg, azaz y9 = xP. Ekkor
qyd -ty = pxP

pxP~!

gyt

p xPt

q 521

/

y:

pxP
qxp—g
P p-1-(p—5)
q

b 2

= Zxa

q
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© A differencalhatésag fogalma

© Differencialasi szabalyok

e Fiiggvény inverze

© Osszefoglalas
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D Egy fiiggvény injektiv (egy-egyértelm(, kdlcsondsen egyértelmd,
invertalhatd), ha az értelmezési tartomany kiilonb6z8 elemeihez az
értékkészlet kiillonboz8 elemeit rendeli, azaz
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D Egy fiiggvény injektiv (egy-egyértelm(, kdlcsondsen egyértelmd,
invertalhatd), ha az értelmezési tartomany kiilonb6z8 elemeihez az
értékkészlet kiillonboz8 elemeit rendeli, azaz

ha a,b € Dy és a # b, akkor f(a) # f(b).
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D Egy fiiggvény injektiv (egy-egyértelm(, kdlcsondsen egyértelmd,
invertalhatd), ha az értelmezési tartomany kiilonb6z8 elemeihez az
értékkészlet kiillonboz8 elemeit rendeli, azaz
ha a,b € Dy és a # b, akkor f(a) # f(b).

D ha H C Dy, akkor f lesziikitése/megszoritasa H-ra az a f|-vel jeldlt
figgvény, melynek értelmezési tartomanya H, és x € H esetén

Fluy () = F(x).
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D Egy fiiggvény injektiv (egy-egyértelm(, kdlcsondsen egyértelmd,
invertalhatd), ha az értelmezési tartomany kiilonb6z8 elemeihez az
értékkészlet kiillonboz8 elemeit rendeli, azaz

ha a,b € Dy és a # b, akkor f(a) # f(b).

D ha H C Dy, akkor f lesziikitése/megszoritasa H-ra az a f|-vel jeldlt
figgvény, melynek értelmezési tartomanya H, és x € H esetén
Fly (x) = ().

P A sin, cos, tg, ctg figgvények nem injektivek, de a sin][_g%],
cos\[o’ﬂ], tg](fgg), ctg|(07ﬂ) figgvények igen!
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D Egy fiiggvény injektiv (egy-egyértelm(, kdlcsondsen egyértelmd,
invertalhatd), ha az értelmezési tartomany kiilonb6z8 elemeihez az
értékkészlet kiillonboz8 elemeit rendeli, azaz

ha a,b € Dy és a # b, akkor f(a) # f(b).
D ha H C Dy, akkor f lesziikitése/megszoritasa H-ra az a f|-vel jeldlt
figgvény, melynek értelmezési tartomanya H, és x € H esetén

Flp (x) = (%),
P Asin, cos, tg, ctg fliggvények nem injektivek, de a sin|;_x xj,
272
COS\[OJ], tg!(,%g), ctg|(07ﬂ) fiiggvények igen!

A Horizontalis teszt: f pontosan akkor injektiv, ha grafikonja egyetlen
vizszintes egyenest sem metsz egynél tdbb pontban.
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze



Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze




Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze




Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze




Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

ffl

N\
N\




Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze




Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D Az injektiv f fiiggvény inverzén az f~l-gyel jeldlt fiiggvényt értjiik,
melyre
fly)=x < f(x)=y.
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D Az injektiv f fiiggvény inverzén az f~l-gyel jeldlt fiiggvényt értjiik,
melyre
fly)=x < f(x)=y.

D1 = R¢, Re1 = Ds.
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D Az injektiv f fiiggvény inverzén az f~l-gyel jeldlt fiiggvényt értjiik,
melyre
fy)=x < f(x)=y.
Df-1 =Rf, Re-1 = Dy.
A f~lof és fof~! identikus fiiggvények:
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D Az injektiv f fiiggvény inverzén az f~l-gyel jeldlt fiiggvényt értjiik,
melyre
fly)=x < f(x)=y.
D¢-1 = Rf, Re-1 = Dy.
A f~lof és fof~1 identikus fiiggvények:
flof :Df—Df=xrx,
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D Az injektiv f fiiggvény inverzén az f~l-gyel jeldlt fiiggvényt értjiik,
melyre
fly)=x < f(x)=y.
Df-1 =Rf, Re-1 = Dy.
A f~lof és fof~! identikus fiiggvények:
flof :Df—Df=xrx,
fof1:Dfn =Dpr=yisy
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D Az injektiv f fiiggvény inverzén az f~l-gyel jeldlt fiiggvényt értjiik,
melyre
fly)=x < f(x)=y.
Di-1 = R¢, Re-1 = Drs.
A f~lof és fof~! identikus fiiggvények:
flof :Df—Df=xrx,
fof1:Dfn =Dpr=yisy
M =1 nem tévesztendé éssze f reciprokaval (3-fel)! Fiiggvény
reciprokara ne hasznaljuk a —1 kitevét!
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D Az injektiv f fiiggvény inverzén az f~l-gyel jeldlt fiiggvényt értjiik,
melyre
fly)=x < f(x)=y.
Di-1 = R¢, Re-1 = Drs.
A f~lof és fof~! identikus fiiggvények:
flof :Df—Df=xrx,
fof1:Dfn =Dpr=yisy
M =1 nem tévesztendé éssze f reciprokaval (3-fel)! Fiiggvény
reciprokara ne hasznaljuk a —1 kitevét!

Van analdgia: legyen a # 0 valds szam, és legyen f injektiv fliggvény.
- (szamok szorzasa) <+ o (fliggvények kompoziciéja)

1 + id
a-l=1.-a=a < foid=idof =f
szam reciproka <> fliggvény inverze
a-al=al.a=1 & fofl=flof=id
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

P Az x — y = x? injektiv, ha x > 0. Inverze az x és y ,felcserélése”
utan: x = y2, azaz y = v/x.
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

P Az x — y = x? injektiv, ha x > 0. Inverze az x és y ,felcserélése”
utan: x = y2, azaz y = v/x.

P Az e* inverze az In x fiiggvény.
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

P Az x — y = x? injektiv, ha x > 0. Inverze az x és y ,felcserélése”
utan: x = y2, azaz y = v/x.
P Az e* inverze az In x fiiggvény.

P Az x+—y =mx+ b (m#0) inverze az x = my + b Ssszefliggésbdl:
y = #x - %.
y
y=mx+b
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze




Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

ardsin




Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

arg

sin

Cos



Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

arg

sin

Wettl Ferenc

arccos

N
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze




Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

y y
1 't T \ o
/ 8 ‘ \ ctg
/ dl\_t5 [
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

0n
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D A trigonometrikus fiiggvények nem injektivek, de megszoritva egy

megfelel§ intervallumra igen (zardjelben az amerikai jelolések):

arcsin x
arccos x
arctg x

arcctg x

Wettl Ferenc

Differencialhatésag

(sin asin)
(cos acos)
(tan atan)

(cot acot)

2014. december 5.
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D A trigonometrikus fiiggvények nem injektivek, de megszoritva egy
megfelel§ intervallumra igen (zardjelben az amerikai jelolések):

arcsin x sin|_ x ) (sin asin)

)

= (sinl3.5
arccos x ( cos|[g ) (cos acos)
(

arctgx = ( tg|_z ) (tan atan)
2

N\:l

-1
arcctg x = (ctg|(0m)) (cot acot)

A Az arkuszfiiggvények értelmezési tartomanya és értékkészlete:
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Differencialasi szabalyok Fiiggvény inverze

D A trigonometrikus fiiggvények nem injektivek, de megszoritva egy

megfelel§ intervallumra igen (zardjelben az amerikai jelolések):

-1
arcsin x = <5i”’[7g,g]) (sin asin)
-1
arccos x = (cos\[mﬂ]) (cos acos)
-1
arctg x = (tg|(_%,g)> (tan atan)
-1
arcctg x = (ctg|(0m)) (cot acot)

A Az arkuszfiiggvények értelmezési tartomanya és értékkészlete:

f arcsin arccos arctg arcctg

D¢ [_171] [_171] (_00700) (—O0,00)
Re [-53:3] 07 (=%3) (0m)
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© A differencalhatésag fogalma

© Differencialasi szabalyok

@ Inverz fliggvény derivéltja

© Osszefoglalas
Differencialhatésag
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja




Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

ffl




Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

ffl




Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

ffl




Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

ffl
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

Tétel (Inverz fliggvény derivaltja)

Ha f diffhaté a D¢ = I intervallumon, és a derivalt sehol sem 0, akkor f~1
diffhaté, és .

—1\/
(FY = fopr
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

Tétel (Inverz fliggvény derivaltja)

Ha f diffhaté a D¢ = I intervallumon, és a derivalt sehol sem 0, akkor f~1
diffhaté, és .

—1\/
(FY = fopr

M Ha a €/, és b = f(a), akkor

11
(a)  F(F1(b)

(f_l)/ (b) = £
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

Tétel (Inverz fliggvény derivaltja)

Ha f diffhaté a D¢ = I intervallumon, és a derivalt sehol sem 0, akkor f~1
diffhaté, és .

—1\/
(FY = fopr

M Ha a €/, és b = f(a), akkor

11
(a)  F(F1(b)

Ha y = f~1(x), azaz x = f(y), akkor

(f_l)/ (b) = £

dy
dx
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

M (nem bizonyitas:) x = f(f~1(x)), ennek implicit derivaltja
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

M (nem bizonyitas:) x = f(f~1(x)), ennek implicit derivaltja
1= f(f1(x))- (F1)(x), innen a
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M (nem bizonyitas:) x = f(f~1(x)), ennek implicit derivaltja
1= f(f1(x))- (F1)(x), innen a

1y 1
RGO
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M (nem bizonyitas:) x = f(f~1(x)), ennek implicit derivaltja
1= f(f1(x))- (F1)(x), innen a

1y 1
RGO

T (Inx) = 1

X
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M (nem bizonyitas:) x = f(f~1(x)), ennek implicit derivaltja
1= f(f1(x))- (F1)(x), innen a

1y 1
RGO
1

X
Bflixsy=Inx,azazf :yr—e¥ =x

T (Inx) =
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M (nem bizonyitas:) x = f(f~1(x)), ennek implicit derivaltja
1= f(f1(x))- (F1)(x), innen a

1y 1
RGO
1

X
Bflixsy=Inx,azazf :yr—e¥ =x

(F1(x)) = In'(x)

T (Inx) =
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M (nem bizonyitas:) x = f(f~1(x)), ennek implicit derivaltja
1= f(f1(x))- (F1)(x), innen a

1y 1
RGO
1

X
Bflix—y=lInxazazf:y—e =x
(F1(x)) = In"(x)
1
F1(f~1(x))

T (Inx) =
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M (nem bizonyitas:) x = f(f~1(x)), ennek implicit derivaltja
1= f(f1(x))- (F1)(x), innen a

1y 1
RGO
1

X
Bflixsy=Inx,azazf :yr—e¥ =x

(F1(x)) = In'(x)

T (Inx) =

Differencialhatésag 2014. december 5.

54 / 61



M (nem bizonyitas:) x = f(f~1(x)), ennek implicit derivaltja
1= f(f1(x))- (F1)(x), innen a
1

ffl / —

RN )
1
X
Bflixsy=Inx,azazf :yr—e¥ =x

(F1(x)) = In'(x)

T (Inx) =
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

Nip

T (arcsinx) = , ha x e (—1,1)
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

Vi@

B fl:x+sy=arcsinx, azaz f : y > siny = x:

T (arcsinx) = , ha x e (—1,1)
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

V1—x2'

B fl:x+sy=arcsinx, azaz f : y > siny = x:

(f1(x)) = arcsin’(x)

(arcsinx) = ha x € (—1,1)
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

V1—x2'
B fl:x+sy=arcsinx, azaz f : y > siny = x:
(f1(x)) = arcsin’(x)

1

f1(f=1(x))

T (arcsinx) = ha x € (—1,1)
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1
B fl:x+sy=arcsinx, azaz f : y > siny = x:
(f1(x)) = arcsin’(x)
1

- (X))
_ 1
sin’(arcsin x)

T (arcsinx) = ha x € (—1,1)
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1
B fl:x+sy=arcsinx, azaz f : y > siny = x:
(f1(x)) = arcsin’(x)
1

- (X))

1
sin’(arcsin x)
_ 1

cos(arcsin x)

T (arcsinx) = ha x € (—1,1)

Differencislhatéssg

2014. december 5.

55 / 61



1
B fl:x+sy=arcsinx, azaz f : y > siny = x:
(f1(x)) = arcsin’(x)
1

- (X))

1
sin’(arcsin x)
_ 1

cos(arcsin x)
1

\/1 — sin?(arcsin x)

T (arcsinx) = ha x € (—1,1)

ugyanis cos pozitiv (—%, 5)-n
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

V1—x2'

B fl:x+sy=arcsinx, azaz f : y > siny = x:

(F~ 1( ))' = arcsin’(x)
1

T (arcsinx) = ha x € (—1,1)

- (L)
_ 1
~ sin/(arcsin x)
_ 1
~ cos(arcsin x)
= ! ugyanis cos pozitiv (—%, 5)-n
\/1 — sin?(arcsin x)
1

V1

Differencialhatésag 2014. december 5. 55 / 61



Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

1
———, haxe(-1,1
T (-1,1)

B fl:x+sy=arcsinx, azaz f : y > siny = x:

(F~ 1( ))' = arcsin’(x)
1

T (arcsinx)’ =

- (L)
_ 1
~ sin/(arcsin x)
_ 1
~ cos(arcsin x)
= ! ugyanis cos pozitiv (—%, 5)-n
\/1 — sin?(arcsin x)
1

V1

1
T (arccosx) = —

Vi@
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

V1—x2'

B fl:x+sy=arcsinx, azaz f : y > siny = x:

(F~ 1( ))' = arcsin’(x)
1

T (arcsinx) = ha x € (—1,1)

- (L)
_ 1
sin’(arcsin x)
_ 1
~ cos(arcsin x)
= ! ugyanis cos pozitiv (—%, 5)-n
\/1 — sin?(arcsin x)
1

V1

1
T (arccosx) = —

Vi@

B ugyanis arccos x = 7 — arcsin x
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

A Az inverz trigonometrikus filiggvények derivaltjai:
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

A Az inverz trigonometrikus filiggvények derivaltjai:

f arcsin x arccos x arctg x arcctg x

1 1 1 1

£ - _ ]
V1—x2 VI—x2  1+x? 14 x2

Dr (_171) (_171) (—O0,00) (—O0,00)
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

A Az inverz trigonometrikus filiggvények derivaltjai:

f arcsin x arccos x arctg x arcctg x

o 1 I 1 B
V1—x2 VI—x2  1+x? 14 x2

Dr (_171) (_171) (—O0,00) (—O0,00)

A arcsin x + arccos x = 73, arctg x + arcctgx = 7
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

A Az inverz trigonometrikus filiggvények derivaltjai:

f arcsin x arccos x arctg x arcctg x
o 1 I 1 1

V1—x2 VI—x2  1+x? 14 x2
Dr (_171) (_171) (—O0,00) (—O0,00)

A arcsin x + arccos x = 73, arctg x + arcctgx = 7

a

arcsin x

Wettl Ferenc

CCOS X

arctg x
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© A differencalhatésag fogalma

© Differencialasi szabalyok

@ Linearis kozelités

© Osszefoglalas
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Differencialasi szabalyok Linearis kozelités

D Az a pontban diffhaté f fiiggvény linearizacidja (lineéris kozelitése) az
L(x) = f(a) + f'(a)(x — a) fiiggvény.
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Differencialasi szabalyok Linearis kozelités

D Az a pontban diffhaté f fiiggvény linearizacidja (lineéris kozelitése) az
L(x) = f(a) + f'(a)(x — a) fuggvény.
P f(x) = v/1+ x linearizaciéja az 0 pontban:
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Differencialasi szabalyok Linearis kozelités

D Az a pontban diffhaté f fiiggvény linearizacidja (lineéris kozelitése) az

L(x) = f(a) + f'(a)(x — a) fiiggvény.
P f(x) = /1 + x linearizaciéja az 0 pontban:
f'(x) = 3V1+x, f(0) =3, igy

L(x) = f(a) + F(a)(x —a) = 1 + %(x _0)=1+4 %x.
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Differencialasi szabalyok Linearis kozelités

D Az a pontban diffhaté f fiiggvény linearizacidja (lineéris kozelitése) az
L(x) = f(a) + f'(a)(x — a) fuggvény.

P f(x) = /1 + x linearizaciéja az 0 pontban:
Fi(x) = 3vTI+x F(0)=1, igy

L(x) = f(a) + F(a)(x —a) = 1 + %(x _0)=1+4 %x.

ha x kdzel van 0-hoz, /1 + x kdzel van 1 + %x—hez. Jeldlés:
Vi x~1+ %x.
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© A differencalhatésag fogalma

© Differencialasi szabalyok

o Differencial
© Osszefoglalas
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Differencialasi szabalyok Differencial

D Legyen f egy diffhaté fliggvény, és legyen egy rogzitett x pontra
y = f(x). A dx és dy valtozokat az f fiiggvény x-hez tartozé
differenciéljainak nevezziik, ha dy = f'(x) dx.
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Differencialasi szabalyok Differencial

D Legyen f egy diffhaté fliggvény, és legyen egy rogzitett x pontra
y = f(x). A dx és dy valtozokat az f fiiggvény x-hez tartozé
differenciéljainak nevezziik, ha dy = f'(x) dx.

szokas még a df = f'(x)dx jeldlés is.
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Differencialasi szabalyok Differencial

D Legyen f egy diffhaté fliggvény, és legyen egy rogzitett x pontra
y = f(x). A dx és dy valtozokat az f fiiggvény x-hez tartozé
differenciéljainak nevezziik, ha dy = f'(x) dx.
szokas még a df = f'(x)dx jeldlés is.

P Egy kor sugara 20 m. Becsiiljiilk meg teriiletének novekedését, ha
sugara 20.1 m-re né.
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Differencialasi szabalyok Differencial

D Legyen f egy diffhaté fliggvény, és legyen egy rogzitett x pontra
y = f(x). A dx és dy valtozokat az f fiiggvény x-hez tartozé
differenciéljainak nevezziik, ha dy = f'(x) dx.
szokas még a df = f'(x)dx jeldlés is.

P Egy kor sugara 20 m. Becsiiljiilk meg teriiletének novekedését, ha
sugara 20.1 m-re né.

M A(r) = r?m, igy dA = 2rmdr, ami az r = 20 helyen dA = 407 dr, ami
dr = 0.1 esetén dA = 4070.1 = 47, tehat a terilet kozel 4r-vel
novekszik.
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Differencialasi szabalyok Differencial

D Legyen f egy diffhaté fliggvény, és legyen egy rogzitett x pontra
y = f(x). A dx és dy valtozokat az f fiiggvény x-hez tartozé
differenciéljainak nevezziik, ha dy = f'(x) dx.
szokas még a df = f'(x)dx jeldlés is.

P Egy kor sugara 20 m. Becsiiljiilk meg teriiletének novekedését, ha
sugara 20.1 m-re né.

M A(r) = r?m, igy dA = 2rmdr, ami az r = 20 helyen dA = 407 dr, ami
dr = 0.1 esetén dA = 4070.1 = 47, tehat a terilet kozel 4r-vel
novekszik.

Pontosan szamolva: A(20) = 2027 = 400,
A(20.1) = 20.127 = 404.017, azaz a ndvekedés pontosan 4.017.
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Differencialasi szabalyok Differencial

D Legyen f egy diffhaté fliggvény, és legyen egy rogzitett x pontra
y = f(x). A dx és dy valtozokat az f fiiggvény x-hez tartozé
differenciéljainak nevezziik, ha dy = f'(x) dx.

szokas még a df = f'(x)dx jeldlés is.
P Egy kor sugara 20 m. Becsiiljiilk meg teriiletének novekedését, ha
sugara 20.1 m-re né.

M A(r) = r?m, igy dA = 2rmdr, ami az r = 20 helyen dA = 407 dr, ami
dr = 0.1 esetén dA = 4070.1 = 47, tehat a terilet kozel 4r-vel
novekszik.

Pontosan szamolva: A(20) = 2027 = 400,
A(20.1) = 20.127 = 404.017, azaz a ndvekedés pontosan 4.017.

o E jeldléssel értelmet kap a g—f’( jelolés! Ennek egyszerii kovetkezményei:
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Differencialasi szabalyok Differencial

D Legyen f egy diffhaté fliggvény, és legyen egy rogzitett x pontra
y = f(x). A dx és dy valtozokat az f fiiggvény x-hez tartozé
differenciéljainak nevezziik, ha dy = f'(x) dx.
szokas még a df = f'(x)dx jeldlés is.

P Egy kor sugara 20 m. Becsiiljiilk meg teriiletének novekedését, ha
sugara 20.1 m-re né.

M A(r) = r?m, igy dA = 2rmdr, ami az r = 20 helyen dA = 407 dr, ami
dr = 0.1 esetén dA = 4070.1 = 47, tehat a terilet kozel 4r-vel
novekszik.

Pontosan szamolva: A(20) = 2027 = 400,
A(20.1) = 20.127 = 404.017, azaz a ndvekedés pontosan 4.017.
o E jeldléssel értelmet kap a g—f’( jelolés! Ennek egyszerii kovetkezményei:

d(y +z) =dy +dz,
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Differencialasi szabalyok Differencial

D Legyen f egy diffhaté fliggvény, és legyen egy rogzitett x pontra
y = f(x). A dx és dy valtozokat az f fiiggvény x-hez tartozé
differenciéljainak nevezziik, ha dy = f'(x) dx.
szokas még a df = f'(x)dx jeldlés is.

P Egy kor sugara 20 m. Becsiiljiilk meg teriiletének novekedését, ha
sugara 20.1 m-re né.

M A(r) = r?m, igy dA = 2rmdr, ami az r = 20 helyen dA = 407 dr, ami
dr = 0.1 esetén dA = 4070.1 = 47, tehat a terilet kozel 4r-vel
novekszik.

Pontosan szamolva: A(20) = 2027 = 400,
A(20.1) = 20.127 = 404.017, azaz a ndvekedés pontosan 4.017.

o E jeldléssel értelmet kap a g—f’( jelolés! Ennek egyszerii kovetkezményei:
d(y +z) =dy +dz,
d(cy) = cdy, ahol ¢ konstans
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Differencialasi szabalyok Differencial

D Legyen f egy diffhaté fliggvény, és legyen egy rogzitett x pontra
y = f(x). A dx és dy valtozokat az f fiiggvény x-hez tartozé
differenciéljainak nevezziik, ha dy = f'(x) dx.
szokas még a df = f'(x)dx jeldlés is.

P Egy kor sugara 20 m. Becsiiljiilk meg teriiletének novekedését, ha
sugara 20.1 m-re né.

M A(r) = r?m, igy dA = 2rmdr, ami az r = 20 helyen dA = 407 dr, ami
dr = 0.1 esetén dA = 4070.1 = 47, tehat a terilet kozel 4r-vel
novekszik.

Pontosan szamolva: A(20) = 2027 = 400,
A(20.1) = 20.127 = 404.017, azaz a ndvekedés pontosan 4.017.

o E jeldléssel értelmet kap a g—f’( jelolés! Ennek egyszerii kovetkezményei:
d(y + z) = dy + dz,
d(cy) = cdy, ahol ¢ konstans
d(yz) =dy-z+y-dz

Differencialhatésag 2014. december 5. 60 / 61



Amit hibatlanul tudni kell!

o diffhatésag definiciéja, mit jelent az, hogy egy fliggvény nem diffhaté
egy pontban

o diffhat6sag és folytonossag kapcsolata

(]

differencialasi szabalyok (dsszeg, kiilénbség, szorzat, hanyados,
Osszetett fliggvény, inverz fliggvény)

hatvany és trigonometrikus fiiggvények derivaltjai
paraméteresen adott gorbe érint6jének iranytangense
implicit fliggvény derivaltja

az e szam definiciéja

trigonometrikus fiiggvények injektiv megszoritasai, inverzeik

inverz trigonometrikus fliggvények és a logaritmus fiiggvény derivaltja
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