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I. rész

A linearis algebra forrasai






A linedris algebra két f6 forrdsanak egyike a geometria, masika az
algebra vidékérdl ered. Mindkét forras jol jellemezhetd egy-egy elemi
fogalommal: az egyik a vektor, a mdsik a lineéris egyenletrendszer.
E konyv els6 része e két fogalmat vizsgélja egészen elemi, kozépis-
kolai szintr6l indulva. A linearis algebra mélyebb fogalmai mar itt
folbukkannak, de csak nagyon egyszerti és a legkevésbé absztrakt for-
majukban. Az els6 rész végére latni fogjuk, hogy e két forrds mar ezen
a bevezet6 szinten szétvalaszthatatlanul egyetlen folyamma valik.
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1
Vektorok

Altaldnosan elterjedt nézet szerint a természeti jelenségek leirasakor
sok Osszefliggést szamszer(i adatokkal, tn. skaldrokkal vagy skaldrmeny-
nyiségekkel fejeztink ki, mig mdsok lefrdsdhoz a szamadat mellett egy
irdny megadasa is sziikséges; ez utébbiakat nevezziik vektoroknak. A
val6sag ennél sokkal szinesebb: a térid6 4-dimenziés vektoraitol, a bit-
vektorokon, a gazdasagi szamitasokban hasznalt tobbszazezer-dimen-
zi6s, vagy az internetkerestk 4ltal kezelt sokmillid-dimenzids vekto-
rokon 4t a matematika kiilonboz6 teriiletein gytimolesdz6 absztrakt
vektorfogalomig széles a skala.

Vektorok a 2- és 3-dimenzids térben

E szakaszban a vektor szemléletes, geometriai fogalmdval ismerkediink. A
vektorok dsszeaddsdn és skaldrral valé szorzdsdn keresztiil a linedris kombind-
ci6 és a linedris fiiggetlenség fogalmdig jutunk. E szakasz kulcsfogalma: eqy

7”2

vektor linedrisan fiiggetlen vektorok linedris kombindciéként vald elddllitdsa.

Irdnyitott szakasz, kotott és szabad vektor Tekintstink egy sarkanyrepii-
16t repiilés kozben. Szamtalan skaldr- és vektormennyiség irja le alla-
potat. A f6ldtdl valo tavolsdg, a légnyomas, a légellendlldsi egytitthato
vagy az emelkedés szoge skalarmennyiségek, mig vektormennyiségek
a sebesség- és gyorsulasvektor, a szarnyra hat6 felhajterd, a gravitaci-
0s erd, a szél ereje vagy az elmozdulést leiré vektor.

A vektor fogalma kapcsolatban van az irdnyitott szakasz fogalma-
val. Iranyitott szakaszon olyan szakaszt értiink, melynek végpontjain
megadunk egy sorrendet, azaz kijeloljiik, hogy melyik a kezdd- és me-
lyik a végpontja. Mas széhaszndlatban az irdnyitott szakaszt szokds
kotott vektornak is nevezni. Az A kezd6pontu és B végpontt iranyitott
szakaszt AB jeloli.

Skaldr, skaldris: a lépcsd, létra jelentésti la-
tin scalae (scalae) szobdl ered. E szo
szdrmazéka a skdla sz6 is, mely jol 6rzi
az eredeti jelentést. A skaldr vagy ska-
laris sz6t a matematikdban szdm vagy
szdmszer(i értelemben hasznéljuk, pél-
ddul olyankor, amikor egy mennyiség-
rol azt akarjuk hangstlyozni, hogy irdny
nélkiili, azaz nem vektor jellegti.
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Tobb jelenség leirdsara a kotott vektor alkalmas. Természetes példa
az elmozduldsvektor, mely megadja, hogy egy targy a tér mely pont-
jabol melyik pontjdba jutott. Masik példa kotott vektorra a rugalmas
testen alakvéltozast okoz6 eré6t leird vektor (1.1. dbra).

Alkalmazasokban gyakran el6fordul, hogy egy jelenség kiilonb6z6
iranyitott szakaszokkal is ugyantigy leirhat6. Példaul ha egy targy
mozgésat egy olyan irdnyitott szakasszal jellemezziik, melynek hossza
az id6egység alatt megtett Gt hosszaval egyenld, irdnya pedig a moz-
gds irdnyaét jelzi, akkor mindegy hogy a tér melyik pontjabdl inditjuk
e szakaszt, a mozgést ugyanagy leirja (1.2. dbra). Ekkor tehat nem
a két pont, hanem azok viszonya a kérdés, azaz hogy az egyik pont
a masiktol milyen tdvolsdgra, és milyen irdnyban van. Az, hogy a két
pont pontosan hol van, nem lényeges. Ekkor barmely két irdnyitott
szakasz, mely parhuzamosan egymadsba tolhatd, ugyanazt a viszonyt
fejezi ki. Az igy kapott fogalmat a fizikaban szabad vektornak nevezik.
Ez a linedris algebra vektor-fogalmanak egyik forrasa: a vektor a geo-
metridban irdnyitott szakasszal reprezentdlhat6 azt hozzavéve, hogy
két iranyitott szakasz pontosan akkor reprezentdlja ugyanazt a vek-
tort, ha parhuzamosan egymadsba tolhatok (Id. 1.3 dbra).

Vektorok jelolésére félkovér kisbettiket haszndlunk, pl. x, u, v, stb. A
miiszaki és fizikai szakirodalomban a félkdvér nagy betti is eléfordul,
pl. az F er6, a B indukci6 is vektormennyiségek.

Vektor magaddsa egy irdnyitott szakasszal Egy vektor megadhat6 egy
irdnyitott szakasszal, azaz két pont és a koztiik 1évd sorrend kijelo-
lésével. Val6jaban ennyi adat felesleges, hisz egy irdnyitott szakasz
onmagdaval parhuzamosan eltolva ugyanazt a vektort adja meg, ezért
példaul kikothetd, hogy a kezd6pont a sik (tér) egy eldre kijelolt rog-
zitett pontja legyen. Ezt a k6zos kezd6pontot nevezziik origénak. Egy
origébdl indulé irdnyitott szakaszt egyértelmtien definidl a végpontja,
igy a vektorok megadasdhoz elég egyetlen pont, a végpont megadésa.
Ezzel a sik vagy tér pontjai és vektorai kozt kolcsonosen egyértelmi
megfeleltetést 1étesithetiink (1.4. dbra). Az origébdl egy P pontba hu-
zott irdnyitott OP szakaszt a ponthoz tartozé helyvektornak is szokds
nevezni. Vildgos, hogy minden vektor reprezentdnsai kozt pontosan
egy helyvektor van.

A kés6bbiekben gyakran fogunk egy ponthalmazt az origébdl a
ponthalmaz pontjaiba mutaté vektorokkal jellemezni. Amikor vekto-
rok végpontjairdl beszéliink, mindig a vektorokat megadd, az origébdl
inditott irdnyitott szakaszok végpontjaira gondolunk.

Az olyan vektort, melynek kezd6 és végpontja egybeesik, zérusvek-
tornak vagy nullvektornak nevezziik. A zérusvektort altalaban félkovér
zérussal, azaz 0-val jeloljiikk. A pontok és vektorok kozti megfeleltetés-
ben a zérusvektornak az orig6 felel meg.

(b)

1.1. dbra: Kotott vektorok: (a) elmozdu-
lasvektor (labnyomokkal), (b) rugalmas
testen alakvaltozast okozo ers vektora

<+
<+ <+
<+ <=
< | <
<+

1.2. dbra: Példa szabad vektorra

VEKTOR: a hordozd, vivd, utazé jelenté-
sti latin vector sz6bol szarmazik. A tu-
domény mads tertiletein hordozé anyag,
az élettanban virushordozé értelemben
hasznaljak.

1.3. dbra: Ugyanazt a vektort reprezen-
talo iranyitott szakaszok

VEKTOROK JELOLESE: Miiszaki, fizikai
szovegek szedésének tipogréfiai szaba-
lyait az ISO 31-11 szabvany irja le. Esze-
rint a vektorok félkovér bettikkel szeden-
dék. Kézirasban aldhtizdssal, vagy folé
irt nyillal szokds jelezni a vektort (pl. x,
u, U,...), de koriiltekintd jelolésrendszer
és jegyzetelés esetén elhagyhatok a jel-
zések. Fels6bb matematikai miivek nem
hasznéljdk e szabvanyt, mondvan, kide-
riil a szovegbdl, hogy vektort jelolnek-e
a bettik (x, u, v,...).

O

1.4. dbra: A sik pontjai és vektorai koz-
ti kolcsonosen egyértelmli megfeleltetés:
egy P pontnak az ODP vektor felel meg,
az origénak a nullvektor.



Vektor megaddsa hossz és irdny segitségével Ha tudunk tavolsdgot mérni
és irdnyt meghatdrozni, akkor a vektor megadhaté hosszéval és ira-
nyéaval is. A vektor hosszit, azaz két végpontjanak tavolsagat, a vektor
abszoliit értékének is nevezziik. Az a vektor abszolut értékét |a| jelo-
li. Vektor abszolut értékét a vektor euklideszi normdjinak is nevezik,
ugyanis specidlis esete egy késtbb részletezend6 fogalomnak, a nor-
manak. Az a vektor (euklideszi) normaéjanak jelolése az abszolut ér-
tékre emlékeztet: ||a]|.

Az irdny fogalmat az 1.38. feladatban definidljuk. Itt megelégsziink
annyival, hogy két nemzérus vektort azonos irdnyiinak vagy egyird-
nyinak neveziink, ha a kezd6pontjukbdl induld, és a végpontjukon
athalad¢ félegyenesek parhuzamos eltoldssal fedésbe hozhatok (1.5 (a)
dbra). Két nemzérus vektort kollinedrisnak vagy pdrhuzamosnak neve-
ziink, ha az Gket tartalmazé egyenesek parhuzamosak. Két vektort,
amely parhuzamos, de nem egyirany, ellenkezd irdnyiinak neveziink
(1.5 (b) dbra). A zérusvektor iranyat tetsz6legesnek tekintjiik, igy az
béarmely vektorral egyirdnyt. Beldthato, hogy a vektort egyértelmtien
meghatdrozza hossza és irdnya.

Vektor irdnydnak meghatdrozasakor gyakran hivjuk segitségtil a szog
fogalmdt. Két vektor szogén azt a szoget értjiik, melyet a sik vagy tér
egy tetszbleges pontjabdl kiindulé és az adott vektorokkal egyirdanyu
félegyenesek zdrnak be (1.6. dbra). Az a és b vektorok szogét (a,b),
jeloli. Két vektor szoge tehdt mindig 0° és 180° — radidnban mérve 0
és 11 — kozé esik, beleértve a hatarokat is. Egyiranyu vektorok szoge 0,
ellenkez§ iranyuaké 7.

Vektormiiveletek a 2- és 3-dimenzids térben A vektormftiveletek — az 0ssze-
adas és a szammal vald szorzds — definicidja természetes médon ado-
dik, ha a vektorok tipikus alkalmazasaira gondolunk. Pl. magatdl ér-
tet6dd, hogy két elmozdulds 0sszegén az elmozgatdsok egymads utdn
val6 elvégzését, egy eltolds kétszeresén egy azonos irdnyu, de kétszer
olyan hosszu eltolast értsiink.

1.1. DEFINICIO (KET VEKTOR OSSZEGE — HAROMSZOGMODSZER). Legyen
adva két vektor, a és b. Vegyiink fol eqy tetszbleges O pontot. Inditsunk
beldle egy a-val egyenlé OP vektort, ennek végpontjibol pedig egy b-vel
egyenld Iﬁ vektort. Az (ﬁ vektort az a és b vektorok dsszegének nevezziik
és a + b-vel jeloljiik (Id. 1.7. dbra).

Konnyen beldthaté, hogy az eredmény fliggetlen az O pont meg-
valasztasatol, tehat vektorok Osszeaddsanak miivelete definidlhat6 e
modszerrel (a bizonyités leolvashat6 az 1.8. dbrardl).

Egy masik moédszert is ismertetiink két nem kollinedris vektor 0ssze-
gének megszerkesztésére:

VEKTOROK 11

1

1.5. dbra: (a) egyiranyu vektorok, (b) kol-
lineéris (parhuzamos) vektorok, vannak
koztiik egyirdnytak és ellenkez§ irdny-
ak

(b) (c)

1.6. dbra: Két vektor szoge (0 < w, B,y <
71). Az ébra fels6 felén a két adott vektor,
alatta szoglik meghatdrozasanak modja
szerepel.

1.8. dbra: Az osszeg fiiggetlen az O pont

megvalasztasitol, ugyanis (ﬁ =0Q".
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1.2. ALLITAS (PARALLELOGRAMMA-MODSZER). A koz0s kezdGpontbél in-
ditott a és b vektorok 0sszege megkaphatd abbél a parallelogrammdbol, mely-
nek két szomszédos oldala a és b, ekkor az dsszeg a koz0s kezdGpontbdl indi-
tott és a parallelogramma szemkozti csiicsdba futo vektor.

» Ha a és b nem kollinedrisak, akkor osszegiik pl. megkaphat6 ugy,
hogy a végpontjan at egy b egyenesével, b végpontjan at egy a egye-
nesével parhuzamos egyenest hizunk. A kozos kezd6pontbdl e két
egyenes metszéspontjaba futé vektor lesz az dsszeg (1d. 1.9. dbra).

Az alkalmazdsokban hol a hdromszog-, hol a parallelogramma-maéd-
szer tlinik kézenfekv6bbnek (1d. 1.10).

(b)

Ha a és b két térbeli vektor, akkor a hdromszogmodszerben és a
parallelogramma-moddszerben is az a, b és a + b vektorokat reprezenta-
16 irdnyitott szakaszok egy sikba esnek. Altalaban azt mondjuk, hogy
néhany térbeli vektor egy sikba esik, mas széval komplandris, ha van
olyan sik, hogy mindegyik vektort reprezentalé irdnyitott szakasz par-
huzamosan betolhat6 e sikba. Eszerint tehat az a, b és a + b vektorok
mindig komplandrisak.

A vektorosszeadas két fontos tulajdonsdga a kommutativits (a +
b = b + a) és az asszociativitds (a+ (b +c¢) = (a+b) + ¢) konnyen
leolvashat6 az 1.11. dbrdrél. Az asszociativitds kovetkeztében tobb tag
Osszeadasdnal elhagyhat6 a zardjel, példdul az abrabeli harom vektor
Osszegére a + b + ¢ frhato.

Az a és b vektorokat kozos kezd6pontbdl inditva — a hdromszog-
modszerrel — azonnal lathatd, hogy csak egyetlen olyan x vektor 1é-
tezik, melyre a = b + x (Id. 1.12 (a) 4dbra). Ennek felhasznaldsaval
definidlhat6 vektorok kiilonbsége.

1.3. DEFINICIO (VEKTOROK KULONBSEGE). Adva van az a és b vektor. Azt
az egyértelmiien létez0 x vektort, melyre a = b 4 x, az a és b kiilonbségének
nevezziik és a — b-vel jeloljiik.

Koénnyen fejben tarthaté a kiilonbségvektor megszerkesztése akar a
haromszog-, akér a parallelogrammamodszerrel (Id. 1.12. dbra), ha a
definiciéra gondolunk, azaz arra, hogy a — b az a vektor, melyet b-hez
adva a-t kapunk, azaz

a=b+(a—b).

1.9. dbra: Parallelogramma-médszer

1.10. dbra: Az (a) dbran a ldbnyomok O-
l% P-be, majd onnan Q-ba vezetnek. Az
OP és a PQ elmozdulédsvektorok &sszege
OQ (haromszpgmodszer). A (b) dbrén a
csénak az OB irdnyba evez, de a foly6
OA irényba folyik. A két sebesség ere-
dé&je, azaz Gsszege o¢ (parallelogramma
modszer).

a+(b+c) = b
a+b)tc= >
( ) at+b+c

1.11. dbra: A vektorosszeadds kom-
mutativitasa és asszociativitasa.

b

1.12. dbra: A kiilonbségvektor meghaté-
rozasa haromszog- és parallelogramma-
modszerrel.



Az 1.13. dbrardl az is leolvashat6, hogy ha a b vektorral egyenld
hossziséagt, de ellenkezé iranyd vektort —b jeloli, akkor fonndll az
a—Db = a+ (—b) osszefiiggés, és igy az is igaz, hogy b + (—b) = 0.

Erdekes megjegyezni, hogy ha P és Q két tetsz6leges pont, akkor az
oQ — (ﬁ’ vektort akkor is ismerjiik, ha az O pontot nem, hisz az a P
vektor. Sok hasonl6 jelenség vezetett a torzor fogalmdhoz, melyet egy
rovid széljegyzetben ismertetiink.

1.4. DEFINICIO ( VEKTOR SZORZASA SKALARRAL). Legyen k valds szdm.
Az a vektor k-szorosdn azt a vektort értjiik, melynek hossza az a hosszdnak
|k|-szorosa, irdnya

o tetszOleges, ha k = 0 vagy a = 0,

* megegyezik a irdnydval, ha k > 0, és

o cllentétes, ha k < 0 (ld. 1.14. dbra).

A skalarral val6 szorzas definiciojabodl azonnal latszik, hogy minden
a vektorra la=a,0a=06és (—1)a= —a.

E paragrafus végén Osszefoglaljuk a vektormfiveletek legfontosabb
tulajdonsagait, melyek segitségével késébb altalanositani fogjuk a vek-
tor fogalmat. Az eddig nem bizonyitott tulajdonsagok igazolasat az
olvaséra hagyjuk.

1.5. TETEL (A VEKTORMUVELETEK TULAJDONSAGAI). Ha a, b és c a 2-
vagy 3-dimenzids tér tetszoleges vektorai, 0 a zérusvektor és r, s két tetszo-
leges valds szdam, akkor fonndllnak az aldbbi azonossdgok:

g a+b=Db+a e) r(sa)=(rs)a

b) (a+b)+c=a+(b+c) f) r(a+b)=ra+rb
¢ at+0=a Q) (r+s)a=ra+sa
d a+(—a)=0 h) la=aés0a=0

A linedris kombindcid definicioja  Ha vektorokra a skalarral valé szorzas
és az Osszeadds miiveletét alkalmazzuk, akkor e vektorok egy linearis
kombindciéjat kapjuk. Pontosabban:

1.6. DEFINICIO (LINEARIS KOMBINACIO). Az ay, ay,.. ., a vektorok line-
aris kombindacidjdn egy

c1a) + Cpap + ... + Crag

alakii vektort értiink, ahol c1,cy, ..., cy valds szdmok. Azt mondjuk, hogy

a v vektor el6all az aj, ap,..., ay vektorok linedris kombindcidjaként, ha
vannak olyan c1,cy, . . ., ¢ valds szdmok, hogy v = c1a; + ... + cray.

7 2

Ha egy vektort egy skalarral beszorzunk, az el6z6 definicié szerint
egy linedris kombindaciéjat kapjuk, mely vele parhuzamos, azaz kolli-
nedris. Igy egy nemzérus vektor sszes linearis kombindci6ja csupa
vele parhuzamos vektor (ld. 1.15. dbrat). Ennél tobb is igaz:

VEKTOROK 13

a—b

—b b

1.13. dbra: Aza—b = a+ (—b) szemlél-
tetése.

TorzOR: a modern matematika fogal-
ma. Néhany példa, miel6tt definidlnank:
(1) Az energiat a newtoni fizikdban nem
tudjuk mérni, csak az energiakiilonbsé-
get. Ha viszont megallapodunk abban,
hogy egy adott rendszernek melyik alla-
pota tartozik a 0 energiaszinthez, beszél-
hetiink a rendszer energidjardl is. (2) A
pontba mutaté vektor fogalmanak nincs
értelme, amig nincs kijelolve az origo, vi-
szont két pontba mutaté vektor kiilonb-
ségét az origo6tol fiiggetlentil is meg tud-
juk hatarozni. (3) Egy f fiiggvény I in-
tervallumon vett hatdrozatlan integrélja
F + C alaku, ahol C konstans. Nincs ér-
telme megkérdezni, hogy f egy konkrét
primitiv fliggvényében mennyi a C érté-
ke, de két primitiv fliggvény kiilonbsége
mindig egy konstans. (4) Egy hasonlé je-
lenség a zenébdl: barmely két hang koz-
ti tadvolsdg meghatdrozhat6, de azt nem
mondhatjuk egy hangra, hogy az a ,f4”,
amig nem rogzitjiik, melyik a ,d6”.

A torzort egy kommutativ csoport ne-
vii algebrai struktdraval definialhatjuk,
mely egy kommutativ, asszociativ, null-
elemes, invertdlhaté miivelettel ellatott
és e mfiveletre zart halmaz. Kommuta-
tiv csoport példdul a valésok az Gssze-
adasra nézve, a vektorok az Osszeadds-
ra nézve, vagy Z1p az Osszeaddsra néz-
ve (Id. a ??. példat és a ??. definiciot).
Legyen G egy kommutativ csoport, és
X egy nem tires halmaz, melyen defini-
dlva van barmely két elem kiilonbsége,
ami G-beli. Ekkor X-et G-torzornak ne-
vezziik, ha barmely xg,x1,x, € X elem
esetén, ha x; —xp = g1 és xo —x9 =
2, akkor x; —x» = g1 — g2. Mas-
ként fogalmazva, X &6rzi G strukttréjat
a zéruselem nélkil tgy, hogy barmely
elemét zéruselemnek vélasztva azonnal
megkapjuk G-t.

e

a
1 .
R G PR

1.14. dbra: Vektor skaldrszorosai
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1.7. TETEL (VEKTORRAL PARHUZAMOS VEKTOROK). Ha a nem zérusvek-
tot, akkor bdrmely vele pdrhuzamos v vektor az a skaldrszorosa, azaz van
olyan c valds szdm, hogy v = ca, mds szoval v el6dll az a valamely linedris

7”2

kombindciéjaként. Ez az elddllitds egyértelmil.

7z

BrzonvyiTAs. Ha a két vektor egyirdnyt, az el6éllitdisban szerepld c
konstans egyszerfien a v és a vektorok abszolut értékének hanyado-
sa, ha ellenkez§ iranytak, e hdnyados (—1)-szerese. ]

E tétel kovetkezménye, hogy ha a nem zérusvektor, akkor az a
Osszes linedris kombinacidjanak halmaza és az a-val parhuzamos vek-
torok halmaza megegyezik. Masként fogalmazva: egy nemzérus vek-
tor Osszes linedris kombindci¢janak végpontja egy origon dtmend egye-
nest ad.

A haromszogmodszerbdl jol latszik, hogy tetsz6leges két vektor bar-
mely linedris kombindcidja veliik komplandris vektor lesz. Az 4llitas
megforditasa is igaz:

1.8. TETEL (KET VEKTORRAL EGY STKBA ESO VEKTOROK). Ha aq és ap nem
pdrhuzamos vektorok, akkor barmely veliik egy sikba es6 v vektor el6dll az a;
és ap valamely linedris kombindcidjaként, azaz van olyan vy és vy konstans,

7”2

hogy v = vja; + voay. Ez az elddllitds egyértelmii.

BrzonyiTAs. A bizonyitdsnak a felbontas létezését biztosito része kony-
nyen leolvashat6 az 1.16. dbrardl. A v végpontjabdl htizzunk az a; és
az ap vektorokkal parhuzamos egyeneseket. Az igy létrejott — esetleg
elfajulé — parallelogramma két oldala az el6z6 tétel szerint aj, illetve
ap konstansszorosa, melyek 6sszege a parallelogramma szabdly szerint

7z

épp v. Elééllitottuk tehat v-t a; és ap linedris kombinécidjaként. Meg

27z

kell még mutatnunk, hogy ez az el6allitds egyértelm. Legyen

VvV = v1a] + Upap = wiaj + wrap.
a v vektor két el6allitasa. Ekkor dtrendezés utan (v; — wy)a; = (wy —
v3)ap. Mivel a; és ap nem kollineérisak, konstansszorosaik csak akkor
egyezhetnek meg, ha mindkett§ a zérusvektor. Ugyanakkor a; # 0
és ay # 0, ezért az el6z6 egyenlGség csak akkor &ll fonn, ha (v; —
w1) = (wy —vy) = 0, azaz ha v; = wy és v, = wy. Tehat a felbontas
egyértelmi. O

Léthat6 tehat, hogy két nem parhuzamos vektor 6sszes linedris kom-
bindcidjanak halmaza megegyezik a két vektorral komplanaris vekto-
rok halmazéval, egyszer(ibben fogalmazva: két nem parhuzamos vek-
tor Osszes linedris kombindcidjanak végpontja egy origén dtmend sikot

ad.

.

1.15. dbra: Egy nemzérus a vektor, és né-
hany linedris kombindci6ja kétféle repre-
zentaciéban.

[%X:V)

ai 01a1

1.16. dbra: A v egyértelmfien el6all v =
via; + vpap alakban, ha a; és ap nem pér-
huzamos.



Abban nincs semmi meglepd, hogy a tér harom nem egy sikba
es6 vektoranak barmely linearis kombindcidja térbeli vektor, az allitds
megforditdsa viszont igen fontos:

1.9. TETEL (TERBELI VEKTOROK). Ha a1, ap és a3 nem egy sikba esé vek-

torok, akkor a tér barmely v vektora el6dll az a;, ap és a3 valamely linedris
kombindcidéjaként, azaz van olyan vy, vy és v3 konstans, hogy

vV = vqa; + vpap + v3as. (1.1)
Ez az el6dllitds eqyértelmfl.

BizoNyiTAs. A v vektor V végpontjdn 4t parhuzamos egyenest hu-
zunk az a3 vektorral, mely az a; és ap vektorok sikjat egy C pontban
metszi (1.17. (a) dbra). Az OC vektor az el6z6 tétel szerint egyértel-
miien el64ll a; és ap linedris kombinacidjaként, azaz OC = vja; + voay
(1_>d. 1.17. (b) dbra). Masrészt v = OV = OC + CV, ahol CV | a3, igy
CV = v3ag valamely v3 valésra. Tehdt v = vja; + vpap + vzas.

Be kell még latnunk az el6allitas egyértelmtiségét! Tegyiik fel, hogy

V = U1a1 + Upap + U3za3z = wia; + wpap + wiaz

a v két felbontasa. Ekkor (v — wq)ay + (v — wo)ap + (v3 — w3)az = 0.
Igy ha v # wy, akkor a; kifejezhetd aj és a3 linedris kombinaciéjaként:

Uy — Wy U3 — W3
— a) — as.
U1 —uq 01 —wq

a; =

Ez ellentmond annak, hogy aj, a; és a3 nem esnek egy sikba. Igy tehat
v; = wy. Hasonléan kapjuk, hogy v, = w; és v3 = w3, azaz az (1.1)
eléallitas egyértelmdi. O

P

Linedris fiiggetlenség Az el6z6 két tételbdl vildgos, hogy a tér harom
vektora vagy egy sikba esik, ekkor valamelyikiik a mdsik kettd linedris
kombinécidja, vagy nem esik egy sikba, és akkor egyikiik sem all el
a masik kett6 linedris kombindcidjaként. Ekkor viszont a tér minden

vektora el6all az 6 linedris kombindcidjukként. Latjuk, alapvetd, hogy
egy vektor kifejezhet6-e mas vektorok linearis kombinaci6jaként.

1.10. DEFINICIO (VEKTOROK FUGGETLENSEGE). Azt mondjuk, hogy egy v
vektor linedrisan fliggetlen az aj, ay,...a, (n > 1) vektoroktdl, ha v nem
fejezhet ki e vektorok linedris kombindcidjaként. Azt mondjuk, hogy az aj,
ay,...ay (n > 2) vektorok linedrisan fliggetlenek ha e vektorok egyike sem
fejezhett ki a tobbi linedris kombindciéjaként. Ha legaldbb egyikiik kifejezheté
a tobbi linedris kombindcidjaként, azaz legaldbb egyikiik linedrisan fligg
a tobbitdl, akkor e vektorokat linedrisan OsszefliggOknek nevezziik. Az
egyetlen vektorbdl dllé vektorrendszert linedrisan fiiggetlennek tekintjiik, ha
a vektor nem a zérusvektor.

VEKTOROK 15

Us3as

1 ya
(b)

1.17. dbra: A térbeli v vektor elGallitasa

harom nem egy sikba es® vektor linearis

kombinéci6jaként.
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Példaul egy térbeli vektor, mely nem esik egy adott sikba, fliggetlen
a sikba esd vektorok barmely rendszerétdl (1.19. dbra).

Egy kocka egy csticsbél kiinduld élvektorai linearisan fiiggetlenek
(1.19. abra).

Altaldban: barmely két nem kollinearis vektor linedrisan fiiggetlen,
hasonléképp, a tér barmely harom nem komplandris, azaz nem egy
sikba es6 vektora linedrisan fiiggetlen.

Az 1.8. tétel tehdt a kovetkez6képp fogalmazhato at:

1.11. TETEL (SIKBELI VEKTOR FELBONTASA). Ha a; és ap egy sik két line-
drisan fiiggetlen vektora, akkor a stk minden v vektora eqyértelmiien eldll e
vektorok linedris kombindcidjaként, azaz egyértelmiien léteznek olyan vy és
vy valds szdmok, hogy

vV = v1a; + rap.

Hasonléképp az 1.9. tétel igy fogalmazhato at:

1.12. TETEL (TERBELI VEKTOR FELBONTASA). Ha a1, ap és a3 hdrom line-
drisan fiiggetlen térbeli vektor, akkor a tér minden v vektora egyértelmtien

elddll e vektorok linedris kombindcidjaként, azaz egyértelmiien léteznek olyan
vy, U2 és v3 valds szdmok, hogy

VvV = v1a1 + vpap + v3as.

A koordinatakrol sz6l6 szakaszban e két tétel lesz alapja a koordi-
natarendszer bevezetésének.

Specidlis linedris kombindcick” A sik és a tér bizonyos konfiguraciéi j6l
jellemezhettk linearis kombinacidkkal, ha a kombindcids egytitthatok-
ra bizonyos feltételeket kotiink ki.

1.13. ALLITAS (KET PONTON ATMENG EGYEES JELLEMZESE). Legyen O,
A és B a sik vagy a tér hdrom pontja. Az rOA + sOB alakil linedris kom-
bindcié végpontja pontosan akkor mutat az A és B ponton dtmend egyenes
egy pontjdba, har +s = 1.

BizonyiTAs. Legyen a = (ﬁ, b= (ﬁ, és x mutasson az AB egyenes
valamely X pontjdra, azaz legyen x = OB + rBj valamilyen r val6s
szamra, tehat

x=b+r(a—b), azazx=ra+ (1—r)b.

A fenti gondolatmenet 1épésein visszafelé haladva lathaté, hogy min-
den valds r szdmra az ra + (1 — r)b vektor végpontja az AB egyenesen
van. Fogalmazhatunk tgy is, hogy az a és b vektorok végpontjan at-
mend egyenes Osszes pontjat pontosan azok az ra + sb alaku linedris
kombinacidk adjak, amelyeknél v 4+ s = 1 (Id. ?? 4bra). O

1.18. dbra: A sikba nem es® v vektor nem
all el6 a sikbeli vektorok lineédris kombi-
ndcidjaként.

1.19. dbra: Egy kocka hdrom egy cstics-
bél indul6 élvektora linedrisan fiigget-
len.

1.20. dbra: Az X pont pontosan akkor
van az AB egyenesen, ha azon r és s

; 5% - 102 + 508
valésokra, melyekre OX = rOA + sOB,
r+s = 1 teljesiil. Ezen az dbrdn r =
—0.5,5 = 1.5.



1.14. ALLITAS (INTERVALLUM PONTJAINAK JELLEMZESE). Legyen O, A
és B a sik vagy a tér hdrom pontja. Az rOA + sOB vektor pontosan akkor
mutat az A és B pontot 0sszekitd szakasz valamely pontjdba, ha r +s = 1
és0<r,s<1.

P

BizoNnyiTAs. Megismételjiik az el6z6 feladat megolddsat azzal a kii-
16nbséggel, hogy itt a BX = rBA Osszeftiggés csak 0 és 1 kozé es6d
r értékekre igaz. Tehat x = ra+ (1 —r)b, ahol 0 < r < 1. Mésként
fogalmazva az a és b vektorok végpontjait 6sszekotd szakasz Osszes
pontjat pontosan azok az ra + sb alakt linedris kombinacidk adjak,
amelyekben r+s5s=1és0 < r,5 <1 (Id. 1.21 dbra). O

Hasonl6 osszefiiggés igaz harom vektor esetén is, azaz megmutat-
hat6, hogy a nem kollinedris a, b és ¢ vektorok végpontjaira fektetett
sik pontjaiba pontosan azok a vektorok mutatnak, melyeket ra 4 sb +
tc alakba irva r +s +t = 1. Ha még azt is kikotjiik e harom szamroél,
hogy legyen 0 < r,s,t < 1, akkor az ra + sb + tc alakt vektorok a
harom vektor végpontja altal meghatarozott haromszog pontjaiba mu-
tatnak (Id. az 1.22. dbrat és a ?? feladatot).

r+s+t=1é0<r,st<1

r+s+t=1

Szemléletesen vildgos, példaul a mellékelt 1.23. dbrardl leolvasha-
t6, de nem bizonyitjuk, hogy két tetsz6leges nem kollinedris vektor
Osszes olyan linedris kombindci6ja, amelyben az egytitthaték 0 és 1
kozé esnek, egy parallelogrammat ad. Pontosabban fogalmazva egy
ra + sb alaku vektor végpontja pontosan akkor tartozik az a és b altal
meghatdrozott (kifeszitett) parallelogrammdhoz, ha 0 < r,s < 1.

Hasonlé mondhaté harom, nem egy sikba es6 vektorrél: egy ra -+
sb + tc alaku vektor végpontja pontosan akkor tartozik az a, b és c ltal
kifeszitett parallelepipedonhoz, ha 0 <r,s,t <1 (1.23. dbra).

VEKTOROK 17

1.21. dbra: Az X pont pontosan akkor

van az AB intervallumban, ha valamely
—

0 %l kozé es6 r és s valésokra OX =

rO +56§, ésr+s=1

1.22. dbra: Az X pont pontosan akkor
esik az A, B és C pontokon atmend
sikba, ha O_)>( = rOA + 553 + tO? és
r+s+t =1 Az X az ABC haromszog-
be pedig pontosan akkor esik, ha ezen
kiviil még 0 <r,s,t <1 is fonnall.

A

1.23. dbra: A parallelogramma és a paralle-
lepipedon olyan linearis kombinaciokkal
allithat6 el6, ahol az egyiitthatok 0 és 1
kozé esnek.
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Feladatok

Vektor

1.1. Egy matematikan kiviili szemléltetés a vektor fogal-
mahoz: hogyan fejeznénk be az alabbi hasonlatot? ,Ha az
iranyitott szakasz a hal, akkor a vektor a...”

1.2® VEKTOROK: IGAZ — HAMIS Melyek igazak, melyek ha-

misak az aldbbi éllitasok koziil?

a) Ha az a és b vektorok hajlasszoge a, akkor a és —b haj-
lasszoge m — «.

b) Ha A és B két adott pont, akkor az (ﬁ + (ﬁ vektor
fuggetlen az O megvalasztasatol.

c¢) Ha A és B két adott pont, akkor az (j}\ - O? vektor
fuggetlen az O megvalasztasatol.

d) Ha két vektor egyirany, akkor egyikiik a mésik skalar-
szorosa.

e) Ha két vektor egyike a mdsik skaldrszorosa, akkor egy-
iranytak.

f) Ha két vektor egyike a masik skaldrszorosa, akkor par-
huzamosak.

Vektormftiveletek a 2- és 3-dimenzids térben

1.3. Adva van a sikban két tetszbleges vektor, a és b.
Szerkessziik meg a kovetkezd vektorokat: a) ¢ = 2a+ Db,
b)d=2a—b,c)e=3a+1ibd)f=2%a+3Zb.

1.4. Legyen u = a+b, v = a—Db. Fejezziik ki az a és
b vektor segitségével a kovetkez6 vektorokat: a) 2u + 2v,
b)3u—3v,c)3u—v,d) 2u— %v.

1.5. Tekintsiik az ABCD négyzetet. Hatdrozzuk meg a ko-
vetkez Osszegeket! a) 1@ + @, b) 1@ + B% + C?), c) zﬁ —
AC, d) AB — CB, ¢) AC + DB, ) AC — DB, g) 2AB + BD
1.6. Tekintsiik az ABCD négyzetet. Jelolje a BC oldal fe-
lez&pontjat E, a CD oldal felez6pontjat F, a négyzet ko-
zéppontjat O. Fejezziik ki az egymésra merSleges b = A
ésd = fﬁ) vektorok segitségével az zﬁ, ﬁ, B, ﬁ, 6?
vektorokat!

1.7. Tekintstik az ABCD tetraédert! Hatdrozzuk meg az

@) AB+BC+CD + DA,

b) AB—-CB+CD—- A

c) AD—AC—-B

vektorokat.

1.8. Tekintsiik a szabdlyos ABCDEF hatszoget, melynek
geometriai kozéppontjat jelolje O. Fejezziik ki az a = O
ésb = O? vektorok segitségével az a) (%, b) O?, c) O?,

d) AC, ¢) BD, ) BE, g) AB + CD + EF vektorokat!

1.9° Adva van n tetsz6leges, nem feltétleniil kiilonb6z6 P,
P,,...,P, pont a térben. Mivel egyenld a

— —
PPy +P,P3+ P3Py + ...+ P, 1Py

— - - — -
PPy + P,P3 4 P3Py + ...+ Py,_1 Py + P, Py
Osszeg?
1.10. Mutassuk meg, hogy az a, b és ¢ vektorok pontosan

akkor lehetnek (egy esetleg szakassza vagy pontta elfajul6)
haromszog oldalvektorai, ha az

at+b+¢, a+b—-—c¢ a—-b+c a—-b-c

vektorok legalabb egyike zérus. Masként fogalmazva: ha a
harom vektor 6sszege 0, vagy valamelyik vektor egyenl6 a
masik kett6 osszegével.

1.11. Legyen a és b két tetsz6leges vektor. Mutassuk meg,
hogy van olyan (esetleg elfajul6é) haromszog, melynek ol-
dalvektorai 2a — b, a+2b és 3a + b.

Linedris kombindcid, linedris fiiggetlenség

1.12® LINEARIS OSSZEFUGGOSEG: 1GAZ — HAMIS Melyek iga-

zak, melyek hamisak az aldbbi allitdsok koziil?

a) Ha hdrom vektor a térben linedrisan osszeftiggd, akkor
barmelyikiik a masik kett6 linearis kombindcidja.

b) Megadhat6 a térben harom vektor, hogy egyikiik sem
linedrisan fiiggetlen a tobbitdl.

¢) Megadhato a térben harom vektor, a, b és ¢, hogy a fiig-
getlen a b és ¢ vektoroktdl, de b nem fiiggetlen az a és ¢
vektoroktol.

d) Ha harom térbeli vektor egy sikba esik, akkor mind-
egyik kifejezhet6 a masik kett6 linedris kombindacidja-
ként!

Specidlis linedris kombindciék

1.13% SZAKASZT m : 1 ARANYBAN 0szTO PONT Ha az AB sza-

kaszt a P pont tigy bontja ketté, hogy |AP| : [PB| = m : n,

akkor barmely O pontra igaz, hogy

a): n Oj-‘r m
m-+n m—+n

OB.

Specialisan, az AB szakasz felez6pontjaba az

OA + 0B

2

vektor mutat.



Tdvolsdg, szog, orientdcio

A cimben jelzett hdrom alapfogalomhoz hdrom — vektorok kozti — szorzds-
miivelet visz kozelebb. Mindegyik milvelet igen szokatlan tulajdonsdgokkal
rendelkezik: az eqyik eredményiil nem vektort, hanem skaldrt ad, a mdsik nem
felcserélhetd, és kétvdltozds (bindris) miiveletként csak a 3-dimenzids térben
definidlhatd, a harmadik pedig nem két- hanem hdromuvdltozds mifvelet.

Skaldris szorzds A fizikdban az er6 altal végzett munka az Gt hossza-
nak és az erd elmozdulds irdnydba esd mer&leges vetiilete hosszanak
szorzata. Vagyis két vektorjellegli mennyiségbdl egy skalarmennyisé-
get kapunk eredménytil. Ha F jeloli az erévektort, s az elmozdulds-
vektort, Fs az erének az elmozdulés irdnydba esé mer&leges vetiileti
vektorat és v az F és s vektorok hajlasszogét, akkor a munka értéke
|Fs||s| = |F||s|cosy. Ez vezet a kdvetkezd definicidhoz:

1.15. DEFINICIO (KET VEKTOR SKALARIS SZORZATA). Két vektor skaldris
szorzatan a vektorok abszoliit értékének és az dltaluk bezdrt szog koszinu-
szdnak szorzatdt értjiikk. Az a és b vektorok skaldris szorzatdt a - b jeloli,
tehdt

a-b =|a||b|cos(a,b),,
ahol a két vektor dltal bezdrt szog (a,b) .

Ha a és b valamelyike zérusvektor, akkor a két vektor szoge, s igy
annak koszinusza sem hatdrozhaté meg egyértelmfien, a skaldris szor-
zat viszont ekkor is egyértelmti, éspedig 0, hisz a zérusvektor abszolut
értéke 0, és 0 barmivel vett szorzata 0.

Szokas a és b skaldris szorzatat ab-vel is jelolni, de ezt egy késébb
bevezetendd miivelettel (a métrixszorzdssal) val6 dsszekeverés elkeri-
lése érdekében e konyvben nem fogjuk hasznélni.

1.16. PELDA (SKALARIS SZORZAT KISZAMITASA A DEFINICIO ALAPJAN).

Mennyi a skaldris szorzata eqy 1 és egy 2 egység hosszii és egymdssal 60°-0s
szoget bezdrd két vektornak?

MEGOLDAS. A szorzat1-2-cos60°=1-2- % =1. O

1.17. TETEL (MIKOR 0 A SKALARIS SZORZAT?). Két vektor skaldris szor-
zata pontosan akkor 0, ha a két vektor merdleges egymdsra.

BizonvyiTAs. (<=) Ha a L b, akkor (a,b), = 71/2, azaz cos(a,b), =
0, tehata-b = 0.

(=)Haa-b =0, azaz |a||b|cos(a,b) , = 0, akkor |a| =0, |b| =0
vagy cos(a,b), = 0. Ha valamelyik vektor zérusvektor, akkor irdnya
barmely vektoréra merélegesnek tekinthet6. Ha viszont a # 0 és b #

VEKTOROK
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0, akkor cos(a,b) , = 0, a cos fiiggvénynek a [0, 7] intervallumban csak
7t/2-ben van zérushelye, tehat a két vektor meréleges egymdsra. [

> A tétel bizonyitasabol latszik, a zérusvektorra tgy tekintiink, mint
ami barmely vektorra merdleges. Kordbban — a skaldrral val6 szor-
zasndl — a zérusvektorra tigy tekintettiink, mint ami barmely vektorral
parhuzamos, hisz skaldrszorosa. A zérusvektorra tehat tgy tekintiink,
mint ami egy adott vektorral akkora szoget zar be, mint amekkorara
épp sziikségilink van. Ezt megtehetjiik, hisz a zérusvektor irdnya tet-
szbleges. Ez megév minket attdl, hogy minden tételbe a zérusvektor
esetét kiilon, mint valami rendhagyé esetet bele kelljen fogalmaznunk.

1.18. TETEL (A SKALARIS SZORZAS MUVELETI TULAJDONSAGAI). Ha a,
b és c tetszbleges térbeli (sikbeli) vektorok és r tetszbleges valds szdm, akkor
igazak az aldbbi dsszefiiggések:

a) a-b=b-a (kommutativitds)

b) (a+b)-c=a-c+b-c (disztributivitds)

c¢) r(a-b)=(ra)-b=a-(rb)

d a-a>0hra#0,ésa-a=0haa=0.

A bizonyitést az olvaséra hagyjuk.

Mivel két vektor skaldris szorzata skaldr, ezért az asszociativitas
(csoportosithatosdg) kérdése fol sem vethets, hisz az (a-b)c szor-
zatban két kiilonb6z6 szorzdsmiivelet szerepel. Mindezzel egyiit (a -
b)c # a(b - c) (1d. az 1.18. feladatot).

Hosszilisdg és szog  Egy vektor hossza, és ezzel két pont tavolsaga, vala-
mint két vektor hajlasszoge kifejezhets a skaldris szorzat segitségével.

Egy tetszOleges a vektorra a - a = |a||a| cos 0 = |a||a|, tehdt

la|> =a-a,azaz |a| = va-a.

E képlet szerint tehdt egy vektor hossza megegyezik az dnmagéval vett
skalaris szorzatanak gyokével. Ebbdl az is adédik, hogy két pont td-
volsidgn megegyezik az Sket dsszekotd vektor Snmagaval vett skalaris
szorzatdnak négyzetgyokével.

Két pontot 6sszekoté vektor egyenld az oda mutaté helyvektorok
kiilonbségével, igy ha a két pontba mutaté helyvektor a és b, akkor a
pontok tavolsdga — és ezt fogjuk a vektorok tavolsdganak is tekinteni

d(a,b) =|a—Db|.

Két vektor skalaris szorzatanak és a vektorok hosszédnak ismereté-
ben a szdgiik meghatdrozhato:
_ab
~ faf[b’

mivel a [0, 7] intervallumon a koszinusz fiiggvény kolcsonosen egyér-

(1.2)

cos(a,b),

telmfi.



Pithagordsz-tétel A tavolsdgot vagy hosszusagot skaldris szorzattal is
ki tudjuk fejezni, igy segitségével a rd vonatkoz6 Osszefliggések is vizs-
galhatok.

1.19. TETEL (PITHAGORASZ-TETEL). Az a és b vektorokra pontosan akkor
teljestil az
la+b|* = [a” + [b|?

0Osszefiiggés, ha a és b merblegesek eqymdsra.

BizonyiTAs.
la+b>=(a+Db)-(a+b)
=a-at+a-b+b-a+b-b disztributivitas
=a-a+2(a-b)+b-b kommutativitds
Laa +b-b ?
= |a]> +|b]?,

Vilagos, hogy a ?-lel megjelolt egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha
a-b =0, azaz ha a és b mer6legesek egymasra. O

1.20. PELDA (SKALARIS SZORZAT KISZAMITASA). Szdmitsuk ki az 1.24
dbrdn ldthaté két vektor skaldris szorzatit (a szomszédos rdcsvonalak tdvol-
sdga 1 egység).

MEeGOLDAS. Az a vektor hossza v/22 +22 = 2v/2, a b vektor hossza
V4% + 3% =5, az a vektornak a vizszintes rdcsvonalakkal bezart szoge
7/4, a b vektorndl e szo6g szogfiliggvényei cos y = %, siny = % fgy

T 4v2 3v2 12

cos( —l—z)—cos cos & —sinysin & = - Y= _2VZ_ SVZ
V) TS TR T s "5 T5 2

tehat a skaldris szorzata-b =2v/2-5- %@ =2. O
Két fontos egyenlbtlenség  Mivel a koszinusz fliggvény értéke abszolut

értékben sosem nagyobb 1-nél, ezért a skaldris szorzat definiciéjabol
azonnal latszik, hogy

|a-b| = [a]|b]| cos(a,b) 2 < [a|[b].
Ezzel bizonyitottuk a kovetkez tételt:

1.21. TETEL (CAUCHY-BUNYAKOVSZKIJ-SCHWARZ-EGYENLOTLENSEG).
Két vektor skaldris szorzatdnak abszoliit értéke sosem nagyobb abszoliit
értékeik szorzatdndl, azaz

a-b| < |a[b].
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1.24. dbra: Két vektor skaléris szorzata
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A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenl6tlenség segitségével bi-
zonyitjuk a geometridbdl jol ismert haromszog-egyenl6tlenséget. En-
nek az az értelme, hogy e bizonyitds valtoztatds nélkiil mtikodni fog
sokkal altalanosabb kortilmények kozott is.

1.22. TETEL (HAROMSZOG-EGYENLOTLENSEG). Bdrmely két a és b vektor-

ra
|a+b[ < [a] + |b|.

BrzonvyiTAs. Mivel az egyenl6tlenség mindkét oldalan nemnegativ szdm
all, ezért vele ekvivalens egyenl6tlenséghez jutunk, ha mindkét oldalt
négyzetre emeljiik.

la+b|>=(a+b)-(a+b)
=la]*+2(a-b) + [b]*> Id. az 1.19. tétel bizonyitasat
< laf* +2la-b| + |bf?
< [af* +2/al[b] + b|?
= ([a| + [b])*.

Es ezt akartuk bizonyitani. O

Egységuektorral vald szorzds és a merdleges vetités  Minden olyan vektort,
melynek abszolut értéke 1, eqységuektornak neveziink.

Ha a egy tetszGleges nemzérus vektor, akkor a/|a| egységvektor,
ugyanis abszolut értéke 1:
1

—la| = 1.
al

a
a

1.23. TETEL (EGYSEGVEKTORRAL VALO SZORZAS GEOMETRIAT JELENTE-
SE). Ha e egységvektor, akkor a b = (e - b)e vektor a b vektornak az e
egyenesére valo merdleges vetiilete. Az e - b szorzat e vetiilet elGjeles hossza,
mely pozitiv, ha b és e egyirdnyiiak, és negativ, ha ellenkezd irdnyuiak.

BrzonyiTAs. Ha e egységvektor, azaz abszolut értéke 1, akkor e -b =
|b| cos(e,b),, ez pedig a koszinusz fiiggvény definicidja szerint b me-
r6leges vetiiletének elGjeles hosszat jelenti. E szdm e-szerese pedig egy
e iranyd, és ilyen hosszua vektort ad, mely épp b vetiileti vektora. O

Jelolje a b vektornak az a egyenesére es6 merdleges vettileti vektorat
proj, b. Eszerint ha e egységvektor, akkor

proj,b = (e-b)e.

Alapvetd feladat egy vektornak egy madsikkal parhuzamos és ra
merd&leges vektorok 0sszegére vald felbontasa, amit masként merdleges
osszetevdkre bontdsnak neveziink.

b
te (e-b)e
b
:\ -
e-be e

1.25. dbra: Az b vektor és az e egység-
vektor egyenesére es6 vetiilete. A fels6
dbréane-b > 0,azalséne-b < 0.



1.24. TETEL (VEKTOR FELBONTASA MEROLEGES OSSZETEVOKRE). Ha a és
b a stk vagy a tér két vektora, és a # 0, akkor b-nek az a egyenesére es6
merdleges vetiilete

. a-b
proj, b = T

A b-nek az a egyenesére merdleges dsszetevije
. b
b —proj,b=b — 22

a-a

BizonvyiTAs. Az els6 képlet az egységvektorral szorzds geometriai je-

lentésérdl szolé 1.23. tételbdl kovetkezik. Legyen e = |i

al az a-lranyu

egységvektor. Ekkor

projebz(e-b)e:<al b) a L(a-b)a:'—a.

la| "/ la]  [a? a-a

(Az utols6 egyenléségnél kihaszndltuk, hogy |a|?> = a-a.) Mivel e és a
parhuzamosak, ezért proj, b = proj, b, ami bizonyitja els¢ allitdsunkat.
Az éllitas masodik fele abbdl adédik, hogy a két dsszetevd dsszege b.[

1.25. PELDA (MEROLEGES OSSZETEVOKRE BONTAS). Az 1.24 dbrabeli b
vektort bontsuk fel az a-val parhuzamos és rd merbleges Osszetevikre.

MEGOLDAs. Bar a megoldds az 1.27 dbrardl is leolvashat6, kovessiik
végig a szamitast: az 1.20. példa szerint a-b = 2, |a| = 21/2, ezért

Cp A b 2 1
roj,b=—a=-a=-a
Pr%%a a-a 8 47
mig az a-ra merdleges dsszetevd b — ja. o

Merdlegesség és orienticio  Legyenek a és b egymdsra merSleges nem-
zérus vektorok a sikban. Ekkor a és —b is merGlegesek, azaz (a,b), =
(a,—b), = m/2. Csak az a ismeretében meg tudjuk-e kiilonboztet-
ni a b és —b vektorokat? Hasonl6 kérdés a térben is folmeriil: ha ¢
merdleges a nem kollinedris a és b vektorok mindegyikére, akkor —c
is. Vajon ¢ és —c megkiilonboztethets-e egymastdl csak a-hoz és b-hez
val6 viszonyukat tekintve?

A valaszhoz az irdnyitds, mas széval orientdcid fogalma vezet. E fo-
galmat precizen kés6bb definidljuk (Id. ???. szakasz), az alapgondolat
viszont egyszer(i. A sikban a két fiiggetlen vektorbdl all6 pédrokat két
osztalyba sorolhatjuk aszerint, hogy a tenyérrel folfelé forditott jobb
vagy bal keziink els6 két ujjaval szemléltethet6ek (1.28. abra) (hiivelyk
az els6, mutatd a masodik vektor).

Hasonl6képp: a térben a fiiggetlen vektorokbol 4ll6 harmasokat két
osztalyba sorolhatjuk aszerint, hogy jobb vagy bal keziink elsé harom
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b

b —proj, b

a2 proj, b

1.26. dbra: Az b vektor felbontdsa az a
vektorral parhuzamos és rd merdleges
vektorok Osszegére.

a

1.27. dbra: Vektor felbontdsa merSleges
Osszetevikre

1.28. dbra: Két vektor egymashoz valoé
viszonya jobbrendszert (fels dbra) vagy
balrendszert (als6 dbra) alkot. A kozbe
zért irdnyitott szog az el6bbi esetben po-
zitiv, utébbiban negativ.
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ujjaval szemléltethetSek (1.29. és 1.30. dbra). Kézenfekvének ttinik az
els6 vektornak a hiivelyk, a masodiknak a mutatd, a harmadiknak a
kozépsd ujjunkat megfeleltetni, de azokban a kultdrakban, ahol a mu-
tatd és kozépsd ujjal mutatjak a kettdt, ott a mutato-kozépss-hiivelyk
a sorrend. Aszerint, hogy egy vektorpar a sikban, illetve egy vektor-
harmas a térben melyik osztalyba esik, azt mondjuk, hogy jobbrend-
szert, illetve balrendszert alkot. Az 1.29. dbra harmadik képén lathato
moéd (az okolbe szorulé jobb kéz mozgasa) azt is megmutatja, hogy
milyen egy egyenes koriil valé pozitiv forgds irdnya. A sikban ezt
azzal is ki tudjuk fejezni, hogy két fliggetlen vektor szogét eljellel
latjuk el, nevezetesen pozitivval, ha jobbrendszert, és negativval, ha
balrendszert alkotnak. Az igy kapott szoget a két vektor irdnyitott szo-
gének nevezziikk. Az a és b irdnyitott szogét (a, b) jeloli. Tehat mig
(a,b), = (b,a),, addig (a,b)q = —(b,a)4, és ha (a,b)q = /2, ak-
kor (a,—b)q = —m/2. Ez tehat a vélasz a paragrafus elején feltett

kérdésre.

Vektori szorzds A fizikdban tobb olyan jelenség is van, melyben két tér-
beli vektorhoz kerestink egy mindkettére meréleges harmadikat. Leg-
ismertebb példa a forgatényomaték.

Hasson egy F er6 egy test P pontjaban, és legyen a test rogzitve
az O pontjdban. A P ponton dtmend, F irdnyu egyenesnek az O-t6l
val6 tavolsagét az er6 karjanak nevezziik. Az F hatdsara a test O ko-
ril elfordul. Ennek jellemzésére tudnunk kell a forgds tengelyét, a
forgéds ,nagysagat”, és azt, hogy a tengely kortili két forgasirany ko-
ziil melyikrél van sz6. Erre alkalmas lehet egy vektor — ezt nevezziik

1.29. dbra: Az a, b és ¢ vektorok eb-
ben a sorrendben jobbrendszert alkot-
nak, ha irdnyuk a jobb keziinkkel mutat-
hat6 a mellékelt harom dbra barmelyike
szerint: (1) hiivelyk-mutat6-kozépsd ujj,
(2) mutat6-kozépsé-hiivelykujj, (3) a hii-
velyk mutatja a ¢ vektort, 6kolbe szorul6
keziink ujjai pedig az a fell a b felé ha-
ladnak.

1.30. dbra: Az a, b és ¢ vektorok eb-
ben a sorrendben balrendszert alkot-
nak, ha irdnyuk a bal keziinkkel mu-
tathaté a kovetkez6k béarmelyike sze-
rint: (1) hiivelyk-mutaté-kozépsd ujj,
(2) mutat6-kozéps6-hiivelykujj, (3) a hii-
velyk mutatja a ¢ vektort, 6kolbe szorul6
keziink ujjai pedig az a fel6l a b felé ha-
ladnak.



forgatényomatéknak —, melynek irdnya a forgdstengellyel parhuzamos,
hossza a forgds nagysagat irja le, és a forgastengellyel parhuzamos
két vektorirdny a két forgasiranyhoz tartozik. Hogyan definidlhato
a forgatonyomaték-vektor, ha tudjuk, hogy abszolut értéke az er6kar
hosszénak és az erd abszolut értékének szorzata?

Az er§ karja |(j>7 | sin(a%, F),, igy az M forgatényomaték abszolut
értéke:

IM| = |F||OP|sin(OP, F) .

A forgds tengelye nyilvdn mer6leges F-re és Ob-re is, csak abban kell
megegyezni, hogy az OP, F és M vektorok jobb- vagy balrendszert
alkossanak. A fizikusok a jobbrendszert valasztottak.

A forgatényomaték és tobb hasonl6 fizikai fogalom a kovetkezd de-
finicidhoz vezet:

1.26. DEFINICIO (VEKTORI SZORZAS). A 3-dimenzids tér két vektordnak

vektori szorzatan azt a vektort értjiik, melynek

a) abszolut értéke a két vektor abszoliit értékének és kozbezdrt szoge szi-
nuszdnak szorzata,

b) iranya merdleges mindkét vektor irdnydra és — ha a szorzat nem a null-
vektor, akkor — az els6 tényezd, a mdsodik tényezs és a szorzat ebben a
sorrendben jobbrendszert alkot.

» A vektor abszolut értéke tényleg nem negativ, mert a szinusz fiigg-
vény a [0, 7r| intervallumon nem negativ.

» E definici6 barmely két 3-dimenziés vektor vektori szorzatat egy-
értelmfien definidlja, ugyanis minden olyan esetben, amikor nem tud-
nénk eldonteni, hogy a vektorok jobbrendszert alkotnak-e, a szorzat a
nullvektor (gondoljuk meg!).

» Az aés b vektorok vektori szorzatat a x b jeloli, amit ,,a kereszt b”-
nek olvasunk. Képletekkel megfogalmazva: a X b egy vektor, melyre

|ax b| = [a]|b]sin(a,b),

axb L a axb _Lb,tovibba a, b és a x b ebben a sorrendben jobb-
rendszert alkot, ha |a x b| # 0.

1.27. PELDA (VEKTORI SZORZAT MEGHATAROZASA). Tegyiik fel, hogy a
tér két vektora 3 illetve 5 hosszu, az dltaluk bezdrt sz0g koszinusza %. Mit
tudunk a vektori szorzatrol?

MecoLpAs. Ha cosy = %, akkor siny = /1 — (2)2 = 2, igy a vek-
tori szorzat hossza |a||b|sin(a,b), = 3-5-% = 9, irdnya mer6leges
mindkét vektorra és a, b, a X b ebben a sorrendben jobbrendszert al-
kot (1d. 1.31. 4bra). O
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a

1.31. dbra: Az a, b és az a x b vektorok
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1.28. PELDA (i, j, k VEKTORI SZORZATA). Legyen i, j, k hdrom, pdronként
egymdsra merdleges, ebben a sorrendben jobbrendszert alkoté egységuektor.
Készitsiink mifvelettdbldt vektori szorzataikrol!

MEecorpAs. Mivel (i,i), = 0, ezért |i x i| = 0, igy i x i = 0. Hasonl6an
jxj=0éskxk=0.

Mivel |i| = |j| = 1 és (i,j), = 90°, ezért |i X j| = 1, azaz i X j is
egységvektor. Rdaddsul i x j merdleges i-re és j-re, és i, j valamint i x j
jobbrendszert alkotnak épp tgy, mint i, j és k. Ebb6l kovetkezik, hogy
i xj = k. Hasonléképp j xk =iés k xi =j. Hai, j, k jobbrend-
szert alkot, akkor j, i és k balrendszert, igy j x i = —k. Mindezeket
Osszefoglalva a kovetkezd miivelettdblat kapjuk.

X i j k K

il 0 k [ '\
jil-k o i : ].
k| j —-i o0 ~— XN

E hdrom vektor kozti szorzatok konnyen megjegyezhet6ek, ha egy
szabdlyos haromszog csdcsaira irjuk Sket pozitiv koriiljards szerint,
mint azt a tdblazat melletti 4bra mutatja. Ekkor két kiilonb6z6 vektor
szorzata a harmadik, ha a két vektor pozitiv koriiljdrds szerint koveti
egymast. Ha negativ koriiljards szerint kovetik egymadst, a szorzat a
harmadik vektor —1-szerese. O

1.29. TETEL (MIKOR 0 A VEKTORI SZORZAT?). Két térbeli vektor vektori
szorzata pontosan akkor zérusvektor, ha a két vektor pdrhuzamos.

BrzonyiTAs. Ha a vagy b valamelyike zérusvektor, akkor egyrészt a
két vektor tekinthetd parhuzamosnak, masrészt a x b = 0, az allitas
tehat igaz, ezért a tovdbbiakban feltessziik, hogy a két tényez6 egyike
sem zérusvektor.

(«<=) Ha a és b parhuzamosak, akkor (a,b), = 0 vagy 7, tehat
sin(a,b), =0, igy |a x b| = |a||b|0 =0, azaz a x b = 0.

(=)Haaxb =0, azaz |a||b|sin(a,b) , = 0, akkor |a| # 0 és |b| #
0 miatt sin(a, b), = 0. A szinusz fiiggvénynek a [0, 77| intervallumban
a 0 és a 7t helyen van zérushelye, tehat a két vektor vagy egyirdnyt,
vagy ellenkezd irdny1, vagyis parhuzamos. o

1.30. TETEL (VEKTORI SZORZAT ABSZOLUT ERTEKENEK GEOMETRIAI JE-
LENTESE). Két vektor vektori szorzatdnak abszoliit értéke a két vektor dltal
kifeszitett parallelogramma teriiletének mérGszdmduval egyenld.

BrzonviTAs. Az a és b vektorok altal kifeszitett parallelogramma ol-
dalainak hossza |a| és |b|, az a oldalhoz tartoz6 magassaga pedig m =
|b| sin(a,b),. A parallelogramma teriilete |a|m = |a||b|sin(a,b), =
|a x b| (1.32. &bra). O

>

a

1.32. dbra: |a X b| megegyezik a paralle-
logramma tertiletével



1.31. TETEL (VEKTORI SZORZAS MUVELETI TULAJDONSAGALI). Tetszdleges
a, b és c vektorokra, valamint tetszbleges r valds szdmra igazak az aldbbi

Osszefiiggések:
a) axb=-bxa (alterndld tulajdonsdg)
b) (a+b)xc=axc+bxc
ax(b+c)=axb+axc (disztributivitds)

c) r(axb)=(ra)xb=ax(rb)
d) laxb|=/]a?b]>—[a-b[?

» E tétel 1) pontja szerint a vektori szorzds nem kommutativ!
» A vektori szorzds nem is asszociativ. Az 1.28. példa eredményét
hasznélva kénnyen lathat6, hogy

(i) xj #ix(jxj),

ugyanis (i X j) xj =k X j= —i, masrésztix (jxj)=ix0=0.
> A tétel bizonyitdsat az 1.32. feladatra hagyjuk.

Parallelepipedon térfogata és elbjeles térfogata Az 1.30. tételben megmu-
tattuk, hogy a vektori szorzat abszoltt értéke a két vektor 4ltal kifeszi-
tett parallelogramma teriiletét adja. Hogy szdmithat6 ki a parallele-
pipedon térfogata?

1.32. PELDA (PARALLELEPIPEDON TERFOGATA). Hatdrozzuk meg az a, b
és ¢ vektorok dltal kifeszitett parallelepipedon térfogatit!

MEGoLDAs. Az a és b 4ltal kifeszitett parallelogramma teriilete |a X b|,
és mivel a X b mer6leges a parallelogramma sikjara, ezért a parallele-
pipedon magassdga c-nek az a x b egyenesére esé merdleges vettileti
hosszaval egyenlé. Ez az a x b irdnyt egységvektorral val6 skaldris
szorzéssal szdmolhat6. Az egységvektor

o — axb
~ Jaxbl|’

a magassag |e - c|, és igy a térfogat (azaz az alapteriiletszer magassag)

értéke b
ax
|a><b| m'c =|(a><b)-c‘.
Tehat a parallelepipedon térfogata |(a x b) - c|. O

» A (axb)-cskaldrt az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett parallelel-
pipedon eldjeles térfogatinak nevezziik.

» Ez pontosan akkor negativ, ha a ¢ vektor a x b egyenesére es6 me-
réleges vetiilete és a x b ellenkez6 irdnyt. Vagyis ha a ¢ vektor az a és
b sikjanak masik oldaldn van, mint az a x b vektor, azaz ha a, b és ¢
balrendszert alkot! Tehat e skalar el6jele a harom vektor orientdcidjat
adja.
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» A hdrom vektor pontosan akkor esik egy sikba, azaz pontosan ak-
kor linedrisan 6sszefiiggtk, ha (a x b) - ¢ = 0.

Vegyes szorzat Az el6z6 paragrafusban megmutattuk az (a x b) - ¢ ki-
fejezés fontossagat. Ez vezet a kovetkez6 definici6hoz:

1.33. DEFINICIO (VEGYES SZORZAT). A 3-dimenzids tér hdrom tetszdleges
a, b és ¢ vektordbdl képzett
(axb)-c

kifejezést a hdrom vektor vegyes szorzatanak nevezziik.

> A vegyes szorzat eredménye skalar.

» Az a, b és c vektorok vegyes szorzatdnak szokas jelclése abc, de mi
a késébbi fejezetekben nem fogjuk haszndlni.

» Mivel a skaldris szorzds kommutativ, ezért (a x b) -c =c- (a x b).
» A parallelepipedon térfogatdra ugyanazt az értéket kell kapnunk,
barmelyik oldallapot is valasztjuk alapnak, igy e harom vektorbdl a
vektorok kiilonb6z6 sorrendjeivel képzett vegyes szorzatok csak elje-
likkben térhetnek el egymastdl. Mivel az eljel az orientécio fliggvénye,
ezért — figyelembe véve az el6z6 megjegyzést is — kapjuk, hogy

(axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b=a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb).
Az ellenkezd el&jelti szorzatok:
(cxb)-a=(bxa)-c=(axc)-b=c-(bxa)=b-(axc)=a-(cxb).
Ezeket a vegyes szorzatra hasznélt jeloléssel folirva:

abc = bca = cab = —acb = —cba = —bac.

1.34. PELDA (VEGYES SZORZAT). Hatdrozzuk meg egy eqységélil kocka egy
csticsbol indulé hdrom lapdtlé-vektordnak vegyes szorzatdt (1.33 dbra)!

MEGOLDASs. Jeldlje a kocka egyik csticsabdl indulé harom élvektorat i,
j és k. E hdrom vektor ebben a sorrendben alkosson jobbrendszert.

Ekkor az el6z6 megjegyzés szerint ijk = jki = kij = 1, kji = jik =
ikj = —1. Mivel a vegyes szorzat egy parallelepipedon térfogatat vagy
annak ellentettjét adja, ezért ha egy szorzatban egy vektor tobbszor is
szerepel, akkor annak értéke 0. Példdul iji = (ixj)-i=k-i=0. A
harom lapatlé-vektor: i+ j, j +k, k + i. Ezek vegyes szorzata

((i+§) x (j+K)) - (k+1) = ijk + iji + ikk + iki + jjk + jji + jkk + jki
—1404040+0+0+0+1
:2,

tehat a harom lapétlé-vektor vegyes szorzata 2. Ez azt is jelenti, hogy
e harom vektor 4ltal kifeszitett parallelepipedon térfogata 2. O



Feladatok

Skaldris szorzds

A kovetkez6 feladatokban megadott adatok alapjin szdmitsuk ki
az a - b skaldris szorzatot! Legyen v = (a,b) .

1.14° [a] =1, |b| =2,7=%.

— — _3
1.15. |a| = V2, |b| =2, 7 = 3£
1.16. |a] =1, |b| =2,y =m.
117% la| =v2,|b| =2,v=%.
1.18. Igazoljuk, hogy altalaban

(a-b)c #a(b-c).

1.19® SKALARIS SZORZAS: I1GAZ — HAMISMelyek igazak, me-

lyek hamisak az aldbbi allitdsok koziil?

a) Két egységvektor skalaris szorzata —1 és +1 kozé es6
szam.

b) Egy v vektor szorzata egy egységvektorral megegyezik
v-nek az egységvektor egyenesére esd merdleges vetii-
letével.

c) A skaldris szorzas kommutativ.

d) A skaldris szorzés asszociativ (1d. 1.18. feladat).

e) A nullvektor barmely vektorra meréleges.

f) Két vektor pontosan akkor mer&leges, ha skaldris szor-
zatuk 0.

Egyszeriisitsiik az aldbbi két kifejezést!

1.20. (a+b)-(a—Db)

1.21. (a+2b)-a—2a-b

1.22. Mennyi az a és b szoge, ha |a] =3, |b| =4, [a+ b| =
5.

1.23* Igaz-e, hogy |a+b + c|?> = |a|?> + [b|® + |c|? ponto-
san akkor &ll fenn, ha a, b és ¢ harom egymasra paronként
merdleges vektor?

1.24. Hatdrozzuk meg az eje; + eje3 + eye3 értékét, ha ey,
e és e3 egységvektorok és e; +-e; +e3 = 0.
Merblegesség és orientdcid: vektori szorzds

1.25° Szamitsuk ki |a x b| értékét, ha |a|] = 1, |b|] = 2,

(a,b), = %.
1.26* Szamitsuk ki a X b értékét, ha |a] = 1, |b|] = 2,
(a,b)é = TT.

Egyszeriisitsiik az aldbbi két kifejezést!

1.27. (a+b) x (a—b)

1.28. (i+j+k)x (i+j)

1.29. Tekintstink egy egységélti kockat, melynek egyik csu-

csat jelolje P. Szdmitsuk ki a P-b6l indul6
a) valamelyik két lapatlé-vektor,
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b) egyik lapétl6- és a testatl-vektor

skaldris szorzatat, valamint a P-bsl indulé

c) valamelyik élvektor és egy vele egy lapon 1év6 lapatlo-
vektor,

d) valamelyik élvektor és a vele nem egy lapon lévd
lapatl6-vektor

vektori szorzatat.

1.30. Mutassuk meg, hogy ha u mertleges a v és w vek-
torokra, akkor meréleges minden linedris kombinaciéjukra
is.

1.31. Harom linedrisan fliggetlen vektornak hany sorrendje
van? E sorrendek koziil hany alkot jobb- és hany balrend-
szert?

1.32. Igazoljuk az 1.31. tétel 4llitasait!

1.33. SZOGFELEZO Legyenek a és b nemzérus vektorok. Mu-
tassuk meg, hogy a |b|a+ |a|b vektor felezi a és b szogét!

1.34. HAROMSZOG szOGFELEZOJE Az el6z6 feladat eredmé-
nyét felhasznalva mutassuk meg, hogy a haromszog egyik
szogének szogfelezbje a szemkozti oldalt a két szomszédos
oldal hosszanak ardnydban osztja fel.

1.35. MIT CSEREL FOL A TUKOR? Hogy lehet az, hogy a tii-
kor folcseréli a jobbat a ballal, de nem cseréli f6l a fontet a
lenttel?

Projekt: ekvivalencia reldcio

Egy X halmazon értelmezett (bindris) reldcién az X elem-
parjainak egy R halmazat értjiik. Ha egy (a,b) par benne
van ebben a halmazban, azt mondjuk, hogy a az R rela-
ciéban van b-vel, és ugy jeloljikk, hogy a R b. Példaul,
ha X az 0sszes valaha élt ember halmaza, akkor az 6sszes
olyan (a,b) emberpér halmaza, ahol a anyja b-nek, egy re-
lacié (anya-gyermek reldci6é). Ha X a val6sok halmaza, és
R azokbol az (a,b) pérokbdl all, melyekre a kisebb vagy
egyenlé mint b, akkor R egy reldcid, melyet a val6sok ren-
dezési relacijanak neveziink. E reldci6 szokdsos jele <, igy
ha (a,b) € R, akkor az a < b jeldlést hasznéljuk.

Egy halmaz diszjunkt részhalmazok unidjara valé fol-
bontasat szokds s halmaz elemei osztalyozasanak (particio-
nélasanak) nevezni. Egy ilyen osztdlyozdshoz természetes
moédon hozzarendelhet6 egy relaci6, melyet a halmazon ér-
telmezett ekvivalencia reldcionak neveziink, és amelyben két
elem pontosan akkor van reldciéban (pontosan akkor ekvi-
valensek), ha azonos osztélyba tartoznak. Kérdés, egy rela-
ciérél hogyan éllapithaté meg, hogy ekvivalenciareldci6-e?
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1.35. TETEL (EKVIVALENCIARELACIO). Legyen R egy tetszo-

leges reldcié az X halmazon. R pontosan akkor ekvivalenciare-

ldcid, ha tetszbleges a,b,c € X elemre fenndll az aldbbi hdrom

tulajdonsdg:

a) R reflexiv, azaz a R a, vagyis minden elem reldciéban van
onmagduval,

b) R szimmetrikus, azaz ha a R b, akkor b R a,

¢) R tranzitiv, azaz haa R b és b R c, akkor a R c.

1.36. Legyen R a fenti tétel szerinti relacid, és jeldlje R,

az a-val relaciéban 1év6 elemek halmazat. Mutassuk meg,

hogy barmely két a,b € X elemre R, és R, vagy azonos,
vagy diszjunkt. Ezzel bizonyitsuk az el6z6 tételt!

1.37. SZABAD VEKTOR FOGALMA Mutassuk meg, hogy a 3-
dimenzids tér szabad vektorai definidlhatok egy — az ira-
nyitott szakaszok halmazéan értelmezett — ekvivalenciarela-
ci6 ekvivalenciaosztalyaival. Mi ez a reldci6?

1.38. VEKTOR IRANYA Milyen halmazon értelmezett ekviva-
lenciarelacié segitségével definidlhat6 a vektor irdnyanak
és allasdnak fogalma?



Vektorok koordindtds alakban

A koordindtdk bevezetésével eqyrészt 1ij algebrai eszkozokhioz jutunk a vekto-
rok és a kiilonféle geometriai alakzatok vizsgdlatdban, mdsrészt lehet6vé vdlik
a vektor fogalmdnak kiterjesztése. Igy jutunk a sokdimenzids terek fogalmd-
hoz, ami nélkiilozhetetlen a kozgazdasdgtanban, az internetes keres6k mate-
matikdjdban, vagy véges struktiirdk folotti vdltozatdban a kédelméletben és a
kriptogrdfidban.

Descartes-féle koordindtarendszer Descartes 1637-ben La Géométrie cimti
miivében egy szép Otlettel Osszekapcsolta a geometriat az algebraval.
Alapgondolata az volt, hogy a geometria alapelemei (pl. pontok) és
a valés szamok/szdmparok/szdmharmasok kozt kolcsonosen egyér-
telm?i megfeleltetés hozhat6 létre, igy bizonyos geometriai alakzatok
algebrai egyenletekkel leirhat6va és vizsgalhat6va vélnak.

Az 1.11. tétel szerint a sik barmely v vektora felirhat6 két adott line-
drisan fliggetlen e; és ey vektor linedris kombindcidjaként, és e feliras
egyértelmti. Ha e linedris kombinacié v = vje; + vpep alakd, akkor a
v vektorhoz a (vq,v;) szampart rendeljiik, és ezt a v vektor koordind-
tds alakjdnak, a v1 és v, skaldrokat pedig a v koordindtdinak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy az {ej, e} vektorpér e koordindtézasi rendszer —
egyszer(ibben koordindtarendszer — bdzisa, az e és ep vektorok a bdzis-
vektorok vagy alapvektorok. Tetszbleges vektor koordinatdinak megha-
tdrozdsahoz elég a bazisvektorokat ismerni.

1.36. PELDA (VEKTOROK KOORDINATAI). Hatdrozzuk meg az 1.34. dbrdn
megadott vektoroknak — az ey és ey vektorokra, mint bdzisra vonatkozd —
koordindtdit!

MEGOLDAS. A megoldés kénnyen leolvashaté az 1.35. dbrardl. Atte-
kinthet6bb, ha az 6sszes vektort egyetlen pontbdl inditjuk. Ezt mutatja
az 1.36. dbra. O

A koordinatarendszer a 3-dimenziés térben is hasonlé médon épit-
het6 fel. Az 1.12. tétel szerint a tér barmely v vektora felirhaté harom
adott linedrisan fiiggetlen e, e; és e3 vektor linearis kombindacidjaként,
és e felirds egyértelmti. Ha e linedris kombindci6é v = vye; + vpep +
vses alaku, akkor a v vektorhoz a (v1, v, v3) szdmhédrmast rendeljiik,
és ezt a v vektor koordindtds alakjinak, a v1, vy és v3 skaldrokat pedig a
v koordindtdinak nevezziik. Bidzis az {ej, e;, e3} vektorharmas.

S6t, a koordinadtdzads az 1-dimenzids térben is megvaldsithaté: ha e
egy nemnulla vektor (tehat linedrisan fiiggetlen vektorrendszer!), ak-
kor barmely vele parhuzamos v vektor egyértelmtien felirhaté v = ve
alakban. E v skalar lesz a v koordinatas alakja (a zardjel hasznalata
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René  Descartes  (Renatus Cartesianus)
(1596-1650) francia filoz6fus és mate-
matikus, a modern filozéfia atyja, az
analitikus geometria egyik megalkotdja.
Filozoéfidjat a puszta hitre alapozott alli-
tasokkal szemben a raciondlis érvelések
atjan kivanta folépiteni (ldsd descartesi
kételkedés és ,gondolkodom, tehdt va-
gyok”). Orvostudomanyt és jogot tanult,
végiil hadmérnoki képesitést szerzett.
Tobb habordban is részt vett. 1619-ben
egy Magyarorszagot is érint6 hosszu
atjan egy Ulm melletti paraszthdzban
harom almot latott, melyek megfejtése
»egy csoddlatos tudomadnyhoz” vezette,
ami filozéfiaja alapjava valt.

€

1.34. dbra: Mik a vektorok koordinatéi?

1.35. dbra: A megoldas
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itt sziikségtelen). Igy a v <+ v hozzdrendelés kolcsonosen egyértelmii
megfeleltetést létesit a vektorok és a skalarok kozt.

Ha kijeloliink egy pontot az egyenesen/sikban/térben — ez lesz az
origd —, akkor az egyenes/sik/tér pontjai és a helyvektorok végpont-
jai kozti kolcsonodsen egyértelmti megfeleltetéssel egytttal a pontok is
koordinatat kapnak.

1.37. PELDA (PONTOK KOORDINATAI). Hatdrozzuk meg az 1.37. dbrdn ki-
jelolt pontok — megadott bdzisvektorokra és origora vonatkozo — koordindtdit!

7 2z

MEeGoLDAs. E feladat megoldasa lényegében azonos az el6zbével, mint-
hogy a kijelolt pontokba mutaté helyvektorok megegyeznek az ott
megadott vektorokkal (1d. 1.38. dbra). O

A helyvektorok és a pontok kozti kdlcsonodsen egyértelmii megfelel-
tetést a jelolésben is kifejezziik azzal, hogy nem tesziink kiilonbséget
a vektor és a pont koordinatds alakja kozt, azaz a v = (a,b) vektor-
hoz adott orig6 mellett rendelt pontot is (a,b) jeloli. Ha a pontnak
nevet is adunk, pl. e pont a P pont, akkor a P(a,b) jelolés a nevet és
a koordinatdkat is megadja. Ekkor a helyvektort OP is jelolheti. Tehat
v = OP. Szokds a vektorok koordinatds alakjat ugynevezett oszlopvek-
tor alakba is irni, mi e konyvben ekkor kerek helyett szogletes zardjelet
hasznalunk, példaul:

@—m.

E jelolés elényeivel hamarosan talalkozunk.

Lathatd, hogy ha egy pont az els6 tengelyen van, és azon az egye-
nesen x az 1-dimenzids koordindtdja, akkor sikbeli koordinatas alakja
(x,0) lesz. Hasonloképp a mésodik tengely minden pontjanak (0,y) a
koordinatas alakja. Az orig6é (0,0) (Id. 1.39. abra). Az alapvektorok
koordinatés alakja e; = (1,0) és ep = (0,1).

Hasonl6képp a 3-dimenziés esetben a koordinatatengelyekre esd
pontok 3-dimenzi6s koordindtés alakja (x,0,0), (0,y,0), illetve (0,0, z)
attol fiiggben, hogy melyik tengelyr6l van sz6. Az origén dtmend és 2
tengelyt tartalmaz6 sikokat koordindtasikoknak nevezziik. Ezekbdl is hé-
rom van. Konnyen lathat6, hogy a koordinatasikok pontjainak alakja
(x,1,0), (x,0,z2), illetve (0,y,z). Az origéé (0,0,0), mig az alapvekto-
roké e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 = (0,0,1) (Id. 1.40. bra).
Miiveletek koordindtds alakban megadott vektorokkal Legyen adva a tér-
ben egy koordinatarendszer és abban két tetszbleges u = (uq, up, us)
és v = (v1,v2,0v3) vektor. E paragrafusban megkeressiik a vektormii-
veletek koordinatas alakjat. A kérdés tehat az, hogy hogyan kaphat6
megu+v,u—v,cu, u-v, uXx vkoordinatds alakja.

Mindegyik mitiveletnél felhasznaljuk a vektoroknak a bazisvektorok

1.36. dbra: A megoldés helyvektorokkal
abrazolva.

1.39. dbra: Pontok a koordinadtarendszer
tengelyein.

zZ

e (0,y1,21)

y
e (x2,0,12)

e (x0,Y0,0)

X

1.40. dbra: Pontok a koordinétasikokon



VEKTOROK 33

P

linedris kombindaci6jaként valé elbéllitdsat. Az adott két vektor Ossze-

ge:

uq,up, u3) + (v1,v2,03)

u+v=(
= (uqeq1 + ugey + uzes) + (vie; + voey + vses)
= (
= (

uy +01)e + (2 +v2)ex + (U3 +v3)es
U1 + 01, Uz + 02, U3 + v3).
Hasonl6 képlet adddik a kiilonbségre:
u—v = (uy,up,us) — (v1,02,03) = (U — vy, Up — Vo, U3 — V3).

A skaldrral val6 szorzés is a koordinatanként valé végrahajtas lehet6-
ségét mutatja:

cu = c(u, up, uz) = c(uier + upep + uzes)

= cujeq + cupey + cuszes

(cuy, cuy, cugz).

Osszefoglalva tehat a kovetkez6 allitast kapjuk:

1.38. ALLITAS (VEKTORMUVELETEK KOORDINATAS ALAKJA). Adva van a
térben egy koordindtarendszer és abban két tetszdleges u = (uy, up, uz) és
v = (v1,vp,v3) vektor, valamint egy tetszbleges ¢ € R wvalds szdm. Ekkor
a vektorok Osszegének, kiilonbségének és skaldrszorosdnak koordindtds alakja

rendre
u+v = (uy,up,uz) + (v1,02,03) = (U1 + 01, up + 02, u3 + v3),
u—v= ( Uy, up, Ms) ( 02,03) = (Ml — 01,Up — Uy, U3 — 03),

cu = c(uy, up, uz) = (cuy, cup, cus).

Az oszlopuvektor jelolést haszndlva

u M u + 1 uq CUq
utv=|u| || =|utov|, cu=cluy| = |cu
Us U3 Uz +v3 Us cus

A sikbeli vektorokra hasonl¢ allitdsok igazak, csak két koordinéta-
val. Frdekesebb a helyzet a skalaris szorzassal. Latni fogjuk, hogy a
skaldris szorzas koordinatés alakja fiigg a koordinatarendszertdl.

1.39. PELDA (SKALARIS SZORZAS KOORDINATARENDSZERBEN). Tekint-
siink egy olyan sikbeli koordindtarendszert, ahol az els6 alapvektor hossza 1,
a mdsodiké 2, és a kettdjiik kozti szog 7t/3. Szdmitsuk kiaz a = (1,1) ésa
b = (—5/2,1) vektorok skaldris szorzatit.
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MEGOLDAs. Az alapvektorok hosszét és szogét ismerve ki tudjuk sza-
mitani az alapvektorok skaldris szorzatait:

el-e1 =1, er-e=2%=4, e1-e2:1-2-cosg =1
Ezt folhasznalva kapjuk, hogy

5
a-b=(e;+ep)- (—Eel +e)

——§e~e +(1—§)e~e +e-e
=51l Sle-ertere
5 3
=244
2 2+

:O,

tehat a két vektor mer6leges egymasra (Id. az 1.41. dbrat).
Erdekességként meghatirozzuk e koordinitarendszerben a skalaris
szorzds altalanos képletét:

u-v = (uje; + uzey) - (viey + voey)
= ujvie; - e1 + (U102 + upvy)eq - ex + upvoe; - e

= U107 + U190 + Upv1 + 4up0;. O

A derékszogil koordindtarendszer A természeti torvények kiilonos fon-
tossdgot adnak az egymadsra mer6leges irdnyoknak, ezért példaul igen
gyakran érdemes olyan koordindtarendszert valasztani, amelyben az
alapvektorok mer6legesek, mds széval ortogondlisak egymasra. A ba-
zisvektorok szoge mellett azok hosszét is érdemes standardizalni, ne-
vezetesen egységnyi hossztinak valasztani, igy mindegyik koordinata
egyuttal tavolsdgot is jelent. Az egységvektorokbdl 4ll6 ortogonalis
bazist ortonormdltnak nevezzik.

Az egységes targyalds érdekében a bazisvektorok koriiljardsat is el6-
irhatjuk: altaldnosan elterjedt szokds a jobbrendszert valasztani. Az
igy konstrudlt bazis vektorait sikban gyakran i, j, térben i, j és k jeloli.

A két és haromdimenzids térben a skaldris szorzat egyszert alakot
0lt, ha a koordinatarendszer alapvektorai ortonormaltak.

1.40. ALLITAS (SKALARIS SZORZAT ORTONORMALT KOORDINATAREND-
SZERBEN). A sikbeli u = (uq,up) és v. = (vy,v7), illetve a térbeli
u = (uq,up,u3) és v = (vq,vo,v3) vektorok skaldris szorzata ortonormdlt
koordindtarendszerben

u-v = U0y + Upvy, illetve u - v = uqv1 + upvy + usvs.

1.41. dbra: Két vektor skaléris szorzata



BizoNnyiTAs. A sikbeli esetben kihasznaljuk, hogy i-i =j-j =1 és
i-j=0:
u-v = (u1i+ ugj) - (v1i + v2j)

ugoi -1+ (U0 + upv1)i-j + upvaj - j

= U101 + U0y
A térbeli eset hasonléan bizonyithato. O

1.41. ALLITAS (VEKTORI SZORZAT ORTONORMALT KOORDINATAREND-
SZERBEN). A térbeli a = (a1,a;,a3) és b = (by, by, bs) vektorok vektori
szorzata derékszogli koordindtarendszerben

axb= (a2b3 — ﬂgbz, a3b1 — a1b3, a1b2 — azbl).

» Az a x b koordinatdinak konny{i memorizaldsara két sémat muta-
tunk a széljegyzetben.

BrzonvyiTAs. Az alapvektorok egymadssal val6é vektori szorzatait mar
kiszdmoltuk az 1.28. példdban. Kihaszndlva, hogy i xi = jxj =
kxk=0ixj=k, jxi= —k,..., akovetkez6t kapjuk:

axb (ﬂli + axj + a3k) X (bll +byj + b3k)

= apbsi — aszbyi + asbij — a1b3j + a1bok — axbrk

= (axbs — azby, a3by — aibz,a1by — asby). o

1.42. PELDA (PARALLELOGRAMMA TERULETE). Mutassuk meg, hogy az
(a,b) és a (c,d) vektorok dltal kifeszitett parallelogramma teriilete

lad — be|.
Mi a jelentése az ad — bc elGjelének?

MEeGoLDAs. Két 3-dimenzids vektor éltal kifeszitett parallelogramma
teriilete a vektori szorzatuk abszolut értéke. Agyazzuk be a megadott
két vektort a tér egyik koordinétasikjaba, tekintsiik példdul az (a,b,0)
és a (c,d,0) vektorokat. Vektori szorzatuk

(a,b,0) x (¢,d,0) = (0,0,ad — bc),

ennek abszoltt értéke |ad — bc|.

Mivel az (a,b,0), (¢, d,0) és (0,0, ad — bc) vektorok jobbrendszert al-
kotnak, ezért ad — bc pontosan akkor pozitiv, ha a sikban az (a,b) és a
(¢,d) vektorok jobbrendszert alkotnak, és ad — bc pontosan akkor ne-
gativ, ha az (a,b) és a (c,d) vektorok balrendszert alkotnak (gondoljuk
meg!). O

u2b3j X k+ azbyk x j+ azb1k X i+ absi x k+ a1byi x j+ azblj X i
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az ) as ) a ) ap
XXX
bz b3 bl b2

a) (azbz — asby, asby — aybs, a1by — azby)

a

by

b) (ﬂ2b3 —llgbz)i-i—
(a3by — a1b3)j +
(ﬂl]hz — (lzbl)k

1.42. dbra: A vektori szorzat kiszdmitasa
a két vektor koordinataibol:

a) frjuk a két vektort egymas ald, majd
az els6 két koordindtat masoljuk a vek-
torok végére, végiil az X alakba rakott
nyilparoknal a N\, nyil végein 1év6 sza-
mok szorzatabél vonjuk ki a / szerinti
szorzatot. Az eredmény:

(a2bs — azba, azby — aybs, a1by — axby).

b) frjuk a két vektor koordinatai folé
az i, j, k vektorokat, majd az el6z6hoz
hasonléan madsoljuk e tdblazat utan
az els6 két oszlopot, végil a \, nyil
menti szorzatokbdl vonjuk ki a ,,” menti
szorzatokat. Megjegyezziik, hogy e sé-
ma a késébb tanulandé determindnsok
kiszdmitdsara emlékeztet, formalisan fol
is szokds frni a determindnsokat jelold
fliggbleges zérdjelek segitségével:

i j ok
axb= ay a asf.
by by bs

1.43. dbra: A parallelogramma el6jeles
tertilete ad — bc, melynek memorizaldsa-
ra a fenti séma hasznélatos. Ez megegye-
zik két 2-dimenziés vektor — késtbb ta-
nuland6 — determinadnséaval, melyet Ggy
jeloljiikk, hogy a két vektor koordinatai-
bol képzett téblazatot fliggbleges zarodje-
lek kozé zarjuk:

a b
d

' =ad — bc
Vigyazzunk, e jel nem az abszolut érté-

ket jeloli, ahhoz egy tovabbi zaréjelpér
sziikséges, azaz

|ad — be| =

a b
all
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1.43. PELDA (PARALELEPIPEDON TERFOGATA). Mutassuk meg, hogy az
a = (ay,ap,a3), b= (by,by,b3) és c = (c1,cp, c3) vektorok dltal kifeszitett
paralelepipedon térfogata

|£l]bQC3 + asbscqy + agbycp — a1bzep — apbics — a3b261|

Mi a jelentése az aybycs + abscqy + asbicp — a1bscy — axbics — azbacy eld-
jelének?

MEGOLDAS. Az 1.32. példdban lattuk, hogy a harom vektor &ltal kife-
szitett parallelepipedon térfogata |(a X b) - ¢|, amit a koordinétds ala-
kokbél kiszamolhatunk:

(apbz — azby, azby — a1bs, a1by — azby) - (c1,¢2,¢3) =

a1bycs + apbscq + azbico — a1bscy — axbics — azbocy. O

Az R" halmaz ~ Lattuk, hogy 2-dimenziés, illetve 3-dimenzids vektor-
jellegti mennyiségek leirhatok egy rendezett szdmpadrral, illetve szdm-
harmassal. Izgalmas a forditott helyzet, amikor legaldbb 4, de akar
tobb milli6 szorosan Osszefliggd adatbol képzett, rendezett szam-n-
essel dolgozunk. Vajon értelmes dolog-e e szam-n-eseket egy n-dimen-
zi6s tér vektorainak, vagy pontjainak tekinteni? Es van-e értelme a 2-
és 3-dimenzids térben hasznalt fogalmak altalanositdsdnak n dimen-
ziéra? A vélasz mindegyik kérdésre hatdrozott igen, amit a fizika 4-
dimenzids tér-id6 fogalma, szdmtalan gazdasagi, vagy internettel kap-
csolatos probléma megoldésa fényesen bizonyit.

1.44. DEFINICIO. Egy tetszbleges H halmaz elemeibll képzett rendezett
elem-n-esek halmazdt H"-nel jeloljiik.

Példaul ha H = {0,1}, akkor H® a H elemeib6l képzett rendezett

elemharmasok halmaza, azaz:
{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1) }.

A fenti jelolésnek megfelelben IR" a valds szdmokbél képzett rendezett
szdm-n-esek halmazdt jeloli. Eszerint a sik pontjait és vektorait R?, a
térét R3 elemeivel koordinatéztuk. Késsbb R” elemein vektormfivele-
teket fogunk bevezetni, és R"-r6l, mint vektortérr6l fogunk beszélni.
Hasonléképp, R"-t geometriai vagy ponttérnek fogjuk tekinteni, ha
elemeire, mint pontokra gondolunk, és koztiik geometriai mtivelete-
ket végeziink. E sokféleség sosem fog gondot okozni: R" szerepét
mindig az fogja meghatarozni, hogy mit tesziink elemeivel, vagyis a
szdm-n-esekkel.

Az R" megismerésében az analdégia fonaldn haladunk, a 2- és 3-
dimenzids tér fogalmait fogjuk atvinni, altalanositani #n dimenziéra. Ez

+

1.44. dbra: A paralelepipedon térfogata
megegyezik az azt kifeszit§ harom vek-
tor vegyes szorzatdnak abszolut értéké-
vel. A vektori szorzdshoz hasznalt séma
itt is mtikodik: a harom vektort egymds
ala irjuk, az igy kapott tablazat els6 két
oszlopat utdna masoljuk, végiil a \, nyil
menti szorzatokbdl kivonjuk a ,,/ men-
ti szorzatokat. A kés6bb tanulandé de-
termindnsokra hasznalt jeloléssel tehat a
paralelepipedon elGjeles térfogata:

a a4z
abc=(axb)-c=|by by b3|.
1 € C3
1D
2D
3D
4D

1.45. dbra: 4-dimenziés kocka dbrazola-
sa 2-dimenziéban. A o-dimenzi6s , koc-
ka” egyetlen pontbdl all, az 1-dimenzids
kockat két o-dimenzids hatérolja, azaz ez
egy szakasz. A 2-dimenzids ,kockat”,
azaz a négyzetet minden tengelyirdny-
bol két-két egybevagé 1-dimenzids , koc-
ka” hatarolja (azaz Osszesen négy), mig
a 3-dimenziés kockdt minden tengely-
irdnybol két-két négyzet (azaz Osszesen
hat). A 3-dimenziés kocka dbrizolédsa 2-
dimenziéban csak a hatdrolé négyzetek
torzitdséval oldhat6 meg. A 4-dimenzids
kockat mind a négy tengelyirdnybol két-
két 3-dimenzids kocka hatdrolja, Ossze-
sen nyolc. Az &dbran harom ilyen 3-
dimenziés kockét kiszineztiink.



VEKTOROK

az analdgia fog segiteni abban, hogy valamit ,ldssunk” n dimenziéban
is (ha nem is olyan j6l, mint 3 dimenziéban). Példaként az anal6gidra
egy 4-dimenzids kocka 2-dimenzids vetiiletét mutatjuk az 1.45. dbran.

Vektorok Osszeaddsa és skaldrral szorzdsa R™-ben A 2- és 3-dimenzids
vektorok mfiveleteinek koordinatds alakja az 6sszeadds, kivonds és
skaldrral szorzds esetén analég médon atvihetd az n-dimenzids vek-
torokra.

1.45. DEFINICIO (VEKTORMUVELETEK R"-BEN). Legyen c € R egy tet-
szbleges valds, uw = (uy,up, ..., uy) és v.= (v1,0y,...,0,) az R" tér két
tetszbleges vektora. E két vektor Osszegét és eqyikiik c-szeresét a kovetkezl
képletekkel definidljuk:

u+v: (u1+’(]1,u2+'()2,...,un+vn)

cu = (cug, cuy, ..., Cliy).

Osszefoglaljuk e mtiveletek legfontosabb tulajdonségait. Ezekre tobb-
sz0r is hivatkozni fogunk a késébbiekben.

1.46. TETEL (AZ OSSZEADAS ES SKALARRAL SZORZAS TULAJDONSAGAI).
Legyen u, v és w az R" hdrom tetszileges vektora, és legyen c,d két teszo-
leges walés, jelolje 0 a (0,0,...,0) vektort és —u a (—uy, —up, ..., —Uy)
vektort. Ekkor

a) u+veR" a + miivelet nem vezet ki R"-bél

b) u+v=v+u a mifvelet folcserélhetd (kommutativ)
c) u+(v+w)=(u+v)+w csoportosithaté (asszociativ)

d u+0=u zérusvektor

e) u+(—u)=0 ellentett vektor

f) cueR" e szorzds nem vezet ki R"-b6l

Q) c(du) = (cd)u a két szorzds kompatibilis

h) clu+v)=cu+tcv disztributiv

i) (c+du=cu+du disztributiv

j) lu=u szorzds 1-gyel

L n

E tiz tulajdonsdg késobb kitiintetett szerepet fog jdtszani, ezért elkiilonitjiik
a tovdbb felsorolandoktol:

1) Ou=0

2) (-l)ju=—u
3) u—v=u+(-v)

4)  a skaldr hdtra is irhatd, azaz cu = uc és igy u/c = %u

» E tulajdonsidgok mindegyike kdnnyen visszavezethetd a valds sza-
mok algebrai tulajdonségaira, ezért ezek ellenérzését (bizonyitdsat) az

37
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Olvaséra hagyjuk. Mintaként megmutatjuk a b) bizonyitasat:

u+v=_(u;+ov,up+0vs,..., U, +vy)
= (vl+ul/vz+u2/'-'/vn+un)

=vVv+u

» Aza)-e) tulajdonsidgok az 6sszeadds, az f)—j) tulajdonsagok a skaldr-
ral szorzas tulajdonsagait irjak le. Mindkét csoport els6 tulajdonsiga
csak annyit mond, hogy a mfivelet eredménye is ugyanabba a vektor-
halmazba, azaz R"-be esik, ahova a mfiveletben szerepld vektor valé.

1.47. PELDA. Mutassuk meg, hogy az R"-beli e; = (1,0,...,0), e =
(0,1,...,0),..., e, = (0,0,...,1) vektorok linedrisan fiiggetlenek, és hogy
R" minden vektora egyértelmfien elddll ezek linedris kombindcidjaként!

MEGOLDAS. Az e biztosan nem 4ll el6 a tobbi vektor linedris kombi-
nécidjaként, hisz a tobbi vektor els6 koordinataja 0, igy azok barmely
linedris kombindacidjaban is 0 az elsé koordinéta, e1-ben pedig 1. Ha-
sonléan igazolhat6, hogy egyik e; sem 4ll el6 a tobbi vektor linedris
kombinaciéjaként (i = 2,3,...,n). A megadott vektorok tehat linedari-
san fliggetlenek.

Mivel az i-edik koordindta egyediil csak az e; vektorban 1, a tobbi-
ben 0, ezért ha egy tetszbleges v = (v1,v2,...,v,) vektor el6dll az e,
€,..., e, vektorok linedris kombindciéjaként, akkor abban e; egytitt-
hatéja csak v; lehet. Masrészt az is vilagos, hogy

(Z)],‘Uz,. . .,Z)n) = v1e1 + ey + ...+ Uyey.

Ezzel igazoltuk, hogy R" minden vektora egyértelmiien all el6 az eq,
ey,..., e, vektorok linedris kombindaci6jaként. O

Linedris kombindcid, linedris fiiggetlenség, linedris Osszefiiggbség Hidba
definialtuk vektorok linedris fliggetlenségének fogalmat tetszleges sza-
mu vektorbél allo vektorhalmazra, lattuk, hogy a 3-dimenziés térben
legfoljebb csak 3 vektor lehet linedrisan fliggetlen. Viszont az R" tér-
ben talaltunk n linedrisan fiiggetlen vektort is.

Az 1.10. definici6 szerint egy legaldbb kételemii vektorrendszer line-
drisan fliggetlen, ha mindegyik vektor fiiggetlen a tobbit6l, azaz egyik
sem fejezhetd ki a tobbi linearis kombindcidjaként, egyetlen vektor pe-
dig linedrisan fiiggetlen, ha nem a zérusvektor. Ez nehézkes feltétel,
hisz mindegyik vektorra kiilon ellenérizni kell, ezért egy konnyebben
ellendrizhet6, de ekvivalens feltételt keresiink. A haromdimenziés tér-
ben lattuk, hogy ha harom vektor fiiggetlen, akkor a tér barmely vek-
tora egyértelmiien el6éll linearis kombinaci6jukként. Ez igaz a null-
vektorra is. A nullvektor egyféleképp biztosan eléall: a harom vektor
nullakkal vett linedris kombinaci¢jaként. Ezt nevezziik a nullvektor
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trividlis elGallitdsdnak. A fentiek szerint mds el6éllitdsa nincs is, ha a
hédrom vektor linedrisan fliggetlen. Ez az alapja a kovetkez6 tételnek:

1.48. TETEL (LINEARIS FUGGETLENSEG).  Tetszlleges R"-beli V =
{v1,va,..., Vi } vektorrendszerre az aldbbi két dllitds ekvivalens:

1.V linedrisan fliggetlen, azaz k > 1 esetén egyik vektora sem fejezhets
ki a tobbi linedris kombindcidjaként, k = 1 esetén pedig a vektor nem a
zérusvektor.

2. A zérusvektor csak egyféleképp — a trividlis médon — dll el6 V linedris
kombindcidjaként. Mdsként fogalmazva, a ci, ca,... cx skaldrokkal vett
linedris kombindcié csak akkor lehet a nullvektor, azaz

c1vi+cavo+ ...+ v =0
csak akkor dllhat fenn, ha

C1:C2:...:Ck:0.

BizonvyiTAs. ElGszor tegyiik fel, hogy a vektorrendszer csak egyetlen
v vektorbdl all. Ekkor a tétel azt 4llitja, hogy e vektor pontosan akkor
linedris fiiggetlen, azaz pontosan akkor nem a nullvektor, ha a cv =
0 csak ¢ = 0 esetén allhat fenn. Ez nyilvanval6, hisz ha v # 0 és
c # 0, akkor cv = 0 sem éllhat fenn. A tovdbbiakban tegyiik fel,
hogy a vektorrendszer legaldbb két vektorbodl all. A kovetkezékben
kontrapoziciéval bizonyitunk, azaz az A = B allitast a vele ekvivalens
—B = —A dllitassal igazoljuk.

(<=) Megmutatjuk, hogy ha c1vy +cavo + ...+ cxvg = 0 csak ¢ =
€ = ... = ¢ = 0 esetén dllhat fenn, akkor semelyik v; vektor sem
fejezhet6 ki a tobbi linedris kombindcidjaként (i = 1,2,...,k). Tegytk
fel, hogy valamelyik vektor — példaul a v; — kifejezhetd a tobbi linearis
kombinéacidjaként, azaz

vy =dovp + ...+ dyvy,
vagyis atrendezés utan
(=1)vy +davy + ... +dgvy = 0.

Mivel v; egyiitthat6ja nem 0, igy el6 tudtuk allitani a nullvektort olyan
linedris kombindciéként, melyben nem minden egytitthat6 0.

(=) Megmutatjuk, hogy ha a vektorrendszer egyik vektora sem
all el6 a tobbi linedris kombindcidjaként, akkor egyediil csak a csu-
pa zérus egyiitthat6ju linedris kombinécidja lehet zérusvektor. Ismét
kontrapoziciéval bizonyitunk: ha van olyan — nem csupa 0 egyiittha-
toja — linedris kombinécid, mely a nullvektorral egyenld, azaz

c1vy+cavp + ...+ v =0,
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de valamelyik egytitthat6 — példdul a c; — nem 0, akkor v; kifejezhetd
a tobbi vektor linedris kombindcidjaként:

ami bizonyitja az éllitast. O

Egy vektorrendszert linedrisan dsszefiiggének neveziink, ha nem fiig-
getlen, azaz egyelem vektorrendszer esetén ha az a vektor a zérusvek-
tor, tobbelemti vektorrendszer esetén pedig ha van olyan vektora, mely
kifejezhetd a tobbi linearis kombindacidjaként. Az el6z6 tétel szerint ez
azzal ekvivalens, hogy a vektorrendszernek van olyan zérusvektort
ado linedris kombindacidja, melyben nem mindegyik egyftitthat6 zérus.
A linedris Osszefligg6ség definicidja kicsit élesithets:

1.49. TETEL (LINEARIS OSSZEFUGGOSEG). Egqy nullvektortdl kiilonbozd
elemekbdl dll6, legaldbb kételemit R"-beli V = { v1, vy, ..., vy } vektorrend-
szer pontosan akkor linedrisan 0sszefiiggl, ha van olyan t > 2 index, hogy
V¢ 4 vy, Vy,. .., vy_1 vektorok linedris kombindcidja.

Masként fogalmazva, ha egy nullvektort nem tartalmazé vektor-
rendszerben talalunk olyan vektort, mely a tobbi linearis kombindaci6-
ja, akkor olyat is taldlunk a vektorok barmely sorba rendezése mellett,

P

mely sorrendben csak az 6t megel6z6 vektor(ok) linedris kombindacidja.

BrzonvyiTAs. El6szor tegyiik fel, hogy a vektorrendszer dsszefliggd, és
legyen t az a legkisebb egész, melyre a vy, vy,..., v; vektorok mar
Osszefliggbk. Mivel vi # 0, ezért az els6 vektor nem lehet Osszefiiggd,
ezért t > 2. E vektorok Osszefligg&sége miatt vannak olyan c; konstan-
sok, melyekkel

c1vy + vy + .. vy = 0.
Biztos, hogy c; # 0, kiiléonben mar a vy, va,..., v;_1 vektorok is linearis

osszefiiggdk lennének, és ez ellentmond t definicidjdnak. Igy

—C1 —C2
Vi= —Vi+ —Vy+ -+
Ct Ct

—Ct—1

Vi-1,

ami bizonyitja, hogy sszefiiggd vektorrendszerben létezik ilyen vek-
tor.

A madsik irdnyt implikdcié definicié szerint igaz, hisz ha létezik
ilyen v; vektor, akkor ez val6ban linedris kombinacidja az dsszes tobbi
vektornak. O

Skaldris szorzds IR"-ben A skaldris szorzast el6szor abbdl az alakbdl
altalanositjuk, amelyet a 2- és 3-dimenziés térben ortonormalt bazis
esetén lattunk. A tetszSleges bazis esetére valé dltaldnositasra késébb
tértink vissza.
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1.50. DEFINICIO (SKALARIS szORzAs IR"-BEN). Legyen u =
(ug, up, ..., uy) és v = (v1,0p,...,04) az R" tér két tetsz6leges vektora.
Skaldris szorzatukon a kovetkez0 kifejezést értjiik:

U-vV =1u0| + Up0p + ...+ Uy0y.

A skaldris szorzdsnak most csak azokat a tulajdonsagait emlitjiik,
melyek a kés6bbi altalanositdshoz sziikségesek lesznek:

1.51. TETEL (A SKALARIS SZORZAS TULAJDONSAGAI). Legyen u, v és w
az R" hdrom tetszGleges vektora, és legyen c egy teszoleges valds. Ekkor

a4 u-v=v-u a mifvelet folcserélhetd (kommutativ)
b) u-(v+w)=u-v+u-w disztributiv
) (cu)-v=c(u-v) a két szorzds kompatibilis

d u-u>0 é u-u=0pontosan akkor teljesiil, ha u = 0.

BizoNyiTAs. A bizonyitds itt is igen egyszerti, ezért csak az a) pontét
mutatjuk meg, a tobbit az Olvaséra hagyjuk:

u-v=1uj01 +uvy+ ...+ u,oy
= U1U] + VoUp + ...+ Oyly

=vVv-u O

Tivolsig és szog R"-ben  Két 2- vagy 3-dimenzids vektor (végpontja) ta-
volsdganak és szogének a skalaris szorzatukkal val6 kapcsolatat hasz-
néaljuk e fogalmaknak a magasabb dimenziés terekben valé definicio-
jahoz.

1.52. DEFINTCIO (ABSZOLUT ERTEK, SZOG, MEROLEGESSEG, TAVOLSAG).
Legyen u és v az R" tér két tetszileges vektora.

a) Az u vektor hosszdn onmagdval vett skaldris szorzatdnak gyokét értjiik,

azaz

[u| = vVu-u (1.3)

b) Az u és v vektorok (hajlas)szogének koszinuszdt az aldbbi torttel defi-

nidljuk:
cos(u,v), := ﬁ (1.4)
c) Azt mondjuk, hogy az u és v vektorok merdlegesek eqymadsra, ha
u-v=_0. (1.5)

d) A két vektor végpontjdnak tdvolsdgdn, amit egyszeriien a két vektor ta-
volsdganak neveziink, a

d(u,v) = lu—v]| (1.6)
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értéket értjiik.

» A fenti definici6kat érdemes megtekinteni koordinatas alakjukba
atirva. Eszerint példdul

|u\:\/u§+u§+...+u%,
U101 + Uy + ... + Uy

\/u%—i—u%—i—...—i-u%\/v%—i—v%—i-...—kv%

cos(u,v), =

» A fenti definiciok koziil a vektorok hajlasszogének definicidja még
hidnyos. Egy szog koszinusza csak a [—1,1] intervallumba es6 szdm
lehet, ezért e definicié csak akkor értelmes, ha az (1.4) képlet szam-
lalojara és nevezdjére igaz, hogy |u - v| < |u||v|, azaz ha n-dimenzids
vektorokra is fonnall a CBS-egyenl6tlenség. Ezt hamarosan igazolni
fogjuk!

1.53. PELDA (VEKTOROK SZOGE ES TAVOLSAGA). Az u = (2,3,4,14)
vektornak mennyi az abszoliit értéke, mennyi a v = (4,6, —10,10) vektortdl
valé tdvolsiga, és mennyi a w = (0,3,6, —2) vektorral bezdrt szogének
koszinusza?

MEGOLDAs. A valaszhoz az (1.3), az (1.6) és az (1.4) képleteket hasz-
néljuk:

lu| = /22 432 + 42 + 142 = /225 = 15,
d(u,v) = /(242 + (3-6)2 + (4~ (~10))% + (14 — 10)2

= V2243241482442 =15
2:04+3-3+4-6+14-(-2) 1

cos(u,w), = =_—. 0O
(u,w)2 V2R 2182,/ 2 12+ 62+ (—22 21
1.54. TETEL (CAUCHY-BUNYAKOVSZKIJ-SCHWARZ-EGYENLOTLENSEG).
Tetszdleges u, v € R" vektorokra
[w-v| < [uf]v]. (1.7)

Egyenl8ség pontosan akkor dll fenn, ha u és v linedrisan 0sszefiigglk, azaz
ha egyik vektor a mdsik skaldrszorosa.

BrzonvyiTAs. Tegytik fel el6szor, hogy v = 0. Ekkor a tétel allitdsanak
mindkét része nyilvan igaz, hisz egyenl6ség 4ll fenn, és a két vektor
linedrisan osszeftiggs. Ha v # 0, akkor legyen e = v/|v| a v irdny1 egy-
ségvektor. Az u vektor e egyenesére merSleges dsszetevSjének hossza,



illetve annak négyzete nyilvin nem negativ, azaz
0<|u—(u-eel?
= u?+|u-e—2|u-e

= [u]’ —Ju-ef?

2
| |2_ |u~v\
vz’

Innen atrendezéssel azonnal megkapjuk a bizonyitandé allitdst. Mas-
részt az is vilagos, hogy 0 = |u — (u - e)e| csak akkor allhat f6nn, ha
u = (u-e)e, azaz ha u és e parhuzamosak, azaz ha u a v skaldrszorosa,

vagyis ha a két vektor linedrisan 6sszefliggo. O
1.55. TETEL (HAROMSZOG-EGYENLOTLENSEG R"-BEN). Tetszéleges

u,v € R" vektorokra
lu+v| < |uf+ |v].

A bizonyitds megegyezik a 3-dimenzids véltozatra, azaz az 1.22. té-

telre adott bizonyitassal.
A vektor abszolut értékét a skalaris szorzat segitségével definidltuk,
de forditva, a skaldris szorzat is kifejezhet a vektor abszoltt értékével.

1.56. TETEL (SKALARIS SZORZAT ES ABSZOLUT ERTEK IR"-BEN). Tetszd-
leges u, v € R" vektorokra

<|u—|—v|2— |u—v|2) (1.8)

(la+ v = ful? - [vP?) (19)

u-v-—

N = =

u-v=

BizonyiTAs. A bizonyitdsban az abszolut érték (1.3)-beli definiciéjat

hasznaljuk:
(lat v uvP) = L () (wv) — (- v) - (a-v)
4 4

1
:1(u~u+u-v+v-u+v~v—u-u+u-v+v-u—v~v)
1

= 1(4u~v) =u-v.

A masik formula hasonléan bizonyithat6. O

Végiil egy fontos Osszefiliggés az ortogondlis vektorrendszerekrdl:

1.57. ALLITAS (ORTOGONALIS VEKTORRENDSZER LINEARIS FUGGETLEN-
SEGE). Tegyiik fel, hogy a zérusvektortdl kiilonboz6 vy, va,..., vy vektorok
pdronként ortogondlisak, azaz bdrmely i # j esetén v;-v; = 0. Ekkor e
vektorok linedrisan fiiggetlenek.

VEKTOROK 43
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BizonvyiTAs. Tegytik fel, hogy valamely cy, c3,. .., ¢x konstansokra
€1Vl + vy + -+ - + v = 0.

Szorozzuk be az egyenl6ség mindkét oldalat skaldrisan a v; vektorral.
Mivel i # j esetén v; - v; = 0, ezért azt kapjuk, hogy

CiVi-V; = O,

amibdl v; - v; # 0 miatt kovetkezik, hogy ¢; = 0. Mivel ez minden
i=1,2,...,k indexre igaz, ezért a vektorok val6ban linedrisan fiigget-
lenek. 0O

» Ha e vektorok az R" tér vektorai, akkor felvetd6dik a kérdés, hogy
mi k és n viszonya. Késébb latni fogjuk, hogy k < n.

» Kés6bb azt is meg fogjuk mutatni, hogy barmely fiiggetlen vektor-
rendszerbdl kiindulva megkonstrudlhat6 egy vele azonos elemszamu
ortogonadlis vektorrendszer. A mifiszaki alkalmazédsokban is gyakori,
hogy egy meglévé alapvektorrendszerbdl egy ortogonalis, majd abbdl
egy ortonormalt vektorrendszert konstrualunk.

Korreldcids egyiitthatd Az n-dimenzids térben szerzett friss szemléle-
tink segitségiinkre lesz egy fontos fogalom megértésében.
Adva van két adatsor: x1, xo,... Xy 65 Y1, Y2,. .. Yn. Atlagukat jelolje
%, illetve ¥, azaz
X1+x2+...+xy yi+y+...+yn

X = iy =
n oY n

Az r-rel jelolt an. korreldcids egyiitthaté azt méri, hogy a két adatsor
kozti linedris fliggvénykapcsolat milyen erds. Az erre hasznalt képlet
a kovetkezd:

. i (xi — %) (i —9) .
VEL (i = 22T (i — 92

Vajon hogyan méri r a linedris fliggvénykapcsolat er6sségét?

Tegytik fel, hogy a két adatsor kozt fonnall az y; = cx; + d linedris
fuggvénykapcsolat minden i = 1,2,...n indexre valamely c, d kons-
tansokkal. Ha mindkét adatsorbél levonjuk az atlagukat (més széval a
két adatsort normiljuk), akkor az igy kapott

a=x;i—% bi=yi—7 (i:1,2,...,1’1)

adatsorokra igaz a b; = ca; Osszeftiggés. Ugyanis

n
7= % (Zcxi+d> =cx+d,
i=1



amib6l b; = y; —j=cx;+d —cx —d = c(x; — X) = ca;.

Tehét az y; = cx; + d linedris fiiggvénykapcsolat pontosan akkor 4ll
fonn, ha a normadlt adatsorokra b; = ca;. Az adatsorokat n-dimenziés
vektorokba foglalva ez azzal ekvivalens, hogy b = ca, azaz ha e vekto-
rok kollinedrisak. A korrelaciés egytitthaté nem mas, mint e két utébbi
vektor szogének koszinusza, ugyanis

cos(a,b), = a-b _ Li1 aibi

al[b] \/Z?:l ”12\/2?:1 by
iy (xi — %) (yi — 9)
VI (6 — 222 (v = 9)?

Valéban, a két vektor szogének koszinusza pontosan akkor 1, ha a

=7.

vektorok szoge 0, és akkor —1, ha a szog 7. A korrelaci6 tehat —1 és
1 kozt valtozik, és abszolut értéke annal kisebb, minél nagyobb az a és
b vektorok hajlasszoge, azaz minél kevésbé kollinedrisak, azaz minél
kevésbé erSs a két szdmsorozat kozti linedris fliggvénykapcsolat.

Ha r = 0, akkor a és b mer&legesek, ekkor linedris fliggvénykap-
csolat nincs az eredeti két mennyiség kozt (mds kapcsolat még lehet,
tehat nem feltétlentil fiiggetlen a két adatsor egymastol valészintiség-
szdmitasi értelemben). A fogalom mélyebb megértése a valészintiség-
szdmitds ismeretét is megkivanja, ezzel mi itt nem foglalkozunk.

Bitvektorok, kédvektorok” A modern szdmitégépek memorigjdban vagy
hattértaroloin az adatok taroldsdnak legkisebb egysége a bit. Egy bittel
két allapot tarolhatd, melyeket a 0 és 1 szamokkal jeloliink, de amelyek
tobb mindent is reprezentdlhatnak: hamis/igaz, nem/igen, ki/be,....
A biteket a hardver lehet&ségei és a feladat igényei szerint csoportok-
ba, sorozatokba, vektorokba gytjtik, melyekkel kiilonféle mtiveletek
végezhet6k. Ezek attdl is fliggnek, hogy a bitvektorok milyen adatokat
kédolnak. E miiveletek koziil minket azok fognak érdekelni, melyek
algebrailag a korabban megismert vektormtiveletekre hasonlitanak.

Az egyszerliség kedvéért a bitvektorokat gyakran a biteket jelold
szdmjegyek egyszer(i egymads mellé irdsaval adjuk meg, pl. 01110101 2
(0,1,1,1,0,1,0,1) vektort jeloli.

A modern szdmitdstechnika szamtalan kédot hasznal, mely bitvek-
torokkal (is) leirhat6. Példdul karakterek kédolasdra hasznélatos a 7-
dimenzids bitvektorokbdl 4ll6 ASCII-kéd, a decimalis szamok kédola-
sara a 4-dimenzi6s bitvektorokbdl &ll6 BCD-kod.

Az emberek 4ltal is elolvashat6 kédok gyakran decimadlis szamokbol
allnak. Példaul az emberek azonositasara haszndlt személyi szdm egy

olyan vektornak tekinthets, amelynek koordinatéi a 10-elemti {0,1,...,9}

halmazbdl valok.
A koédoldshoz mi a tovdbbiakban mindig egy rogzitett, véges kod-
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Bit: az angol binary digit kifejezésbol
képzett sz6, ami magyarul bindris, azaz
kettes szdmrendszerbeli szdmot jelent.
A szoftver (software) sz6t is megalkoto
John W. Tukey otlete.

Az ASCII-x6D eredendfen az angol
nyelvii szovegek kédoldsara tervezett 8-
hosszt bindris kéd (azaz 1 bédjtos). Az
angol nyelv betdii, irasjelei, és néhdny
szamitégépet vezérl6 karakter mind-
egyikének egy olyan vektor felel meg,
melynek els¢ koordinatdja o. Tehat a
lehetséges 256 darab 8-hosszui vektor-
bol 128 tartozik a kodba. Pl a ,z” be-
tti ASCII-k6dja o1111010, decimalis alak-
ban 122.

A BCD-x6p decimdlis szdmok egyik
szokédsos kddoldsa, mely a szam ket-
tes szamrendszerbe valé étirdsa helyett
a szamjegyenként val6 kodoldst valaszt-
ja. Tobb véltozata is van, a legegysze-
riibbikben minden szdmjegynek 4-4 bit
felel meg, igy a 16 lehetséges 4-hosszu
kédszé helyett csak tizet haszndl: a 0,
1,..., 9 jegyek kédja rendre 0000, 0001,
0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111, 1000,
1001. fgy az 561 BCD-kédja harom kod-
vektorbdl all: 0101 0110 0001. A kettes
szamrendszerbeli alak 1000110001.
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dbécét hasznalunk, amelynek bettii dltaldban a 0-t6l n — 1-ig terjedd
egészek lesznek. Az &bécé ,betliib6l”, azaz elemeibdl képzett vekto-
rokat kddvektoroknak vagy kddszavaknak nevezziik. A bitvektorok is
kodvektorok, ahol a kddédbécé a kételemii {0,1} halmaz.

A kodvektorok koordinatdinak szamat, vagyis a kodvektor dimenzi-
6jat a kod hosszdnak nevezziik. Ez természetesen nem analég fogalom
a vektor abszolut értékével.

A személyi szam tehdt egy 10-elemti dbécébdl képzett 11-hosszu
kédszé. Nem minden 11-hosszti decimalis vektor lehet személyi szam,
mert az utols6 koordinéta egy ellen6rzé jegy, vagyis a személyi szam,
mint kéd, matematikailag a 11-hosszti kédvektorok halmazanak egy
részhalmazaként irhat6 le. Ezért dltaldban a k6ddbécé betliibsl képzett
vektorok részhalmazait fogjuk kédnak nevezni.

1.58. DEFINIcIO (KOD). A kéd egy kozos dbécébdl képzett azonos hosszii-
sdgui kédszavak egy halmaza. Koédolas sordn a kédolando objektumokhoz
kédszavakat rendeliink, dekédolés az ellenkezd irdnyii folyamat.

F6ként az informdciéelméletben valtoz6 hosszi kodszavak is tartoz-
hatnak egy kddhoz. Mi ilyenekkel nem fogunk foglalkozni, de megem-
litjtik, hogy a karakterek manapsag elterjedt UTF-8 kédolasa is ilyen,
amelyben egy karakterkédja 8-, 16-, 24- vagy 32-bites lehet.

Vektormfiiveletek Z'-ben” A Zy-re vonatkozé ismereteket a fiiggelék-
ben részletezziik. Az 1.44. definicié szerint Z}, a Z,-beli n-hosszta
vektorokbdl 4all. E vektorok dsszeadésa, skaldrral vald szorzésa és ska-
laris szorzéasa a Z,,-beli miiveletekkel az R"-beli vektormtiveletekhez
hasonléan végezhet6 el. Ennek kovetkeztében a linedris kombindcio,
linedris fliggetlenség itt is ugyantigy definidlhat6 és hasznalhato.

1.59. PELDA (LINEARIS KOMBINACIO Z)),-BEN). Szdmitsuk ki a Zg—beli
a=(1,0,0,1,1,0), b=(0,1,0,1,0,1) ésc = (0,0,1,0,1,1)

vektorok Osszes linedris kombindcidjdt Zo-beli egyiitthatékkal, valamint a
Z3-beli
u=(1,1,0)ésv=(0,1,1)

vektorok Osszes linedris kombindcidjat Z3-beli egyiitthatokkal.

MEGOLDAS. A lehetséges xa + yb + zc alaki linedris kombinéciok sza-
ma 8, hisz x,y,z € Z,, vagyis mindegyik egyiitthaténak 0 vagy 1
az értéke, és ez 2-2-2 = 8 eshetéség. Az x = y = z = 0 eset
a zérusvektort adja. Ha x, y és z koziil csak egyikiik értéke 1, a
tobbi 0, akkor a harom adott vektort kapjuk vissza. Azok az ese-
tek maradnak, amikor legalabb két vektort kell osszeadni. Példaul
la+1b+0c = (1,0,0,1,1,0) + (0,1,0,1,0,1) = (1,1,0,0,1,1). Az



Osszes linedris kombindacié az 1.1. (a) tdbldzatban lathato.

Az xu + yv alaku linedris kombindciék szdma 9, mivel x,y € Z3,
azaz lehetséges értékiik 0, 1 vagy 2, ami 3 - 3 = 9 lehet&séget ad. Pél-
daként egy linedris kombinaci6, a tobbi az 1.1. (b) tdblazatban lathato:
2u+1v=2(1,1,0)4+(0,1,1) = (2,2,0)+ (0,1,1) = (2,0,1). O

E paragrafus tovdbbi részében a vektormtiveletekre két alkalmazést
mutatunk.

1.60. PELDA (ONE TIME PAD — A TOKELETES TITKOSITAS). Az iizenet
kiildése el6tt a kiildG és a fogadd megegyezik egy titkos kulcsban, mely egy
olyan hosszii véletlen bitvektor, mint amilyen az iizenet legfoljebb lehet. Le-
gyen a kules k € Z3'. Legyen a titkositando iizenet uw € Z3'. A titkositds
sordn a kiildG kiszdmolja az u + k vektort, és azt kiildi a fogadénak, aki a
titkositott tizenethez maga is hozzdadja a kulcsot, és mivel barmely x € Z7'
vektorra x +x = 0, ezért (u+k) + k = u+ (k+k) = u, vagyis a fogadé
igy valéban megfejti az iizenetet.

» Példaként egy iizenet, egy kulcs és a kettd Osszege — a titkositott
tizenet — a tomor bitvektor-jeloléssel

az lizenet: u = 010101010000111111111111
a kulcs: k = 001011000101101001011010
a titkositott tizenet: u+k =011110010101010110100101

» A bitvektorok ilyen médon vald 6sszeaddsa megegyezik a kizaré
vagy nevii logikai mtivelettel, melyet a XOR széval (exlusive or), vagy
a @ miiveleti jellel is szoktak jelolni (1d. ??. példa).

» E titkositds hatranya, hogy a k kulcs csak egyszer hasznalhaté fel,
mert két kiilénb6z6 u; 4 k és uy + k tizenetet elcsipve és dsszeadva az
(u; + k) + (up + k) = u; + up vektorban mar nem szerepel k, és ebbdl
statisztikai médszereket is haszndlva mar mindkét tizenet kinyerhetd.
» Bizonyithatd, hogy e kod megfejthetetlen, ha k valéban véletlen
bitsorozat, és csak egyetlen {izenet titkositasdra haszndljuk.

A koédelmélet egyik célja, hogy redundéns informécié hozzdadasa-
val elérje az elkiildott tizenet megérkezését zajos, veszteséges csator-
nén keresztiil is. Ennek két gyakran alkalmazott tipusa a hibajelzé és a
hibajavité kéd: az el6bbi az 4tvitel soran bekovetkezett bizonyos hiba-
kat jelez a fogad6 szamdra, mig az utébbi bizonyos hibék kijavitasat is
lehet&vé teszi. Az 1.59. példdban eléllitott linedris kombindcidk hiba-
jelz6 kédok, egyikiik hibajavité is. Az 1.39. feladat arra kérdez, hogy
milyen hibat jeleznek, illetve javitanak.

Az elektronikus szamitégépek adatkezelésének egyik els6 otlete az
adattarolds vagy tovdbbitds biztonsdgosabba tételére a paritasbit. Ha
egy n-hosszu b bitvektorhoz még egy bitet csatolunk, melynek értéke
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xyz xa+yb+zc Xy xu+yv
ooo (0,0,0,0,0,0) oo (0,0,0)
100 (1,0,0,1,1,0) 10 (1,1,0)
o1o0 (0,1,0,1,0,1) 20 (2,2,0)
oo1 (0,0,1,0,1,1) o1 (0,1,1)
110 (1,1,0,0,1,1) 11 (1,21)
101 (1,0,1,1,0,1) 21 (2,0,1)
or1 (0,1,1,1,1,0) o2 (0,2,2)
111 (1,1,1,0,0,0) 12 (1,0,2)

22 (2,1,2)

(a) (b)

1.1. tdbldzat: Vektorok lineéris kombina-
Cibi (a) Z; és (b) Z5 folott.
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1, ha b-ben pdratlan sok bit egyenl6 1-gyel, egyébként 0, akkor olyan
(n + 1)-hossza vektort kapunk, melyben péros sok 1-esnek kell lenni.
Ha egy bit elromlik, paratlan sok 1-es lesz, tehdt ez az (n + 1)-edik bit
hibajelz6. Ezt nevezziik paritdsbitnek.

1.61. PELDA (PARITASBIT). [rjuk fel a paritdsbitet skaldris szorzatként!

MEGOLDAS. A paritasbit Z; folott 1-b alakba irhat6, ahol 1 a b-vel
azonos hossziisagu és csupa 1-esbdl 4ll6 vektor. O

A paritdsbit altaldnositdsa az dn. ellendrz 0sszeg, melyre szamtalan
példat taldlunk a mindennapi életben.

A magyar személyi szdm a személyre jellemz6 10 jegybdl, és az azt
kovetd e ellen6rz6 6sszegbdl all. Az e kiszamitasi képlete

Zq1-ben szamolva: e = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) - u,

ahol u a személyi szam els6 10 jegye. A személyi szam 8-10-edik je-
gyét ugy valasztjak ki, hogy e # 10, igy az ellen6rzd 6sszeg mindig
egyjegyd.

A termékek EAN-kédja (European Article Number) egy 13-jegyfi, a
termék azonositdsara szolgalé kéd, melyhez egy vonalkéd is tartozik.
A 13-dik jegy az ellenérz6 0sszeg. Ha az EAN kédvektort v jeldli,
akkor fonn kell allni

Zyg-ben szémolva az (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) -v=0

Osszeftiggésnek (1.46. dbra).

| SBN 978- 963- 545- 398- 6

9"789635"453986" >

1.46. dbra: Egy koényv ISBN-13 kédja,
ami egyuttal az EAN kédja is. Az EAN-
kédhoz tartozik egy vonalkéd is. 2007
6ta a konyvek ISBN-szdma (ISBN-13)
megegyezik EAN-kédjaval (kordbban az
ISBN-szam 10-jegyfi volt).




Feladatok

1.394 Az 1.1. (a) tdblazatban egy 8 bindris k6dsz6bdl, a
(b) tablazatban egy 9 ternér k6dszobol 4ll6 kod kédszavai
vannak felsorolva. Hatdrozzuk meg, hogy e kédok hany
hiba jelzésére és hany hiba javitdsara képesek! (Az, hogy
egy kod képes k hibét jelezni, azt jelenti, hogy ha legfoljebb
k jelet megvaltoztatunk barmelyik kédszéban, akkor egy
kédba nem tartozé vektort kapunk. Az, hogy a kéd képes
d hibat javitani, azt jelenti, hogy barmely kédszéban legfol-
jebb d jelet megvaltoztatva olyan vektort kapunk, amelybdl
mads kédsz6 nem kaphat6é meg legfoljebb d jel megviéltoz-
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tatasaval.)

1.40. Mely bitvektorokra igaz, hogy minden bitjiik a vektor
maradék részének paritasbitje.

1.41A ELLENORZO 0sszEG Csak az ellen6rzd Gsszeget néz-
ve érvényes személyi szdm-e a 26012310018, és érvényes
EAN-ké6d-e a 9998887776665?

1.42A 2007 el6tt a személyi szimhoz hasonlé6 médon sza-
moltdk ki a konyvek tn. ISBN-10 kédjanak ellen6rzd je-
gyét, ami ha 10 volt, X-et irtak (rémai 10-es). A képlet:

Z11-ben szdmolva: (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) -u =0

ahol u a kényv ISBN-kédja, aminek utolsé jegye az ellen-
0rz6 osszeg. Egy konyv kodjanak els6 9 jegye 963076198.
Mi e konyv teljes ISBN-szdma?
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Megolddsok

1.1. ,Ha az irdnyitott szakasz a hal, akkor a vektor a hal-

raj.”

1.2. a)I%az. b) Hamis, példaul ha O = A, akkor (ﬁ +
(ﬁ: ,mighaO:B,akkor(ﬁ—i—O?:ﬂ. c)Igaz, az
eredmény O vélasztasatol fliggetlentil BA. d) Igaz. e) Ha-
mis, lehetnek ellenkez6 irdnydak is. f) Igaz.

— = - —
1.9. PPP, + P,P3s + P3Py + ...+ Py_1Py, = PPy, PiP, +
PPy 4+ P3Py + ...+ Py,_1Py + P,P; = 0.

1.12. a) Hamis, lehet, hogy a harom koziil két vektor egy
egyenesbe esik, és a harmadik fliggetlen t6liik: ez a harma-
dik nem éllithaté el6 a masik kettd linedris kombinaciéja-
ként. b) Igaz, példaul i, j és i+ jilyenek. De barmely harom
egy sikba es6 nemzérus-vektor ilyen, ha koziiliik barmely
kett6 linedrisan fliggetlen. c) Igaz, példaul hab = c és a
fuggetlen b-t6l. d) Hamis, példdul ha b = c és a fiiggetlen
b-t61, akkor a nem fejezhetd ki b és c linedris kombinacié-
jaként.

1.13. Ha |AP| : |PB| = m : n, akkor |AB| : |PB| =

(m+n) :n, amibsl BP = s BA. De OF = O?—l—B
és]ﬁ:O—/if()?,igy(j)’:(ﬁ+m1n(mf@),ami—

b6l azonnal kovetkezik a bizonyitandé formula. A felezé-
pontot az m = n = 1 esetben kapjuk, és ekkor valéban

OP = 104 + 10B.
1.14. |a|[blcosy=1-2-1 =1
lal[blcosy = V22 (-

1.16. 1-2-(—1) = —-2.

1.15. = -2

Sk

1.17. 0, hisz mer&legesek (|a|[b|cosy = v/2-2-0 = 0).

1.18. Legyenek a és c fliggetlen vektorok, b pedig tetszé-
leges. Ekkor az (a-b)c szorzat parhuzamos a c vektor-
ral, mig az a(b - ¢) szorzat az a vektorral, tehat (a-b)c #
a(b-c).

1.19. a) igaz, b) hamis, az egységvektor egyenesére esé me-
réleges vetiiletének hosszéval egyenld, c) igaz, d) hamis
(asszociativitdsrol nem is lehet sz, mert a két szorzas mi-
velet egyike skaldris szorzds, a mésika skalarral val6 szor-
zas az a(b - ¢) szorzatban), e) igaz, f) igaz.

1.20. a-a—b-b = |a]? — |b|?
1.21. a-a—|—2b-a—2a-b:a.a:|a|2

1.22. A Pihagorasz-tétel kovetkezményeként a és b mer6-
legesek.

1.23. Nem, legyen pl. a =
(1,0,-1).

1.24. Geometriai megoldds: a harom egységvektor egy
szabélyos hdromszog harom oldalvektora azonos koriilja-
rds szerint irdnyitva, mivel osszegitik 0. fgy hajlasszogtik
2m/3 = 120°, tehat a vektorpédrok skaldris szorzata -1
igy az Osszeg —%.

Algebrai megoldés: (e; +e;+e3)- (e +e+e3) =0,
tehat0 =ej;-e; +ey-ey+es-e3+2(ej-ex+ej-ex+ep-
e3). Kihaszndlva, hogy a vektorok egységvektorok, kapjuk
hogy e;-ex+ej-e)+ey-e3=—3.

(1,0,0), b = (0,0,1), ¢ =

1.25. |ax b| = |a|[b|siny=1-2-1 =1.

1.26. 0, hisz parhuzamosak (siny = 0, igy abszolat értéke

0).

1.27. (a+b)x(a—b)=axa—axb+bxa—bxb=

—axb—axb=-2axb.

1.28. (i+j+k)x (i+j)=ixi+ixj+jxi+jxj+kx

P+ kXj=0+ixj—ixjt0+j—i=j—i

1.29. Jelolje P szomszédait Q, R és S.

a) Ekkor két lapatl6-vektor példaul a 1@ + lﬁ és a ﬁ +
I;S> vektorok. Ezek szorzata:

<@+ﬁ>(ﬁ+l¥) —
PG PR+ PQ-P§+PR- PR+ PR - P$ =
PR-PR = 1.

Kihasznaltuk, hogy mer6leges vektorok skalaris szorza-
ta 0.

b) Hasonl6an kaphat6 meg egy lapétlo-vektor és a testatls-
vektor (Iﬁ + P_I){ + ﬁ) szorzata:

(@er_fz)-(lﬁﬂv_lﬂfs)) — PQ-PO+DPR-PR=2.

c¢) A Q, R és S cstcsok olyan sorrendben legyenek meg-
vélasztva, hogy I@, PR és Ps ebben a sorrendben
jobbrendszert alkosson. Ki fogjuk hasznélni, hogy ek-
kor @ x PR = PS. Egy élvektor és egy szomszédos
lapatlo-vektor vektori szorzata:

PO x (P +PR) =

PO x PO+ PO x PR =
0+ PS = PS,

vagyis a szorzat a két vektor lapjdra meréleges élvektor.
d) Legyen a lapvektor a 131%, a nem szomszédos lapatls-



vektor ﬁ + lﬁ Ezek szorzata:
PG x (PR 73) =
PO x PR + PQ x P§ = P$ — PR,

ami a lapatlé-vektor sikjanak mésik lapatl6-vektora.

1.30. Hou L vésu L w,akkoru-v=0¢é u-w =0, igy
barmely ¢,d € R szdmokra u- (cv+dw) = u- (cv) +u-
(dw) = cu-v+du-w = 0+ d0 = 0, tehat u mer6leges a
cv + dw linedris kombindciéra.

1.31. Harom kiilonb6z6 dolog (igy harom vektor is) hatfé-
leképp rakhat6 sorba. Ha az a, b és ¢ vektorok jobbrend-
szert alkotnak, akkor ugyancsak jobbrendszert alkotnak a
b, ¢, a és a ¢, a, b vektorhdrmasok is. A tovabbi harom
esetben, azaz a ¢, b, a, valamint a b, a, cés az a, ¢, b
harmasok esetén balrendszert kapunk a vegyes szorzatrél
tanultak szerint.

1.33. Egyik lehet6ség a megoldasra: ||bla| = |lab| =
|a||b|, ezért a parallelogramma-mddszert egy rombusz-
ra kell alkalmazni. Egy madsik lehet6ség: az a/|a| és
b/ |b| két egységvektor, igy Osszegiik szogfelezs, mivel a
parallelogramma-moédszer rombuszt ad. E vektor |a||b|-
szerese ugyanugy szogfelezd, és épp ez a feladatbeli vek-
tor.

1.34. Haszndljuk az 1.13. példa eredményét!

1.35. Milyen irdnyokat cserél fol a tiikor, és milyeneket
nem? Nem cseréli {6l a sikkal parhuzamos irdnyokat: min-
den, a ttikor sikjaval parhuzamos vektor tiikorképe 6nma-
ga. Tehat, ha a tiikor el6tt allunk, és a tiikor is fligg6leges,
akkor a ,folfelé” irany a tiikorképen sem valtozik. Viszont
a tiikor folcseréli a tiikorre meréleges irdnyokat. Miel6tt
megnézziik, hogy hogy cserélédik fel a jobb és a bal, defi-
nidlnunk kell mi az, hogy jobb és bal? Egy lehet&ség a de-
finidlasra: ha értelmezve van egy viszonyitasi rendszerben
(pl. az emberi testhez képest, vagy a mozgé jarmfiben,...)
a fol és az elére, melyek egymdsra merGleges iranyok, ak-
kor a jobb irdany az el6re x fol vektori szorzattal definidlhato.
Ennek képe a titkkorben viszont (—eldre) x fol = —jobb, ami
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épp a bal.

1.36. A feladat szerint ¢ € R; pontosan akkor teljestil, ha
a R c. Tegyiik fel, hogy R, és R, nem diszjunkt. Ha c egy
kozos elemiik, akkor ¢ az a-val és b-vel is relacidban van,
azaz a R ¢ és b R ¢, de a szimmetria miatt ¢ R b, a tranzi-
tivitds miatt pedig az a R ¢ és ¢ R b relaciokbol kovetkezik
az a R b. Ekkor pedig a tranzitivitdst hasznédlva barmely
x elemere b R x-bol kovetkezik a R x, azaz x € R,-bol
kovetkezik x € R,, azaz Ry C R;. Az a és b szerepét meg-
forditva kapjuk R, C R;, tehat R, = R;,. Végiil be kell
még latnunk, hogy e halmazok unidja kiadja az egész X
halmazt. Ez igaz, hisz minden a elemre a R 4, azaz a € R,.

1.37. Tekintstink egy AB és egy ¢p irdnyitott szakaszt!
Azt mondjuk, hogy ezek relaciéban vannak, ha van egy
olyan eltolas, mely A-t C-be, B-t D-be viszi. E relaci6 ekvi-
valenciarelaci6 (ellenérizziik), igy egy osztdlyozast definial
az irdnyitott szakaszok halmazan. Egy ilyen osztalyt neve-
ziink (szabad) vektornak.

1.38. A vektor irdnya a félegyenesek, az dlldsa az egyene-

sek halmazan — az el6z6 feladathoz hasonléan az eltolassal
— definialt ekvivalencia relacié egy ekvivalenciaosztélya.

1.39. ...

1.40. Minden olyan vektor, amelyben péros sok 1-es van,
eleget tesz a feladatbeli feltételnek, a tobbi nem.

1.41. Ez a személyi szdm érvényes, mert
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) - (2,6,0,1,2,3,1,0,0,1) =
1-24+2-64+3-0+4-14+5-24+6-3+7-1+8-0+9-0+
10-1mod 11 = 63 mod 11 = 8.

Ez az EAN-ké6d nem érvényes, mert
(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)- (9,9,9,8,8,8,7,7,7,6,6,6,5) =

(9+3-9+9+3-8+8+3-8+7+3-7+7+3-6+6+3-
6+5) mod 10 = 183 mod 10 = 3 # 0.

1.42. Mivel (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)-(9,6,3,0,7,6,1,9,8,¢) =
10-94+9-6+8-3+6-7+5-6+4-1+3-9+2-8+¢ =
287 +emod 11 = 1+e = 0, ezért e = 10, azaz a teljes kod
963076198X (a konyvre olvashatébban irva 963-07-6198-X).
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Linedris egyenletrendszerek és megolddsuk

A linedris egyenletrendszerek geometriai megkozelitése utdn megis-
merjiik a megoldds technikait, végiil a megoldasok halmazanak szer-
kezetét!

Egyenes és sik egyenletei

A stk és a tér pontjainak és vektorainak koordindtdit haszndlva lehetdvé vdlik
geometriai alakzatok algebrai vizsgdlata, vagy algebrai problémdk jobb megér-
tése geometriai szemléltetéssel.

Alakzatok és eqyenletek

2.1. PELDA (Az x +y = 1 EGYENLET). Egy tetszbleges sikbeli koordind-
tarendszerben dbrdzoljunk néhdny pontot, melynek koordindtdi kielégitik az
x +y = 1 egyenletet. Fogalmazzunk meg sejtést az egyenlet dsszes megol-
ddsdnak megfelel6 pontok halmazdrol!

MEGOLDAs. A 2.1 dbran két kiilonb6z6 koordinatarendszert dbrazo-
lunk, és azokban a fenti egyenletet kielégité pontok koziil néhdnyat.
Ennek alapjan azt sejthetjiik, hogy az x +y = 1 egyenletet kielégitd
pontok egy egyenesen vannak. Ezt az egyenest is berajzoltuk. A sej-
tést hamarosan bizonyitjuk. O

2.2. PELDA (Az x? +y? = 1 EGYENLET). Egy tetsz6leges sikbeli koordi-
ndtarendszerben dbrdzoljunk néhdny pontot, melynek koordindtdi kielégitik
az x* +y* = 1 egyenletet. Fogalmazzunk meg sejtést az egyenlet dsszes
megolddsdnak megfelel6 pontok halmazdrdl!

MEGOLDAS. Az aldbbi d4bran néhdny koordinatarendszert abrazoltunk,
az x2 +y? = 1 egyenletet kielégits néhany ponttal. A ??? fejezetben
visszatériink e feladatra, és meg fogjuk mutatni, hogy az egyenletet
kielégitd pontok egy ellipszisen vannak. O

2.1. dbra: Az x +y = 1 egyenletet kielé-
git6 néhany pont két kiilonb6z6 koordi-
natarendszerben.
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2.3. DEFINICIO (ALAKZAT (IMPLICIT) EGYENLETRENDSZERE). Egy geo-
metriai alakzat egy adott koordindtarendszerre vonatkozé (implicit) egyen-
letrendszerén olyan egyenletrendszert értiink, melynek egyszerre minden
egyenletét kielégitik a térnek az alakzathoz tartozé pontjai, de mds pontok
nem. Ha az egyenletrendszer egy egyenletbdl dll, az alakzat egyenletérél
beszéliink. Az egyenletet vektoregyenletnek nevezziik, ha nem a pontok
koordindtdira, hanem a pontokba mutaté vektorokra irjuk fel. Egy alak-
zat m egyenletbdl dllo egyenletrendszerének, illetve m vektoregyenletbdl dlld
egyenletrendszerének dltaldnos alakja

Fi(x1,x2,...,%,) =0 Fi(r)=0

Fz(xl,X2,...,xn) =0 Fz(l‘) =0
illetve

Fu(x1,%2,...,x,) =0 Fu(r) =0

ahol (x1,x2,...,%,) € R" a tér eqy pontja, és r az oda mutaté vektor.

Ko6zépiskolai tanulményainkban tobb példat lattunk alakzat egyen-
letére, példaul tudjuk, hogy a sikban a koordinatatengelyek szogét fe-
lez6 egyenes egyenlete y = x, azaz x —y = 0. Ortonormdlt bazist
vélasztva az orig6 kozep(i egységsugart kor egyenlete x2 + y? = 1.
Az el6z6 két egyenlet mindegyikébdl kifejezhetd a két koordinata egy
paraméter bevezetésével. Az y = x egyenlet ekvivalens az

x=t
y=t
egyenletrendszerrel, mig az x> +y? = 1 egyenlet ekvivalens az
X = cost
Yy = sint

7 z

egyenletrendszerrel. Mindkett6 atirhaté vektoralakba is. Hasznéljuk a
oszlopvektoros jelolést:

m - H FER, illetve H = [Cf’st], te[0,2m) CR.
y t y sin ¢

2.2. dbra: Az x? +y? = 1 egyenletet ki-
elégits (x,y) pontok halmaza két koor-
dinatarendszerben.

A latin eredet(i implicit sz6 jelentése nem
kifejtett, rejtett, ami az Osszekot, Ossze-
fligg, Osszekever, koriilcsavar jelentésti
implico (implico) sz6 szdrmazéka. E sz6
a matematikdban az implicit alak, imp-
licit fiiggvény, stb. kifejezésekben arra
utal, hogy valamely fontosnak tekintett
mennyiség, valtozo, stb. nincs kifejezve a
képletbsl. Ugyanennek a szénak a szar-
mazéka a magéba foglal, maga utdn von
jelentésti implikdl sz6 is, mely a matema-
tikai logika ,ha..., akkor...” szerkezet(i
miveletével, az implikdciéval is kapcso-
latban van.
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% %

E két példa vezet a kovetkez6 édltaldnos fogalomhoz.

2.4. DEFINICIO (ALAKZAT (EXPLICIT) EGYENLETRENDSZERE). Egy geo-
metriai alakzat egy adott koordindtarendszerre vonatkozo (explicit) egyen-
letrendszerén olyan egyenletrendszert értiink, melyben az egyenletek bal
oldaldn a pontok koordindtdit megadé vdltozck, jobb oldaldn adott paraméte-
rek fiiggvényei szerepelnek. Altaldnos alakja

X’l:f](tl,tZ,...,tk)
x2:f2(tl/t2/'--/tk)

X — fn(tl,tz,. . .,tk)

aholty € [, tp € I,..., ty € Iy, és Iy, ..., I, C R. Az ilyen egyenletrend-
szer egyetlen vektoregyenletté foghaté ossze:

r= f(tl,tz,.. -/tk)/

ahol f eqy R¥ — R fiigguény. Az explicit egyenletrendszereket szokds
paraméteres egyenletrendszernek is nevezni.

A kovetkezd paragrafusokban egyenes és sik kiilénb6z6 egyenleteit,
egyenletrendszereit fogjuk attekinteni példakat adva a fenti két altala-
nos definiciéra.

Stkbeli egyenes egyenletei Tekintsiik a sik egy tetszbleges e egyenesét,
és jeloljuk ki a sikban az O origét. Legyen a nemzérus v egy tet-
szbleges, az egyenessel parhuzamos vektor. Az ilyen vektorokat az
egyenes irdnyvektordnak nevezziik. Mutasson ry az egyenes egy tetsz6-
leges, kijelolt pontjaba. Vildgos, hogy az e egyenes barmely pontjdba
mutat6 r vektor el6éll rg + tv alakban, ahol t valés szdm. Masrészt
ha Q a sik egy tetszbleges, nem az e egyenesre es$ pontja, akkor az
OQ — rp vektor nem parhuzamos v-vel, tehat nem is konstansszorosa,
azaz OQ —ry # tv semmilyen f-re sem, igy Oﬁ nem &ll el6 rg + tv
alakban. Tehat az e tetszbleges pontjdba mutaté r vektor felirhatod

r = 1o + tv alakban, és ez csak e pontjaira igaz.

2.5. ALLITAS (SIKBELI EGYENES EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). A sik
minden egyenesének van

r=rp+tv, telR (2.1)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii egyenlet eqy egyenes egyenlete,
ahol v az egyenes egy irdnyvektora, és ry az egyenes egy tetszbleges, de
rogzitett pontjidba mutatd vektor.

A sikbeli egyenesre merdleges vektorokat az egyenes normdlvekto-

A latin eredetti explicit sz6 jelentése ki-
fejtett, vildgosan kimondott, ami a kibont,
szétterit, kiszabadit, atvitt értelemben
tisztdz, kifejt, megfejt jelentésti explico
(explico) sz6 szadrmazéka. E sz6 a mate-
matikdban az explicit alak, explicit fiigg-
vény, stb. kifejezésekben arra utal, hogy
valamely fontosnak tekintett mennyiség,
véltozo, stb. ki van fejezve a tobbi segit-
ségével.

2.3. dbra: Egyenes explicit vektoregyen-
lete: r =1y + tv.
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rainak nevezziikk. Legyen n egy tetszbleges, a v-re mer&leges vektor,
azaz legyen n az e egy normadlvektora. Azt, hogy r —ry az e tetszole-
ges pontjdba mutaté r vektorra padrhuzamos v-vel, agy is kifejezhetjiik,
hogy r — ry mer&leges n-re. A mer6legesség pedig kifejezhetd a skala-
ris szorzattal. Igy az egyenes egy implicit vektoregyenletéhez jutunk:
r pontosan akkor mutat az e egy pontjdba, han- (r —rg) = 0. Ez az
egyenlet dtrendezés utdn n - r = n - 1y alakra, majd a C = n - 1y jelolés
bevezetésével n - r = C alakra hozhato.

2.6. ALLITAS (SIKBELI EGYENES IMPLICIT VEKTOREGYENLETE). A sik
minden egyenesének van

n-(r—r) =0, (2.2)

és vele ekvivalens
n-r=C (2.3)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet eqy egyenes egyenle-
te, ahol n az egyenes egy normdlvektora, ro az egyenes egy tetszbleges, de
rogzitett pontjdba mutaté vektor és C konstans.

A (2.2) alakt egyenlet konnyen atirhat6 (2.3) alakavd a C = n -1y
jeloléssel. Az atalakitas forditott irdnyban is egyszerti, hisz han-r =
C, akkor taldlunk olyan ry vektort, melyre n-ry = C. Ez azért igaz,
mert ha tetsz6leges n-re nem merd6leges v vektorra n-v = D, akkor
n- (%v) =C,igyazr = %v megfelel.

Az r = (x,y), 1o = (x0,)0) és v = (a,b) jeloléseket hasznalva az
explicit vektoregyenlet azonnal egyenletrendszerré alakithato.

2.7. ALLITAS (SIKBELI EGYENES EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A sik
minden egyenesének van

X = Xxg +at (2.4)
2.
Yy =Yyo+ bt 4

alakii egyenletrendszere, ahol (a, b) az egyenes egy irdnyvektora, és (xo,Yo)
az egyenes egy tetszdleges rogzitett pontja.

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy az explicit egyenletrendszer-
bdl a t paraméter kikiiszobolhetd, és igy egy implicit egyenletet ka-
punk.

2.8. ALLiTAS (SIKBELI EGYENES (IMPLICIT) EGYENLETE). A stk minden
egyenesének van
Ax+By=C (2.5)

alakii egyenlete, és minden ilyen alakii egqyenlet eqy egyenes egyenlete, ahol
A és B koziil nem mindkettd nulla, és (—B, A) az egyenes eQy irdnyvektora.

» A bizonyitas el6tt érdemes megjegyezni, hogy az egyenes fenti imp-

2.4. dbra: Sikbeli egyenes implicit vektor-
egyenlete: n- (r—1g) = 0.

0

2.5. dbra: Sikbeli egyenes (implicit) vek-
toregyenlete: n-r = C. Ha n egységuvek-
tor, akkor az n - r = C geometriai jelen-
tése az, hogy az egyenes barmely pont-
jaba mutat6 vektornak az n egyenesére
es6 merdleges vetiilete C. Ez az dbra is
ezt az esetet szemlélteti.
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licit egyenlete az egyenes n - (r —ry) = 0 alaka vektoregyenletébol
azonnal megkaphato, de ezt egyel6re csak ortonormilt koordinadtarend-
szerben tudjuk koénnyen igazolni. Legyen (A,B) = (b, —a). Ez az
egyenes egy normalvektora, hisz mer6leges az (a, b) iranyvektorra. To-
vabbéd r —ry = (x — X0,y — Yo), ezért a vektoregyenlet

(A,B) - (x—x0,y =) =0

alaku lesz, ami a skaldris szorzast elvégezve az A(x — xg) + B(y —
Yo) = 0 formuldt adja. Ha a koordindtarendszer nem ortonormalt, az
(A, B) vektor nem sziikségképpen normalvektor, és a skaldris szorzas
képlete is mas, de azért a (2.5) egyenletrél mondott allitds igaz. Erre
olyan bizonyitast adunk, mely az explicit egyenletrendszerre épiil.

BizonyiTAs. Ha a vagy b valamelyike 0, akkor a két egyenlet egyike
felesleges, példdul ha a = 0, akkor az egyenletrendszer alakja

X = Xp

Yy =yo+ bt

ami ekvivalens az x = xg egyenlettel, hisz az y = yo + bt semmi madst
nem mond, mint hogy y egy valés szdim. Mivel (a,b) # (0,0), ezért
csak az az eset marad, amikor a és b egyike sem 0. Ekkor mindkét
egyenletbdl kifejezhets t, és a két értéket egyenl6vé téve kapjuk, hogy

X — X0 :y—y()
a b’

azaz

bx —ay = bxy — ayo, vagy b(x — xo) —a(y —yo) = 0.

Legyen a tovabbiakban A = b és B = —a. Ekkor a fenti egyenlet
Ax + By = Axp + Byg lesz. Az egyenlet jobb oldalan 1év6 konstanst
C-vel jelolve az egyenes egyenlete Ax + By = C alakot 6lt. Mds-
részt konnyen lathat6, hogy minden ilyen alakti egyenlet egy egyenes
egyenlete, mert ekvivalens egy egyenes paraméteres egyenletrendsze-
rével. Nevezetesen az Ax + By = C egyenlet visszairhaté Ax + By =
Axg + Byg alakba, hisz az Axp + Byg = C egyenletben A # 0 esetén
egy tetszleges yo-t valasztva, egyértelmiien kifejezhetd xo. (A B # 0
eset anal6g.) Ennek alapjan felirhaté a (2.4) egyenletrendszer. O

2.9. PELDA (SIKBELI EGYENES EGYENLETEI). [rjuk fel annak az egyenesnek
dsszes egyenletét vagy egyenletrendszerét, mely dtmegy a (2,3) és az (1,1)
koordindtdjii pontokon.

MEeGoLDAs. Ha egy egyenes dtmegy e két ponton, akkor irdnyvektora
a két pontba mutaté vektorok kiilonbsége, azaz v = (2,3) — (1,1) =
(1,2). Legyen 1y = (1,1), de az rg = (2,3) valasztds is megfeleld.
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Az irdnyvektor segitségével kapjuk, hogy

iR

Explicit (paraméteres) egyenletrendszer alakban:

1
1

1

t
+ 2

x=1+4+ ¢
y=1+2t

Az irdnyvektorbol (A, B) = (2,—1), innen az egyenes egyenlete 2x —
y=2-1-1-1,azaz
2x—y=1

Ortonormalt koordindta-rendszerben a
(2,-1)-(x—1y—1)=0

egyenletet kapjuk vektoregyenletként, mely kiszamolva az el6z6 egyen-
letet adja. O

Sikbeli pont egyenletei  Tekintsiik a sikbeli (xg, o) pontot. Ennek expli-
cit egyenletrendszere, illetve vektoregyenlete:

e illetve Lo | .
Y =1Yo ¥ Yo

Ez annyira nyilvanvalé, semmitmondé, hogy a gyakorlatban nem is
szoktunk pont egyenleteir6l beszélni, e konyvbe is csak didaktikai
okokbodl keriilt, ugyanis a matematikai fogalmak megértésében gyak-
ran nagy segitségiinkre van a széls6, extremalis esetek megértése, vizs-
gdlata.

Mivel itt az alakzat csak egyetlen pontbdl all, nincs sziikség para-
méterre, igy ez az alak egyuttal implicitnek is tekinthet6. Ekkor tgy
tekintiink ugyanerre az egyenletrendszerre, mint két egyenes egyen-
letére, melyek normalvektorai (1,0) illetve (0,1), és amelyek metszés-
pontja a keresett pont:

X =X x4+ 0y = x
0 vagy minden egyfitthatot kifrva yo R

Y= Yo 0x+ ¥ =yo
Ez adja az otletet, egy pont implicit egyenletrendszerének tekinthet-
nénk két egyenletet, melyek egymast az adott pontban metsz6 egy-egy
egyenes egyenletei. Tehdt mondhatjuk, hogy a pont implicit egyenlet-
rendszerének éltaldnos alakja:

Aix+Biy=C;
Axx 4+ By =G
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Az azonban nem igaz, hogy minden ilyen alakii egyenletrendszer egy
pont egyenletrendszere, mert két egyenes metszheti egymast egyetlen
pontban, de lehet, hogy nincs kdzds pontjuk, és lehet végtelen sok
kozos pontjuk is. Epp ennek a kérdésnek a részletes vizsgélata lesz
a 2. fejezet témaja.

A 3-dimenzids tér sikjainak eqyenletei Tudjuk, hogy két linearisan fiig-
getlen u és v vektor barmely linedris kombinacidja a két vektor altal
meghatdrozott sikban van, tovdbbad hogy e sik barmely vektora el6all
a megadott két vektor linearis kombindci6jaként (Id. 1.8.. és 1.11. téte-
lek). Ebbdl azonnal adédik, hogy a sik egy rogzitett pontjaba mutaté
vektor segitségével a sik barmelyik pontjdba mutat6 r vektor felirhato

r =19 + su + tv alakban.
2.10. ALLITAS (SIK EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). Bdrmely siknak van
r=ry+su+tv (2.6)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet egy sik egyenlete, ahol
u és v a sik két linedrisan fiiggetlen vektora és ry a stk egy tetszoleges, de
rogzitett pontjdba mutato vektor.

Hasonléan a sikbeli egyeneshez, a térbeli sik egyenletébdl is kikii-
szobolhet6 a paraméter a merblegesség felhasznaldsaval. Az 1.30. fel-
adat allitdsa szerint, ha egy vektor mer6leges két tetszbleges vektor
mindegyikére, akkor meréleges azok linedris kombindacidjara is. Mivel
az n = u x v merdleges u-ra és v-re is, ezért merSleges azok minden
linedris kombindcidjara is, azaz az r — rp = su + tv vektorra is. Ez az
észrevétel az alapja az aldbbi tételnek.

2.11. ALLfTAs (SIK IMPLICIT VEKTOREGYENLETE). A hdromdimenzids
térben minden stknak van

n-(r—r) =0, (2.7)

és a vele ekvivalens
n-r=C (2.8)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet egy sik egyenlete, ahol
n a stk egy normdlvektora, ry a sik egy tetszbleges, de rogzitett pontjiba
mutaté vektor és C konstans.

Az allitas igazoldsa anal6g a sikbeli egyenesnél leirtakkal (Id. 2.2. fel-
adat).

Az r = (x,y,2), to = (x0,Y0,20) és u = (ay,by,c1) v = (az,by,¢2)
jeloléseket haszndlva az explicit vektoregyenlet azonnal egyenletrend-
szerré alakithato.
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2.12. ALLfTAs (SIK EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A hdromdimenzids
tér minden sikjdnak van

X = xg + a8 + aot
Y =yo+bis+ bt (2.9)

z = zg+ 18 + oot

alaki egyenletrendszere, ahol (ay,by,c1) és (az, by, c2) a sik két linedrisan
fiiggetlen vektora, és (xo, Yo, 20) a sik egy tetszbleges rigzitett pontja.

Az explicit egyenletrendszerbdl kikiiszobolhet6 a két paraméter, ha
példaul két egyenletbdl kifejezziik a paramétereket, és behelyettesitjiik
a harmadik egyenletbe. fgy egy implicit egyenletet kapunk. A szami-
tasokat nem részletezziik, az eredmény

(b1C2 — szl)(x — XO) + (C1ﬂ2 — czal)(y —yo) + (ﬂlbz — azbl)(z —Zo) =0.

Az (A,B,C) = (byca — bacy, c1ap — caaq,a1by — apby) jeldléssel a sik
egyenlete A(x — x9) + B(y — yo) + C(z — z9) = 0 alakra hozhato, vagy
ami vele ekvivalens, Ax 4+ By 4+ Cz = D alakra.

2.13. ALLITAs (SIK IMPLICIT EGYENLETE). A hdromdimenzids térben
minden stknak van
Ax+By+Cz=D (2.10)

alakii egyenlete, és minden ilyen alakii egyenlet egy sik egyenlete, ha A, B
és C legaldbb egyike nem nulla, és D = Axg + Byo + Czo, ahol (xo, Yo, 20)
a stk valamely pontja.

A sik fenti egyenlete a sik n - (r —rp) = 0 alaku vektoregyenletébdl is
megkaphat6, de ezt egyel6re csak ortonormdlt koordindtarendszerben
tudjuk konnyen igazolni. Mivel

(A,B,C) = (bica — bacy, c1a3 — coa1,a1by — azby), (2.11)

ami épp az u x v vektorral egyenld, ezért (A, B,C) merSleges a sik
minden vektordra, vagyis a sik egy normédlvektora. Azn- (r—15) =0
egyenletet koordinatés alakba atirva kapjuk, hogy

(A,B,C) - (x —x0,¥ — Yo,z —29) = 0.

2.14. PELDA (STK EGYENLETEI). Irjuk fel annak a siknak az egyenleteit,
mely dtmegy a (0,—1,2),a (—=1,0,7) ésa (2,1,4) pontokon.

MEGOLDAS. A harom pontba mutaté vektorok kiilonbségei a sikkal
pérhuzamos vektorok, igy azokkal felirhaté a sik mindegyik egyenlete.
Két vektor a lehetséges harombol:
u=(2,1,4)—-(0,-1,2) = (2,2,2), és
v=(-107)—(0,-1,2) = (—1,1,5).
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Ezek alapjan példaul az ry = (0, —1,2) vélasztds mellett a sik explicit

vektoregyenlete
x 0 2 -1
yl = |-1| +s|2| +t| 1},
z 2 2 5
explicit egyenletrendszere
x= 25— t
y=-1+2s+ t
z= 2425+ 5t

Mivel a (2.11) képlet szerint (A, B,C) = (8, —12,4), ezért a sik implicit
egyenlete 8(x —0) —12(y — (—1)) +4(z —2) = 0, azaz 4-gyel valo
osztés és dtrendezés utdn

2x -3y +z=>5.
[gy ortonormalt koordinatarendszerben a
(2,-3,1) - (x,y,z) =5, vagy (2,-3,1) - (x,y+1,z—-2) =0

a sik implicit vektoregyenlete. O

Térbeli egyenes egyenletei Mindaz, amit a sikbeli egyenes explicit vek-
toregyenletér6l mondtunk az 55. oldalon, lényegében véltoztatds nél-
kiil megismételhetd. Jeloljiik ki a térben az origét, és tekintsiik azt az
e egyenest, melynek irdnyvektora v, és amely dtmegy azon a ponton,
melybe az ry vektor mutat. Vilagos, hogy az e egyenes barmely pontja-
ba mutato r vektor el6all ry + tv alakban, ahol t valds szam, és az e-re

nem illeszked& pontokra ez nem &ll. Igy igaz a kovetkezé allitas:

2.15. ALLITAS (TERBELI EGYENES EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). A hd-
romdimenzids tér minden egyenesének van

r=rg+tv (2.12)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii egyenlet eqy egyenes egyen-
lete, ahol v az egyenes egy irdnyvektora, és 1y egy tetszbleges, de rogzitett
pontjdba mutaté vektor.

Itt nem tudjuk a paramétert egyetlen vektoregyenletben kikiiszobol-
ni, de az explicit egyenletrendszerré valé atirds megy, ha felvesziink
egy koordindtarendszert, melyben r = (x,y,z), 1oy = (xo0,Y0,20) és
v=(ab,c):
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2.16. ALLiTAs (TERBELI EGYENES EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A tér
minden egyenesének van

X = Xxg +at
Yy =yo+bt (2.13)
zZ = zg + ct

alaki egyenletrendszere, ahol (a,b,c) az eQyenes egy irdnyvektora, és
(x0,Y0,20) az egyenes egy tetszbleges rogzitett pontja.

A fenti explicit (paraméteres) egyenletrendszerb6l a paraméter ki-
kiiszobolhet6. Ha az a, b és ¢ szdmok valamelyike 0, akkor a neki
megfeleld fenti egyenletben méar nem szerepel ¢, akkor nincs is mit
tenntink. Ha legalabb két egyenletben szerepel ¢, akkor mindegyikbd&l
kifejezve t-t, majd egyenlévé téve Sket paraméter nélkiili egyenleteket
kapunk. Példaul ha 4, b és ¢ egyike sem 0, akkor

X — X0 y—y():Z—ZQ

= =
a b c

A t-t elhagyva val6jaban harom egyenletet kaptunk:

X—X0 _Y—Yo X—Xp0  Z—2Z2p Y—Yo Z—2p

a b a c b c

Annak az egyenletnek nincs értelme, amelyikben a nevez6 0, de a ne-
vezbkkel valé bévités utan kapott

b(x —x0) =aly—vo), c(x—x0)=a(z—z), c(y—1yo)=>b(z—z)

egyenletek mindegyike korrekt akkor is, ha 0 valamelyik egyiittha-
t6. E harom egyenlet hdrom sik egyenlete, melyek metszésvonala az
adott egyenes. Kivétel az az eset, amikor az egyik egyenlet 0 = 0 ala-
ki, ilyenkor a mésik két egyenlet egy-egy sik egyenlete. Egy egyenes
azonban megadhat6 két sik metszésvonalaként, igy adédik a kovetke-
z6 tétel, melynek bizonyitdsat feladatként ttizziik ki (Id. 2.3. feladat):

2.17. ALLITAS (TERBELI EGYENES IMPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A tér
minden egyenesének van két egyenletbdl dllo eqyenletrendszere. Ha az egye-
nes egy irdnyvektora (a,b,c), akkor a két egyenlet az aldbbi hdrom koziil
barmelyik kettd, amelyik nem 0 = 0 alakii:

b(x —xo) = a(y — yo)

c(x —x) = a(z — zo) (2.14)

c(y —yo) = b(z — zo)
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> A (2.14) egyenletrendszer a kovetkez6 alakba is atirhato:

bx —ay = bxg — ayy
cx —az = cxy —azy (2.15)

cy —bz= cyo — bz

Errél konnyen leolvashat6, hogy ha pl. a # 0, akkor a masodik egyen-
let b-szeresébdl kivonva az elsé egyenlet c-szeresét, a harmadik egyen-
let a-szorosat kapjuk. Hamarosan latni fogjuk, hogy eszerint a harma-
dik egyenlet elhagyhat6, anélkiil, hogy az egyenletrendszert kielégitd
pontok halmaza megvéltozna.

2.18. PELDA (TERBELI EGYENES EGYENLETRENDSZEREI). [rjuk fel annak
az egyenesnek az explicit és implicit egyenletrendszerét, mely dtmegy az
A(1,3,4) ésa)a B(3,3,1), illetve b) a C(5,5, —2) ponton.

MEGOLDAS. a) Az A és B pontot 9sszekots vektor = (2,0, —3). Innen
az egyenes explicit egyenletrendszere

x=1+4+2t
y=3
z =4 —13t,

melynek madsodik egyenlete, y = 3, egy xz-sikkal parhuzamos sik
egyenlete. A masik két egyenletbdl kikiiszobolve t-t, egy masik sik
egyenletét kapjuk. Az egyenes ennek a két siknak a metszésvonala.
Az els6 egyenletbdl t = 1(x — 1), a harmadikbol t = —1(z — 4) ezért
3x 42z = 11. Igy az el6z6 egyeneshez a kovetkez6 implicit (paraméter
nélkiili) egyenletrendszer tartozik, mely két sik egyenletébdl all:

3x +2z=11
y = 3.

b) Az A és C pontot Osszekotd vektor itt = (4,2, —6). Innen az
egyenes explicit egyenletrendszere

x =144t
y=3+2t
z =4 — 6t.

Mindegyik egyenletbdl kifejezve t-t kapjuk, hogy

x—1 y-3 z-4

t= .
4 2 —6

Ez a kovetkez6 harom sik egyenletét adja:

x-1 y-3 z—-4 x-1 y-3 =z-4

4 27 -6 47 2 —6
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Atrendezve
x—2y =-5
3x +2z= 11
3y+ z= 13.

E harom sik koziil barmely ketté meghatdrozza az adott egyenest, igy
e hdrom egyenlet koziil barmely kett6 az egyenes (implicit) egyenlet-
rendszere. O

Térbeli pont eqyenletei  Csak a teljesség és az analogidk megértése célja-
bél vizsgdljuk meg a tér egy pontjdnak lehetséges egyenleteit. A térbeli
(x0,Y0,z0) pont explicit egyenletrendszere, illetve vektoregyenlete:

X = Xg x X0
y =1y, illetve vyl = |yo|-
z=2zp z 20

Az explicit egyenletrendszert implicit alaknak is tekinthetjiik, ekkor
harom — a koordinétasikokkal parhuzamos — sik egyenletét latjuk, me-
lyek egyetlen kdzos pontban metszik egymadst.

X = X0 x+0y+0z = xg
y =1y, vagy minden egyiitthatét kifrva Ox 4+ y+ 0z = yp.
z= zg Ox+0y+ z= 2o

A sikbeli esethez hasonléan egy pont implicit egyenletrendszerének te-
kinthetnénk harom egyenletet, melyek egymadst az adott pontban met-
sz6 egy-egy sik egyenletei. Tehat mondhatjuk, hogy a pont implicit
egyenletrendszerének &ltaldnos alakja:

Aix+Biy+Ciz=Dq
Apx + Boy + Coz = Dy
Aszx 4 B3y + C3z = D3.

Itt is 6vatosnak kell lenniink, mert nem minden ilyen alaki egyen-
letrendszer egy pont egyenletrendszere. Példdul harom sik metszheti
egymadst egy egyenesben, de parhuzamos sikok esetén az is el6for-
dulhat, hogy nincs koz6s pontjuk. E kérdés vizsgélatdra visszatériink
a 2. fejezetben.

Egyenletek R"-ben Az egyenes és a sik explicit vektoregyenlete R"-
ben is ugyanolyan alakt, mint R3-ben, azaz az egyenes explicit vek-
toregyenlete r = rg + tv, a siké r = rp 4 su + tv alakd.
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2.19. PELDA (EGYENES £S SfK EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). [rjuk fel az
A(1,1,1,1), B(2,3,2,4) pontokon dtmend egyenes, valamint az A, B és
C(3,2,1,0) pontokon dtmend sik explicit vektoregyenletét!

Mecorpis. Az AB = (1,2,1,3) és az AC = (2,1,0,—1) vektorok se-
gitségével azonnal folirhaté az egyenes és a sik egyenlete is:

1
+t +t .

, illetve +s

IS S I
ISR N IS
|

1
2
1
3

e e
W = N =
e e

-1 O

A sikbeli egyenes és a térbeli sik vektoregyenlete n-r = c alak.
E két esetben ez az egyenlet az n-dimenziés tér egy n — 1-dimenzids
alakzatanak egyenlete (n = 2,3). A késébbiekben latni fogjuk, hogy
ez altalaban is igaz, de e pillanatban még a dimenzié fogalmat sem
definialtuk, ezért egyel6re csak nevet adunk ennek az alakzatnak. Az
R" térben n # 0 esetén az n-r = c egyenletet kielégit6 r vektorok
végpontjainak halmazat hipersiknak nevezziik. Koordindtés alakban

ax1 +axxy 4+ ... +apx, =g,

ahol n = (ay,ay,...,a,) a hipersik normdlvektora (1d. 2.1. feladat), r =
(x1,x2,...,x,) a hipersik egy tetsz6leges pontjdba mutaté vektor.

A kovetkez6 tablazat osszefoglalja geometriai alakzatoknak a tovab-
biak szempontjdbodl legfontosabb egyenleteit.

Explicit Implicit
vektoregyenlet  egyenlet(rendszer)
egyenes r=rg+tv Ax+By=C
Sikban pont r=rg Aix+ By =C;
Axx + By = Cy
stk r=ry+su+tv Ax+By+Cz=D
egyenes r =1+ tv Aix+Biy+Ciz=D;
Térben Axx + By +Coz =D
pont r=rx Aix+ By +Ciz =Dy
Apxx + Boy + Coz = Dy
Azx + B3y + C3z = D3
hipersik = ??? a1x1 + axxp 4+ ...+ apx, =b
R"-ben sik r=ry+sut+tv ???
egyenes r =1+ tv 7?

pont r=r1g 7?

2.1. tdbldzat: Geometriai alakzatok
egyenletei: az R"-beli egyenletek koziil
tobbet még nem ismertink, ezeket harom
kérdgjel jelzi, de arra biztatjuk az Olva-
s6t, hogy az analégia fonaldn haladva fo-
galmazza meg sejtéseit.
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Feladatok 2.2. Igazoljuk a sik implicit vektoregyenletére vonatkozé
2.11. allitast.

2.1. Mutassuk meg, hogy R" egy tetszbleges n-r = ¢

egyenlet(i hipersikjanak barmely két pontjat 6sszekoté vek-  2.3. Igazoljuk a térbeli egyenes implicit egyenletrendszeré-

tor mer6leges n-re. re vonatkoz6 2.17. allitast!
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A linedris egyenletrendszer és két modellje

E szakasz témdja a linedris egyenletrendszerek fogalma és a linedris egyenlet-
rendszer megolddsdnak két geometriai interpretdcidja: hipersikok metszetének

meghatdrozdsa és egy vektor linedris kombindcioként valé elddllitdsa. A szd-
mitdsok kényelmes konyuvelésére bevezetjiik a mdtrix fogalmdt.

P

Linedris egyenlet és egyenletrendszer Az el6z rész végén lattuk, hogy
a sikbeli egyenes egyenletének &ltalanos alakja Ax + By = C, ahol A,
B és C konstansok. Ennek altalanositdsaként jutunk a linedris egyenlet

fogalméhoz.1 * Linedris: a vonalas jelentésti latin linearis
sz6b6l ered, mely a lenfonal, horgdszzsi-
2.20. DEFINiCIé (LINEARIS EGYENLET). AZ nor, atvitt értelemben UOVlﬂl, hatdrvonal

jelentésti linea (linea) sz6 szarmazéka.
A matematikaban egyenessel kapcsolatba
hozhaté, illetve elséfokii értelemben szo-
kés haszndlni.

axy+axx,+---+ayx, =b (2.16)

alakra hozhaté egyenletet az xq, xo...x, ismeretlenekben linedris egyen-
letnek nevezziik, ahol aq, ay,. .. és a,, valamint b konstansok. Az aq, as,. ..
és a, konstansokat az egyenlet egytitthatéinak, b-t az egyenlet konstans
tagjanak nevezziik.

» Példaul az alabbi egyenletek linedrisak:
1
x—2y=1, En—w6@+w5—nn3za acos0.87 — 0.15¢ = 0.23.

» A kovetkez6 egyenletek nem linearisak az x, i és z ismeretlenekben:

xz—y=0, x+2y=3, xsinz+ycosz+y=2%

viszont mindegyikiik linedris az x és y ismeretlenekben, hisz ekkor z
paraméter, melynek barmely értéke mellett linearisak az egyenletek.
> Az

x=y, x=3-y+2z

egyenletek az x, y és z ismeretlenekben linedrisak, mert azonos 4atala-
kitassal a definiciébeli alakra hozhatok:

x—y+0z=0, x+y—2z=23.

» Masrészt az

Z+l12-0
egyenlet nem linedris, mert a z-vel val6 beszorzds nem azonos atalaki-
tas, tehat a linedris x + y + 2z = 0 egyenlettel nem ekvivalens.
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Linedris egyenletek egy véges halmazat linedris eqyenletrendszernek
nevezziik. Az egyenletrendszer ismeretlenei mindazok az ismeretle-
nek, amelyek legaldbb egy egyenletben szerepelnek. Ha egy isme-
retlen egy egyenletben nem szerepel, akkor tgy tekintjiikk, hogy 0 az
egytitthatéja. A jobb attekinthet6ség kedvéért az egyenletrendszereket
ugy irjuk fel, hogy az ismeretlenek mindegyik egyenletben ugyanab-
ban a sorrendben szerepeljenek. Egy egyenletrendszer egy egyenletbdl
is allhat.

» Linedris egyenletrendszerek példdul a kovetkezok:

3x— y=2 X1 =3
—x+2y==6 X2 =1 2x=3y+z—w=6. (2.17)
x+ y=6 x3 =4

» Elképzelhetd, hogy egy egyenletrendszer azonos atalakitasa kozben
olyan egyenletet kapunk, melyben minden egytitthaté 0, azaz amely
0 = b alaki. Az is lehet, hogy egy egyenletrendszerben egyes egytitt-
haték paraméterek. Ilyenkor tudnunk kell, mely véltozok az ismeret-
lenek, melyek a paraméterek. Igy a kovetkezd egyenletrendszerek is
linedrisak az x és y ismeretlenekben:

ax+ y=2a e y=0 xty=1

1 —x+2y=0 (2.18)
x—-y= 0 0=2.

a 0=0

Mindezek utan folirjuk az egyenletrendszer altaldnos alakjat:

2.21. DEFINICIO (LINEARIS EGYENLETRENDSZER). Linedris egyenlet-
rendszeren ugyanazokban a vdltozékban linedris egyenletek egy véges hal-
mazdt értjiik. Altaldnos alakja m eqyenlet és n ismeretlen esetén

a11x1 + apxo+...+ apx, = by

a1X1 + axnxy + ...+ ayxXy = bz
(2.19)

A1 X1 + QX2 + oo A A Xy = by,

ahol x1, x3,... X, az ismeretlenek, ajj az i-edik egyenletben az X ismeretlen
egyiitthatojdt jeloli, és b; az i-edik egyenlet konstans tagja. Ha mindegyik
egyenlet konstans tagja 0, a linedris egyenletrendszer homogén, ha csak egy
is kiilonbozik 0-t6l, inhomogén.

» A (2.17) egyenletrendszerei mind inhomogének, mig a (2.18) kozép-
s6 egyenletrendszere homogén.

A konzisztes sz6 jelentése: bels6 ellent-
mondast6l mentes. Egyéb jelentései: szi-
lard, stirti, tomott, tomor, tartalmas, egy-
séges, kovetkezetes. A latin consistens
sz6bol ered, melynek jelentése helytéllé.
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2.22. DEFINiCIO (LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA). Azt
mondjuk, hogy a rendezett (uy,uy, ..., uy,) szim-n-es megolddsa a (2.19)
egyenletrendszernek, ha megolddsa minden egyenletnek, azaz ha minden
egyenletet kielégit az x1 = uy, Xxp = uy,..., Xy = Uy, helyettesitéssel. Ha e
szdm-n-est vektornak tekintjiik, megoldasvektorrol beszéliink. Az dsszes
megoldds halmazit az egyenletrendszer megoldashalmazdnak nevezziik.
Egy egyenletrendszert konzisztensnek (vagy megoldhaténak) neveziink,
ha megolddshalmaza nem iires. Ellenkez0 esetben az egyenletrendszer in-
konzisztens (nem megoldhato).

» A (2.17) egyenletrendszereinek egy-egy megoldasa: (x,y) = (2,4),
(x1,x2,x3) = (3,1,4), (x,y,z,w) = (2,0,2,0). A harmadik egyenlet-
rendszernek tébb megoldésa is van, példadul egy masik megoldas az
(x,y,z,w) = (3,0,0,0).
> A (2.18) els6 egyenletrendszerének megoldésa (x,y) = (1,a), a mé-
sodiké (x,y) = (0,0). A harmadik egyenletrendszernek nincs megol-
désa, hisz nincs olyan x és y érték, melyre foénndllna a Ox + Oy = 2
egyenlség.
» Altaldban, a

Ox14+0xp 4+ -+ -+ 0x, =

egyenletnek minden szdm-n-es megoldasa, mig a

Ox;+0xp+---4+0x,=b, (b#0)

egyenletnek egyetlen megoldésa sincs.

Ekvivalens linedris egyenletrendszerek  Tekintsiik az alabbi harom egyen-
letrendszert:

x+ y=3 x+y=3 x =2

(2.20)
x+2y=4 y=1 y=1

Mindhédromnak (x,y) = (2,1) az egyetlen megoldasa.

2.23. DEFINICIO (EKXVIVALENS EGYENLETRENDSZEREK). Azonos ismeret-
lenekkel felirt két eqyenletrendszert ekvivalensnek neveziink, ha megoldd-
saik halmaza azonos.

2.24. TETEL (EKVIVALENS ATALAKITASOK). Az aldbbi transzformdciék
minden egyenletrendszert ekvivalens egyenletrendszerbe visznek dt:

1. két eqyenlet felcserélése;

2. egqy egyenlet nem nulla szdmmal vald szorzdsa;

3. egy egyenlet konstansszorosdnak egy mdsikhoz addsa.

Ezen kiviil

4. egy 0 = 0 alakii egyenlet elhagydsa

is ekvivalens dtalakitds, de ez egqyel csokkenti az egyenletek szdmidt.

Ha egy egyenletrendszer tobb egyenlet-
bl éll, mint ahany ismeretlene van, tiil-
hatdrozottnak nevezziik, mig ha kevesebb
egyenletbdl all, alulhatdrozottnak. E fo-
galmak idénként félrevezetd megfogal-
mazasokhoz és téves kovetkeztetésekre
vezetnek, ha az az elképzelés alakul ki,
hogy a tulhatarozottsdg azt jelenti: az
egyenletek (a feltételek) mar ,tdl sokan”
vannak ahhoz, hogy akar csak egy szam-
n-es is kielégitse. Kés6bb latni fogjuk,
hogy ezzel ellentétben nem a ,tal sok”
egyenlet, hanem az egymasnak ellent-
mondé egyenletek okozzdk az inkon-
zisztenciat. Hasonloképp az alulhatéro-
zottsdg nem jelenti azt, hogy sziikség-
képpen tobb megoldés is van. Alulha-
tarozott egyenletrendszer is lehet inkon-
zisztens. Egyediil annyi mondhato¢: alul-
hatarozott egyenletrendszernek nem le-
het csak egyetlen megoldasa.
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BizoNyiTAs. Az els6 kett6 és a negyedik atalakitas nyilvanval6an nem
valtoztatja meg a megolddsok halmazat (a negyedikkel kapcsolatban
lasd a 2.11. feladatot). Nézziik a harmadik 4talakitast. Tekintsiik az ere-
deti egyenletrendszer egy megolddsat, és azt az 1ij egyenletrendszert,
melyet az i-edik egyenlet c-szeresének a j-edikhez addsaval kapunk.
Vilagos, az 4talakitds el6tt is elvégezhetjiik a behelyettesitést, akkor
viszont egy kielégitett egyenl6ség konstansszorosat adjuk egy masik-
hoz, ami igy ugyancsak ki lesz elégitve. Tehat az eredeti egyenletrend-
szer minden megoldésa az djnak is megolddsa. Mdsrészt viszont az tj
egyenletrendszer minden megolddsa az eredetinek is megoldésa, hisz
az visszakaphato az 1jbdl az i-edik egyenlet —c-szeresének a j-edikhez
adasaval. Vagyis a két megoldashalmaz megegyezik. Tehét ez az at-
alakitds is ekvivalens. O

Muitrixok Az egyenletrendszer megolddsaban az ekvivalens atalaki-
tdsok sordn a mfiveleteket csak az egyenletrendszer egyiitthatéival és
konstans tagjaival végezziik, ezért az egyenletrendszer megolddsainak
lépéseit elég csak egy olyan tabldzaton elvégezni, mely az egyiittha-
tokat és a konstansokat tartalmazza. Az ilyen szamtabldzatokat mit-
rixoknak nevezziik, ezekkel késébb kiilon fejezetben foglalkozunk. A
matrixba irt szdmokat a mdtrix elemeinek nevezziik.

A mitrix méretének jellemzéséhez mindig el6bb a sorok, majd az
oszlopok szamat adjuk meg, tehat egy m X n-es matrixnak m sora és n
oszlopa van. Egy ilyen métrix 4ltaldnos alakja:

a4 A1n

a1 a2 A
A =

Aml Am2 -+ Amn

A matrixokat® altalaban nagy bettivel jeloljiik, e konyvben — kovetve
a miiszaki nyelv szokdsait — félkdvér nagy betfivel. A matematikaban
elterjedt az a szokds, hogy a matrixot jel6l6 nagy bettivel azonos kis
bettik jelolik a matrix elemeit, tehat A elemei a1, a12.... A fenti mat-
rixra szokds még a tomorebb

A = [ajjlmxn vagy egyszerlien az A = [a;j]

jelolést haszndlni. Sokan haszndlnak szogletes helyett kerek zaréjelet
a matrixok jelolésére.

Mindig az els6 index jeldli a sor, a masodik az oszlop szamadt, tehat
ay3 a 2-dik sor 3-adik oszlop keresztez6désében 4ll6 elemet jeloli. Idén-
ként, a félreérthetdség elkertilésére a;; helyett a; -t irunk (pl. a,,,,1).

A matrix fodtlojdba azok az elemek tartoznak, amelyek ugyanannyi-
adik sorban vannak, mint ahdnyadik oszlopban, azaz a példaul a fenti
matrixban a f64tl6 elemei a1, az),. . ..

Mitrix: a latin mater (mater) (anya, szii-
l6anya, forrds) sz6 szadrmazéka a mat-
rix (matrix), melynek jelentése az eurd-
pai nyelvekben a kovetkez6 valtozaso-
kon ment at: anyadllat, vemhes dllat, anya-
méh, bezdrt hely, ahonnan valami kifejlédik,
bezdrt, koriilzdrt dolgok sokasdga, tombje.
Jelentése az élettanban méh, a geoldgi-
dban finomszemcsés k6, melybe fosszi-
liak, kristdlyok, dragakovek vannak zar-
va, az anatémidban a kormot, fogat ki-
alakit6 szovet.

* A programnyelvekben - ellentétben a
matematikéval — a kisbettivel /nagybetti-
vel val6 jelolésnek nincs a matrixot az
elemétdl valé megkiilonboztets szerepe.
A legtobb magasszint{i nyelvben az A-val
jelolt matrix (informatikai sz6hasznalat-
tal tomb) i-edik sordnak j-edik elemét
Ali,j] vagy A(i,j) jeloli. Az alacso-
nyabb szintli C-tipust nyelvekben nincs
2-dimenzids témb, a matrixot egy olyan
1-dimenziés tomb reprezentalja, mely-
nek minden eleme 1-dimenziés tomb,
igy Ali] az i-edik sort, A[1]1[j] az i-edik
sor j-edik elemét jeloli. A matrix ala-
pu nyelvekben egy matrix egy sorvekto-
ra vagy oszlopvektora konnyen kiemel-
hetd, pl. az A matrix 2. sordt az A(2,:),
3. oszlopét a A(:,3) koéddal érhetjiik el.
Sok programnyelvben a tombok eleme-
it nem 1-t61, hanem 0-t6l indexelik, ilyen
példaul a C és a Python is.
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A vektorokat is szokds mudtrix jeloléssel, mdtrix alakban, azaz egy 1-
soros vagy 1-oszlopos madtrixszal leirni — ahogy azt az els6 fejezetben
mi is tettiik. Az n x 1-es matrixot oszlopvektornak vagy oszlopmitrixnak,
az 1 x n-es métrixot sorvektornak vagy sormdtrixnak is szokds nevezni.
Annak a kérdésnek az eldontése, hogy egy n-dimenziés vektort sor-
vagy oszlopvektorral reprezentaljunk, dontés (szokds, izlés) kérdése.
Manapsdg jobban el van terjedve a vektorok oszlopvektoros jelolése,
ezért e konyvben alapértelmezésként mi is ezt a jelolést fogjuk hasz-
nalni, de egyes témédknal a masik hasznalatat is bemutatjuk. Igy tehat
az (1,2) vektornak megfelel sorvektor és oszlopvektor alakja

[1 2} , illetve H )

amelyek koziil, ha mast nem mondunk, az utébbit fogjuk a vektor
matrixos jeloléseként hasznélni.

Altalaban a; jeloli az A matrixb6l kivalaszthato j-edik oszlopvek-
tort, ha csak oszlopvektorokkal dolgozunk. Ha sor- és oszlopvektorok
is egylitt szerepelnek, az i-edik sorvektort a;,, a j-edik oszlopvektort
a,; jeldli 6sszhangban az elemek indexelésével. Ehhez hasonlé jelolést
haszndlnak a matrix alapt nyelvek is (Id. a széljegyzetet). Az A mat-
rix i-edik sordra az (A);,, j-edik oszlopdra az (A),;, elemére az (A);;
jelolés is haszndlatos.

2.25. PELDA (MATRIXOK ES ELEMEIK). Ha

1 2 3
4 5 7

C=

],akkorc23:7, C) = Cyp = [ﬂ, Coy = {4 5 7}.

Egyenletrendszer mdtrixa és bovitett mdtrixa Az egyenletrendszer egyiitt-

2 .z

hatémdtrixa az egyenletek egytitthatéit, mig bdvitett métrixa, vagy egy-
szerfien csak mdtrixa az egyenletek egytitthat6it és konstans tagjait tar-

payy

talmazza. Az attekinthet6ség érdekében a bovitett matrixban egy fiig-
gbleges vonallal valaszthatjuk el az egytitthatékat a konstans tagoktol.

Py

A 2.21. definicidbeli altalanos alak egytitthat6- és bévitett matrixa:

ayy a ... Ay aip A4 ... A4y | b
an1 any . Aoy an1 any e Ay b2
Aml Am2  --- Gmn Aml  Am2 Amn | b

A gyakorlatban nagy méretti egyenletrendszereket, s igy nagy mé-
retti matrixokat is kezelni kell. Ha elemeik nagy része 0, ritka mdtrixok-

nak nevezziik. A nem ritka matrixokat sfirfinek nevezziik. El6bb a kis
méret(i stiri matrixokra hatékony médszerekkel ismerkediink meg.

VEKTOROK MAGYAR IRODAI és éltalanos
iskoldban haszndlt jelolése — a tizedes
vessz8 haszndlata miatt — pontosvessz6t
tesz a vektor koordindtdi kozé elvdlaszto-
jelként. Magyar nyelvii felsébb matema-
tika szovegekben ez nem szokds, mi is
elkertiljiik, és tizedespontot, vektor ko-
ordinatdi kozt vessz6t hasznalunk. Ve-
gylik észre, hogy vektorok sorvektorral
(sormétrixszal) val6 megadasndl irasjelet
nem hasznélunk, csak sz6kozzel valaszt-
juk el a koordinatékat!
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2.26. PELDA (MATRIX HASZNALATA A MEGOLDASHOZ). Oldjuk meg a
kovetkez8 egyenletrendszert!

2x+3y+2z2=7
x+ y+ z=3
2x+2y+3z=6

MEGOLDAs. Két lehetséges megoldast mutatunk. A (2.20) egyenlet-
rendszereinél latott utols6 két egyszertibb alak elérése a cél. El6szor
irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat!

2x+3y+2z=7 2 3 2|7
x+ y+ z=3 I 11]3
2 2 3|6

2x+2y+3z=6

Kicseréljiikk az els6 két egyenle-
tet:

Kicseréljiik az els6 két sort:

x+ y+ z=3
2x+3y+2z=7

111
2 3 2
2x+2y+3z=6 223

AN NN W

Az els6 egyenlet 2-szeresét ki-
vonjuk a masodik, majd a har-
madik egyenletb6l (azaz —2-
szeresét hozzdadjuk a masodik
majd a harmadik egyenlethez).

Az els6 sor kétszeresét kivon-
juk a mésodik és harmadik sor-
bél (azaz az els6 sor —2-szeresét
hozzdadjuk a madsodik majd a
harmadik sorhoz).

x+y+z=3 11 1|3
2 =0 0 0 1|0

Az egyenletrendszerrdl azonnal leolvashaté y és z értéke. Ezeket az el-
s6 egyenletbe helyettesitve megkapjuk x értékét is, nevezetesen x 4y +
z =3, azaz y = 1 és z = 0 behelyettesitése utan: x + 1+ 0 = 3, vagyis
x = 2. Masik megoldasi médszerhez jutunk, ha a visszahelyettesités
helyett folytathatjuk az ekvivalens 4talakitdsok sorozatat:

Kivonjuk a médsodik, majd a har-  Kivonjuk a mésodik, majd a har-

madik egyenletet az elsbdl: madik sort az els6bdl:

x =2 1 0 02
y =1 01 01
=0 0 0 110

Igy olyan alakra hoztuk az egyenletrendszert, illetve a b&vitett matri-
xot, amib&l azonnal leolvashaté a megoldas: (x,y,z) = (2,1,0). O
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Sormodell: hipersikok metszete A linedris egyenletrendszerek szemlél-
tetésére két geometriai modellt mutatunk, melyek segiteni fognak az
altalanosabb fogalmak megértésében, szemléltetésében.

Tudjuk, hogy a kétvaltozods linedris ax + by = c egyenletet kielégitd
pontok halmaza egyenest alkot, ha a és b legaldbb egyike nem 0. (Ha
a =b = c =0, akkor az egyenlet alakja 0x + 0y = 0, azaz 0 = 0, ami
minden (x,y) szdmpdrra fenndll, tehdt a megolddsok halmaza a sik
Osszes pontjanak halmazaval azonos. Haa = b = 0, de ¢ # 0, akkor az
egyenletnek nincs megolddsa, a megoldashalmaz tires.)

2.27. PELDA (SORMODELL KET KETISMERETLENES EGYENLETTEL). Abrd-
zoljuk az aldbbi egyenletrendszereket és megolddsukat a sormodellben!

x+ y=3 x+2y=3 x+2y=3
az ésaz
x+2y=4 2x +4y =7 2x+4y =6

MEGOLDAS. Az els6 egyenletrendszer szerinti dbra egy metsz6 egye-
nespdrt tartalmaz. Metszéspontjuk a megoldas. Ezt a 2.6 abra fels6
rajza mutatja. Oldjuk meg az egyenletrendszert! A megoldas kdzben
két Gjabb egyenletrendszert kapunk:

x+ y=3 x+y=3 x =2
= =
x+2y=4 y=1 y=1

A 2.6 dbréan az igy kapott egyenletrendszerek sormodell szerinti abrait
is megrajzoltuk.

A mésodik egyenletrendszerben két parhuzamos egyenes egyenlete
szerepel. Ezeknek nincs kozos pontjuk, igy az egyenletrendszer nem
oldhaté meg. Ha az els6 egyenlet kétszeresét kivonjuk a mdsodikbdl,
az ellentmondé 0 = 1 egyenletet kapjuk, vagyis igy is arra jutottunk,
hogy az egyenletrendszer nem oldhaté meg. Valéban, a Ox +0y = 1
egyenletet kielégité pontok tires halmazt adnak.

A harmadik egyenletrendszer egyenleteihez két egybeest egyenes
tartozik. Az egyenletrendszer megolddshalmaza tehat ennek az egye-
nesnek a pontjaibdl 4ll.

Ha az els6 egyenlet kétszeresét kivonjuk a masodikbdl, ittegy a 0 =
0 egyenletet kapjuk, amely igy elhagyhat6. A megmaradé x +2y = 3
egyenlet Osszes megoldédsa paraméteres alakba irva példaul (x,y) =
(3 —2t1). O

» Hasonléan szemléltethetd a 3-dimenzids térben a haromismeretle-
nes egyenletrendszerek megolddsa. Folsoroljuk a hdrom haromisme-
retlenes egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszerre vonatkozo lehet&ségeket:
* Ha a harom egyenlettel meghatarozott harom sik &ltaldnos helyze-

tti, akkor az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van (Id. 2.8.

Egyenletrendszer megolddsanak szem-
l¢ltetése a sormodellben j6l nyomon k-
vethet6 a SagePlayer sormodell cimfi de-
monstraciéjan. Ott sajat b&vitett matri-
xokkal is lehet kisérletezni.

2.6. dbra: Egyenletrendszer megoldésa-
nak szemléltetése

7

2.7. dbra: A megoldds szemléltetése, ha
a két egyenlet egyikének bal oldala nul-
lava tehetd


http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/Sormodell/
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(a) dbra). Példaul a 2.26. példdban szerepl6 egyenletrendszernek
egyetlen megoldésa van: (x,y,z) = (2,1,0).
Lehet, hogy a harom sik metszete egy egyenes. Ilyen példaul a

2x+ y+2z=5
x+ y+ z=3
3x+2y+3z=38

(2.21)

egyenletrendszer. Ekkor a hdrom normalvektor egy sikba (de nem
egy egyenesbe) esik. Itt példdul a normaélvektorok kozt fenndll a

(2,1,2) + (1,1,1) — (3,2,3) =0

Osszeftiggés. Ugyanez a linearis kapcsolat all fonn az egyenletek
kozt is, vagyis a harmadik egyenlet az els6 kett6 Osszege, ami azt
jelenti, hogy a harmadik egyenlet el is hagyhato.
Valtoztassuk meg a fenti egyenletrendszer harmadik egyenletének
konstans tagjat:
2x+ y+2z=5
x+ y+ z=3
3x+2y+3z=9

(2.22)

Ennek sormodell szerinti dbrdja harom olyan sikot tartalmaz, me-
lyek parhuzamosak egy egyenessel, de nincs kozos pontjuk, mint
az a 2.9. (b) dbran lathat6. Ha kivonjuk az els6 és masodik egyen-
letet a harmadikbdl, akkor az ellentmondé 0 = 1 egyenletre jutunk,
mig az imént a 2.21 egyenletrendszer esetén az elhagyhat6 0 = 0
egyenletet kaptuk. Ennek oka, hogy bar a normaélvektorok kozt
ugyanaz a linedris kapcsolat van mint az imént (egy sikba esnek),
az egyenletek linerisan fiiggetlenek! Altaldban is igaz, nincs meg-
oldésa az olyan egyenletrendszereknek, ahol bizonyos normalvek-
torok linedrisan Osszeftiggbk, de a hozzdjuk tartoz6 egyenletek mar
nem. Gondoljuk meg, ilyen eseteket mutat a 2.9. (a) dbra is.

Végiil tekintsiik az

x+ y+ z=3
2x +2y+2z=16
3x+3y+3z2=9

(2.23)

egyenletrendszert! Lathatd, hogy a masodik és a harmadik egyenlet
az els6 konstansszorosa, azaz ugyanannak a siknak az egyenletei, az
egyenletrendszer tehdt ekvivalens az egyetlen x + v 4z = 3 egyen-
letb6l 4116 egyenletrendszerrel. Az y-nak és z-nek tetsz6leges értéket
vélasztunk, példdul legyen y = s, z = t, akkor x = 3 —y — z, azaz
x =3 —s—t. gy az osszes megoldas: (x,y,z) = (3 —s —t,s,t). Ezt

(a) Harom altalanos helyzetti sik:
egyetlen megoldas

b

(b) Egy egyenesen dtmend, de nem csu-
pa azonos sik: végtelen sok megoldas, a
megoldésok egy egyenest alkotnak

y

(c) Azonos sikok: végtelen sok megol-
das, a megoldésok egy sikot alkotnak

2.8. dbra: Konzisztens (megoldhat6)
egyenletrendszerek dbrdzoldsa (a megol-
dashalmazt kék szin jelzi)

<

(a) A sikok koziil legalabb kett6 parhu-
zamos, de nem azonos.

.

&
(b) Egy egyenessel parhuzamos, de

egymdssal nem parhuzamos és kozos

egyenest sem tartalmazé hdrom sik.

2.9. dbra: Nem megoldhat6 egyenlet-

rendszerek szemléltetése
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oszlopvektorokkal folirva kapjuk, hogy a megoldas

X 3 -1 -1
y| = 10| +s 1| +¢t| 0f.
z 0 0 1

Ez a 2.8. (c) dbra szerint eset.
» A 2-és 3-dimenzis esetek analdgidjéra kialakithatunk egy elképze-
lést az n-dimenzids esetre is. Itt minden egyenlet megoldashalmaza a
tér egy hipersikja, kivéve a 0 = 0 egyenletet, mert annak megolddshal-
maza az egész tér, és a 0 = 1 egyenletet, mert annak megoldashalmaza
az tireshalmaz.

2.28. ALLITAS (SORMODELL). Ha egy n-ismeretlenes egyenlet bal olda-
ldn nem minden egyiitthato 0, akkor az egyenletet kielégitd pontok (azaz az
egyenlet megolddsai) eqy hipersikot alkotnak R"-ben. Ha eqy n-ismeretlenes
egyenletrendszer m ilyen egyenletbdl dll, akkor az egyenletrendszer megol-
ddsa a nekik megfelel6 m hipersik kozos része R"-ben.

Az m egyenlet a skalaris szorzas segitségével tomorebb alakban is
folirhat6. Az m X n-es A egylitthatématrixt linedris egyenletrendszer
i-edik egyenletének alakja

apXy +apxy + -+ apxXn = bj.

Ha aj, jeloli az A matrix i-edik sorvektorét, és x az ismeretlenek vek-
torat, akkor az el6z6 egyenlet a kovetkezd alakot 6lti:

aj, - x=D0,. (2.24)

Ez kiilonosen akkor lesz érdekes, ha homogén lineéris egyenletrend-
szereket fogunk vizsgalni, mert ott mindegyik egyenlet a;, - x = 0 ala-
kot 6lt, ami azt jelenti, hogy olyan x vektort keresiink, mely meréleges
az a;, vektorok mindegyikére.

Oszlopmodell: vektor elddllitdsa linedris kombindcicként E modellben az
egyenletrendszerre gy tekintiink, mint egy olyan vektoregyenletre,
amelyben egy vektort kell el6allitani adott vektorok linearis kombina-
cidjaként. Példdul a 2.27. példabeli

x+ y=3
x+2y=4

egyenletrendszer ekvivalens az

Az oszlopmodell 1épései j61 nyomon ko-
vetketSk a SagePlayer oszlopmodell ci-
ml demonstracidjan. Ott sajat bovitett
matrixokkal is lehet kisérletezni.


http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/Oszlopmodell/
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vektoregyenlettel. Itt az a feladat, hogy megkeressiik az (1,1) és (1,2)
vektoroknak azt a linedris kombindcidjat, amely egyenl6 a (3,4) vek-
torral.

2.29. PELDA (OszLOPMODELL). Abrdzoljuk a 2.27. példdban megadott

x+ y=3
x+2y=4

x+2y=3
2x +4y =7

x+2y=3
2x +4y =6

egyenletrendszereket az oszlopmodellben!

MEGOLDAs. Az elsé egyenletrendszer esetén két linedrisan fliggetlen
vektor linedris kombindcidjaként kell el6éllitani egy harmadik vektort.
Ezt szemlélteti a 2.10 dbra. Erdekességként itt is megmutatjuk, hogy az
egyenletrendszer megolddsanak lépései hogy mutatnak e modellben.
Az ekvivalens 4talakitasok lépései:

x+ y=3 x+y=3 x =2
=
x+2y=4 y=1 y=1

SiE

A masodik és harmadik egyenletrendszer vektoros alakja

yzm.

A 2.11 4brardl szemléletesen is lathato, hogy az egyik vektoregyenlet-

Vektoros alakban:

Pl = [ Yas
Y= 4 0

1

1x+
1

1x+
0

1 2 1

1
2

x+2 _ |3
Nk

1x+2
4

, illetve
2

N

nek nincs megolddsa, mig a masiknak végtelen sok is van. O

Altaldnosan kimondhat6 a kévetkez:

2.30. ALLITAS (OSzZLOPMODELL). A 2.21. definicidban megadott (2.19)
egyenletrendszer a kovetkezd vektoregyenlettel ekvivalens:

an a12 a1y by

an a Ao by
X1+ . Xp + ...+ . Xp =

Am1 Am2 Amn b

Az egyenletrendszer megolddsa ekvivalens egy vektoregyenlet megolddsdval,
ahol az egyenletrendszer konstans tagjaibol dllé vektort kell az egyiitthatd-

7”2

mdtrix oszlopvektorainak linedris kombindcidjaként elbdllitani.

E modell szerint egy egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg,
ha az egyiitthatomatrix oszlopvektorainak Osszes linedris kombina-
ciéjabol allé halmazban a konstans tagokbdl 4ll6 vektor is szerepel
(Id. 2.13. feladat).

-1}

2.10. dbra: A megoldds lépései a oszlop-
modellben.

2.11. dbra:  Oszlopmodell linedrisan
Osszefliggd vektorok esetén.
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Feladatok

2.4* Melyek linedris egyenletek az x, y és z valtozokban az
alabbiak kozil?

a)3x — (In2)y +e32 =04  b)a’x—b>y =0
cxy—yz—zx=0 d) (sinl)x+y—mnz=0

Xy z 1 1 1
-+ +-=1 -+ -+-=1
e)a+b+c ﬂx—l—y+z

Igazoljuk, hogy az aldbbi egyenletrendszerek ekvivalensek!

x+3y=>5 x+y=3
s y_l} ' _2}

2x+3y =2 x+y=2

Ox+0y—3} x+y—7}

Oldjuk meg (fejben szdmolva) az aldbbi linedris egyenletrendsze-
reket az a =1, b = 2, c = 3 paramétervdlasztds esetén!

) (2a—b)x+ Ba—c)y=0

7 (3b—2c)x+ (b—2a)y =0

.8 b—a)x+Ba—cy=1
T (Bb—2c)x+ (b —2a)y =

b—a)x+ Ba—cy=1

9 (3b —2c)x + (b—2a)y =1

(b—a)x+(3a—c)y =1
(3b —2c)x—|— (c=by=2
2.11. EGYENLETRENDSZEREK KOzOs MEGOLDAsA Tekintstik
az azonos ismeretleneket tartalmazé & és &, egyenletrend-
szereket. Legyen ezek megolddshalmaza M, illetve M.
Mutassuk meg, hogy ha £ az & és & egyenletrendszerek
egyesitése, azaz £ = £ U &y, és M az £ megoldashalmaza,
akkor M az M és M, kozos része, azaz M = M1 N M,.
Vizsgéljuk meg ezt az allitdst az alabbi esetekben:

a) & ={x+y=2},&={x—y=0};
b) gl:{x+y:27xiy:0}152:{xiy:0};
o & ={x+y=2,x—y=0},E={x—-y=1}

d & ={x+y=2,x—y=0},E={0x+0y=0};
e) &1 tetszbleges egyenletrendszer, & = {0 =10}.
2.12® SOR £s 0sZLOPMODELL Rajzoljuk fel a kovetkezé két
egyenletrendszerhez tartozé sormodell és oszlopmodell
szerinti abréat!

2x+3y =7 2x+4y =3
a) b)

3x—-2y=4 3x+6y=4
2.13. SOR- £S AZ 0SZLOPMODELL 3D-BEN Vizsgéljuk meg az
alabbi két — azonos egyiitthatomatrixa — egyenletrendszer

megoldhatdsdgét a sor- és az oszlopmodellben:

x+ y+2z=3
xX+2y+4z=3
3x+4y+8z=9

X+ y+2z=3
x+2y+4z=3
3x+4y+8z=1

2.14. SOR ES OSZLOPMODELL 1 # 1 ESETEN Vizsgdljuk meg
az aldbbi harom egyenletrendszer megoldhat6sagét a sor-
és az oszlopmodellben:

x+ y=3 x+ y=3 x+ y=3
a) x+ y=4 b) x+2y=4 c x+2y=3
x+3y=>5 x+3y=>5 x+3y=>5

2.15* Igaz — Hamis Mely éallitadsok igazak, melyek hamisak

az alabbiak koziil?

a) Ha egy n-ismeretlenes egyenletrendszer olyan hipersi-
kok egyenleteib6l all, melyek kozt van két parhuzamos,
akkor az egyenletrendszer nem oldhat6 meg.

b) Ha egy n-ismeretlenes egyenletrendszer nem oldhat6
meg, akkor az egyenletek olyan hipersikok egyenletei,
melyek kozt van két parhuzamos, de nem azonos hiper-
sik.

c) Ha egy n-ismeretlenes egyenletrendszer csak két egyen-
letb6l all, akkor az oszlopmodell szerint pontosan akkor
oldhat6 meg tetsz6leges jobb oldal esetén, ha a vektor-
egyenlet bal oldaldn szerepl6 vektorok kozt van kett
linedrisan fliggetlen.

2.16* Egészitsiik ki az aldbbi allitasokat tigy, hogy igazak
legyenek!
a) Egy két egyenletb&l all6 haromismeretlenes egyenlet-

rendszer sormodellje szerinti dbra a(z) ..-dimenzids
térben darab ...... bol/b6l all, melyek ha
.............. , akkor az egyenletrendszernek nincs
megolddsa, egyébként megolddsainak szdma .
Oszlopmodellje a(z) ..-dimenzids térben darab
....... boél/bdl All.

b) Egy hidrom egyenletbsl 4ll6 kétismeretlenes egyenlet-

rendszer sormodellje szerinti dbra a(z) ..-dimenziés

térben .. darab ........... bol/bél &ll, mig az oszlop-
modellje a ..-dimenzi6s térben .. darab ...... bol/bél.

c) Egy négy egyenletbdl 4ll6 Gtismeretlenes egyenletrend-

szer sormodellje szerinti dbra a(z) ..-dimenzids térben

. darab ........... bol/bél all. Oszlopmodellje a(z)
..-dimenzids térben .. darab ....... -bol/bdl all.
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Megoldds kikiiszoboléssel

Elemi sormilveletek A linearis egyenletrendszerek egyik megoldasi maéd-

szerének lényege, hogy ekvivalens dtalakitdsokkal olyan alakra hozzuk
az egyenletrendszert, melyb6l visszahelyettesitések utan, vagy azok
nélkill azonnal leolvashat6é az eredmény. Az 4talakitdsokat a bovi-
tett matrixon hajtjuk végre tigy, hogy a nekik megfelel$ atalakitasok
az egyenletrendszeren ekvivalens atalakitasok legyenek. A 2.24. té-
telben felsorolt els6 harom ekvivalens atalakitds nem véltoztatja meg
az egyenletrendszer egyenleteinek szamat sem. Az egyenletrendszer
bévitett matrixan az ezeknek megfelel6 atalakitasokat elemi sormtive-

leteknek nevezziik.3

2.31. DEFINICIO (ELEMI SORMUVELETEK). Egy mdtrix sorain végzett
aldbbi miiveleteket elemi sormfiveleteknek nevezziik:

1. Sorcsere: két sor cseréje.

2. Beszorzas: egy sor beszorzdsa egy nemnulla szdmmal.

3. Hozzdadas: egy sorhoz egy mdsik sor konstansszorosdnak hozzdaddsa.

Természetesen egy sort el is oszthatunk egy nemnulla c szdmmal,
hisz az az 1/c-vel valé beszorzassal egyenértékii. Hasonl6képp levon-
hatjuk egy sorbél egy madsik sor c-szeresét, hisz az a —c-szeresének
hozzaaddasaval ekvivalens.

Az elemi atalakitasokra a kovetkezd jeloléseket fogjuk haszndlni:

1. S; <> §: az i-edik és a j-edik sorok cseréje.
2. ¢S;: az i-edik sor beszorzésa c-vel.
3. S;j+cS;: a j-edik sor c-szeresének az i-edik sorhoz addsa.

Az elemi sormtiveletek mintdjara elemi oszlopmdfiveletek is defini-
dlhatok, de azokat ritkdn haszndljuk. Jelolésiikre értelemszertien az
O; <+ Oj, ¢O;, O; + cO; formulakat hasznaljuk.

Lépcsts alak Az eddig megoldott egyenletrendszerekben igyekeztiink
atlos, vagy legalabb 4tl6 alatt kinulldzott alakra hozni az egyenletrend-
szert, mint azt példdul a 2.26. példaban tettiik. Ez nem mindig sikertil,
mert néha megtartani kivant elemek is kinulldzédnak, de a kovetke-
z6kben definialt 1épcsds alakhoz mindig el tudunk jutni.

2.32. DEFINICIO (LEPcsOs ALAK). Egy mitrix 1épcs6s, vagy sorlépcsds

alakd, ha kielégiti a kovetkezd két feltételt:

1. a csupa 0-bol dll6 sorok (ha egydltaldn vannak) a mdtrix utolsé sorai;

2. bdrmely két egymds utdn kovetkez6 nem-0 sorban az alsé sor elején (leg-
aldbb eggyel) tobb 0 van, mint a folotte lévd sor elején.

A nemnulla sorok elsé zérustol kiilonbozo elemét f6elemnek, vezérelem-

nek vagy pivotelemnek hivjuk. Egy féelem oszlopinak f6oszlop vagy

béazisoszlop a neve.

3 Linedris egyenletrendszerek felirdsa és
megoldédsa mér idészamitasunk el6tt 300
koriil babiloni iratokban szerepelt. Az
els6 szdzadra teszik a kinai Jitizhang
Suanshit (tradicionalis jelekkel: J1 % %
i, egyszer(isitett jelekkel: JL & B )
cim@i m{i megjelenését, mely az el6z6
ezer évben Osszegyfilt matematikai tu-
dast foglalja 0ssze (cimének magyar for-
ditdsa ,, A matematikai miivészet kilenc
fejezete” vagy ,Kilenc fejezet a matema-
tikai eljardsokro6l” lehet). E m{iben mar a
kikiiszobolés (azaz a Gauss-eliminacio)
néven ismert technikét alkalmazzak li-
nedris egyenletrendszer megoldasara. A
két fenti miiben szerepld egyenletrend-
szerek, és tovabbi torténeti részletek ol-
vashatok a The MacTutor History of Ma-
thematics archive cim{i weboldalon.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Matrices_and_determinants.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Matrices_and_determinants.html
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2.33. PELDA (LEPcs®s ALAK). A kovetkez6 mdtrixok lépcsOs alakiiak:

010110
3 2 1 0 (1)_02_35_64 000101
0 4|” o 1|’ o 0 0 o “loooo0o 11

00000 O

Gauss-modszer A Gauss-mddszer, mds néven Gauss-kikiiszobolés vagy
Gauss-elimindcio a linedris egyenletrendszerek megolddsdnak egy maéd-
szere. Lényege, hogy a linedris egyenletrendszer bovitett matrixat ele-
mi sormftiveletekkel 1épcsés alakra hozzuk, és abbdl visszahelyettesi-
téssel meghatdrozzuk a megoldas &ltaldnos alakjat. A Gauss-modszer
konnyen algoritmizélhatd, ha sorban haladunk az oszlopokon. A méd-
szerre lattunk mar példat, ilyen volt a 2.26. példa els6 megolddsa. Most
lassunk két tovabbi példat.

2.34. PELDA (GAUSS-MODSZER, EGY MEGOLDAS). Oldjuk meg az aldbbi
egyenletrendszert Gauss-modszerrel:

x+ y+2z=0
2x +2y +3z =2
x+3y+3z=4
x+2y+ z=5

MecoLpAs. Irjuk fel az egyenletrendszer b6vitett matrixat, és oszlo-
ponként haladva kiiszoboljiik ki — nullazzuk ki — a f6elemek alatti ele-

meket!
11 2]0] 25 11 2]o0 11 0
2 2 3(2] 528 |0 0 —1|2] 508 [0 2 1|4 s-1s
— S —

1 3 3|4 02 1|4 00 —1/2

12 1|5 01 -1/5 01 -1/5
1 0 11 0 X+ y+22=0
0 2 4 54—_%>53 0 2 14 R 2t z—4
00 -1]2 00 1|2 yroz=
00 -3|3 00 00 - z=2

A harmadik egyenletbdl z = —2, ezt a masodikba helyettesitve y = 3,
ezeket az els6be helyettesitve kapjuk, hogy x = 1, azaz az egyetlen
megoldas (x,y,z) = (1,3, -2). O

Mit csindlunk akkor, ha a 1épcsés alak szerint kevesebb a féelemek,
mint az oszlopok szdma? Egyelére bevezetiink két elnevezést, melyek
jelentése hamarosan vildgos lesz: az egyenletrendszer azon véltozo-
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it, melyek f6elemek oszlopaihoz tartoznak, kotott vdltozoknak, mig az
Osszes tObbi valtozot szabad viltozénak nevezziik.

2.35. PELDA (GAUSS-MODSZER, VEGTELEN SOK MEGOLDAS). Oldjuk meg
az aldbbi egyenletrendszert Gauss-mddszerrel:

X1 +2x+ x34+2x4+ x5=1
X1 +2x3+3x3+3x4+ x5=0
3x1+6x0 +7x34+8x4+3x5 =1

MecoLpAs. Irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat, és oszlo-
ponként haladva kiiszoboljiik ki a féelemek alatti elemeket!

121211552—355112121 o s
1233 1/00 >="1002 101|713
36 7 8 3|1 00 42 0-2
121 2 1

X1 +2x0+ x3+2x1+x5= 1
0021 0|-1 prete T e s
0000O0| 0 23+ x4 =-1

Az egyenletrendszer kotott valtozoi a 1épcesds alak f6oszlopaihoz tar-
toz6 valtozok, azaz xq és x3. A szabad valtozék: xjp, x4, x5. A szabad
véltozoknak tetszbleges értékeket adhatunk, a kotottek értéke kifejez-
het6 veliik. Legyen példaul a szabad valtozok értéke x; = s, x4 =,
x5 = u. Ezek behelyettesitése utdn a fenti egyenletek koziil el6szor a
masodikbdl kifejezziik x3-at, majd azt behelyettesitjiik az els6be, ahon-
nan kifejezziik az xq-et, azaz a fenti egyenletekbdl kifejezziik a kotott

valtozokat:
3 3
) P
X1 5 5 5 u
X *—1 —lt
5772 2

Innen az egyenletrendszer megoldésa:

3 3 1
(x1, X2, X3, X4,X5) = (E — 25— Et S, =5 Et' t,u),
vagy matrixjeloléssel
X1 %—25—%t—u % -2 —% -1
Xo S 0 1 0 0
x| = -1-1 =|-3|+s| O +t|—%|+u]| O
Xy ' 0 0 1 0
X5 u 0 0 0 1

Kés6bb kiiléndsen ez utébbi felirdsmod lesz hasznos, melyben vekto-
rok linedris kombinécidja szerepel. O
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Vildgos, hogy ha a szabad valtozéknak tetszOleges értéket adha-
tunk, melybd&l a kotott valtozok egyértelmiien kifejezhet6k, akkor a
fenti példaban mutatott modszerrel az egyenletrendszer 6sszes meg-
oldasat leirtuk. Az ilyen médon megadott megoldast az egyenlet-
rendszer dltaldnos megolddsdinak, a konkrét paraméterértékekhez tarto-
z6 megolddsokat partikuldris megolddsoknak nevezziik. Példaul az el6z6
példabeli egyenletrendszer egy partikuldris megolddsaazs =0,t =1,
u = 2 értékekhez tartozo

(xll X2,X3, X4, xS) = (_2/ 0/ _1/ 1/ 2)
Lényeges e megoldasi médban, hogy a b&vitett matrixot 1épcsés
alakra tudtuk hozni. Vajon ez mindig sikertil?

2.36. TETEL (LEPCSOs ALAKRA HOZAS). Bdrmely midtrix elemi sormfive-
letekkel 1épcs6s alakra hozhato.

BrzonviTAs. Tekintsiink egy tetsz6leges m X n-es matrixot. A kovetke-

z0 eljaras egyes lépéseiben e matrixnak le fogjuk takarni egy-egy sorat

vagy oszlopét. Az egyszerliség kedvéért a letakards utan keletkezett

matrix sorainak és oszlopainak szdmat ismét m és n fogja jelolni, a;;

pedig a letakardsok utdn maradt métrix i-edik sordnak j-edik elemét.

1. Ha az els6 oszlopban csak 0 elemek &llnak, takarjuk le ezt az osz-
lopot, és tekintsiik a maradék matrixot. Ha ennek els6é oszlopaban
ismét csak 0 elemek vannak, azt is takarjuk le, és ezt addig foly-
tassuk, mig egy olyan oszlopot nem taldlunk, amelyben van nem 0
elem. Ha ilyen oszlopot nem taldlunk, az eljarasnak vége, a métrix
lépcsés alaka.

2. Ha az els6 oszlop els6 soraban &ll6 elem 0, akkor cseréljiik ki e
sort egy olyannal, melynek elsé eleme nem 0. Igy olyan matrixot
kaptunk, amelyben a7 # 0.

3. Tekintsiik az i-edik sort i = 2-t6l i = m-ig. Ha az i-edik sor els6
eleme a;; # 0, akkor az elsd sor —aj; /a11-szeresét adjuk hozz4, azaz
hajtsuk végre az S; — %51 elemi atalakitast. Mivel a;; — %an =0,
ezért e 1épés utdn az aq; alatti elemek mind 0-k lesznek.

4. A fenti atalakitds utdn takarjuk le az els6 sort és az els6 oszlopot.
Ha ekkor nem marad a matrixban tobb sor, vége az eljarasnak,
a kordbban letakart sorokat feltdrva megkaptuk a 1épcs6s alakot.
Egyébként ugorjunk vissza az 1. 1épéshez, és folytassuk az eljarast.

Vilagos, hogy ez az eljaras véges sok lépésben véget ér, melynek ered-

ményeként eljutunk az eredeti matrix egy 1épcsés alakjahoz. O

Egy inhomogén linedris egyenletrendszerhez tartozé homogén linedris egyen-
letrendszeren azt a homogén egyenletrendszert értjiik, melyet az inho-
mogénbdl a konstans tagok 0-ra véltoztatdsaval kapunk.
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2.37. PELDA (HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA).
Oldjuk meg a 2.35. példabeli egyenletrendszerhez tartozé

X1 +2x+ x3+2x4+ x5=0
X1 +2x3+3x3+3x4+ x5=0
3x1+6x0 +7x34+8x4+3x5 =0

homogén linedris eqyenletrendszert.

MEcoLDAs. Mivel homogén linedris egyenletrendszerr6l van sz6, a
megoldashoz sziikségtelen a b&vitett matrixot hasznélni, hisz annak
utolsé oszlopa csak nulldkbdl 4ll, igy az elemi sormfiiveletek kdzben
nem véltozik. Az egyiitthatomatrix 1épcsés alakja ugyanazokkal a sor-
miiveletekkel megkaphat6, mint a 2.35. példa megoldédsiban, azaz

1 21 21 1 21 21

1233 1f—10 0 2 1 0f —
3 6 7 8 3 0 0 0 0O
X14+2x0+ x3+2x4+x5=0
2x3+ x4 =0

Innen a megoldas is ugyantgy kaphaté meg, s6t, ugyanaz a linedris
kombindaci6 szerepel benne a konstans tagok nélkiil:

1
(xl/x2/x3/x4/x5) = (_ZS - %t —u,s, _Et/t/u)/

vagy matrixjeloléssel

X1 —25—%t—u -2 —% -1
X7 s 1 0 0
x3| = — It =s| Ol +t|—3|+u]| O
X4 0 1 0
X5 u 0 0 1

A homogén és inhomogén egyenletrendszerek e példdbdl sejthetd kap-
csolatdra még visszatériink a ?? tételben. O

Végiil egy alkalmazas:

2.38. PELDA (SIKOK METSZESVONALANAK MEGHATAROZASA). Hatdroz-
zuk meg az aldbbi két sik metszésvonaldnak explicit (paraméteres) alakjdt!

x+ y+z=1
3x + 4y =2

MEGOLDAs. A fenti egyenletekkel megadott két stk metszésvonalanak
meghatdrozdsahoz, pontosabban a metszésvonal explicit, paraméte-
res egyenletrendszerének felirdsdhoz egyszertien meg kell oldani a két



LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK ES MEGOLDASUK 83

egyenletbdl allé egyenletrendszert:

11 1|1]sss (11 1] 1
—
3402 01 -3]|-1

Ebbél z = t paramétervélasztassal y = —1 + 3t és x = 2 — 4t, azaz

x+y+ z= 1
y—3z=-1

(x,y,2) = (—4t+2,3t — 1,#) = (2,—1,0) + t(—4,3,1),

vagy matrixjeloléssel

X 2 —4
y| = |-1| +¢ 3. O
z 0 1

Redukdlt 1épcsds alak A 2.26. példa masodik megoldadsi mddszerében
atlés alakra hoztuk az egyiitthatématrixot, azaz nem elégedtiink meg
azzal, hogy a f6elemek alatt kinulldztunk minden egyiitthat6t, hanem
a féelemeket 1-re véaltoztattuk a sor beszorzasaval, és a f6elemek f6lott
is kinullaztunk (elimindltunk) minden elemet.

2.39. DEFINfc16 (REDUKALT LEPCsOs ALAK). Egy mitrix redukalt 1ép-
cs6s, vagy redukalt sorlépesds alaku, ha kielégiti a kovetkezo feltételeket:
1. lépcsds alakii;

2. minden foelem egyenld 1-gyel;

3. a fOelemek oszlopaiban a féelemeken kiviil minden elem 0;

A fbelemet itt vezéregyesnek vagy vezetd egyesnek is szokds nevezni.

2.40. PELDA (REDUKALT LEPCSOS ALAK). A kovetkezd mdtrixok redukdlt
lépcsis alakiiak:

10 0 1 1 -2 0 —4
Lo e b

0 00 O

o O O O
S O O =
o O O O
O O = O
O = O O
[ I S G Y

Minden valés, vagy racionélis elem{i matrix redukalt 1épcs6s alak-
ra hozhat6, azonban az egészegytitthatés matrixok altaldban nem, ha
az egészeken belill akarunk maradni. Azonban az egészegyiitthatds
matrixok is redukalt 1épcs6s alakra hozhatok a racionélisok szamkoré-
ben. A kikiiszobolés lépéseinek kovetésére hasznalhaté a SagePlayer
redukdlt 1épcsts alak cim{i szemléltet6 munkalapja.


http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/Redukalt_lepcsos_alak/
http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/Redukalt_lepcsos_alak/
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2.41. PELDA (REDUKALT LEPCSOS ALAKRA HOZAS). Hozzuk redukilt lép-
csds alakra az

N o~ =
N o~ W
NI NI

mdtrixot!

MecoLDAs. Egy lehetséges megoldds:

13 0 &= [1 3 0] 1
— T Ho2
1 1 2 =31 2 2| &
2 2 4 0 —4 4
13 o 13 o 1o 3
0 1 —1|¥% B ~1].
0 —4 4 00 0 00 O
Egy masik lehetséges megoldas:
130l 11 2] ses 11 2] g
— 592
11 275201 3 of 25" o 2 —2| 23
2 2 4 2 2 4 00 O
1 2] [t o s
0 —1| =2 -1
00 0 00 0

Bar kiilonboz6 dton, de mindkétszer azonos eredményre jutottunk.
Valéban, hamarosan be fogjuk latni, hogy a redukalt 1épcs6s alak egy-
értelm{i, mig e példabdl is latjuk, hogy a 1épcsés alak nem: a megadott
matrixnak a megoldas sordn négy kiilonboz6 1épcsds alakjat is eldal-
litottuk (az elsé megoldas utols6é két matrixa és a masodik megoldds
utolsé harom maétrixa lépcsds alak). O

Gauss — Jordan-modszer A Gauss — Jordan-médszer (Gauss — Jordan-kikiiszo-
bolés, Gauss— Jordan-elimindcid) a linearis egyenletrendszerek egy meg-
oldasi médszere. Lényege, hogy a linearis egyenletrendszer b&vitett
matrixat elemi sormtiveletekkel redukdlt 1épcsés alakra hozzuk. Ebbd&l
az alakbdl azonnal leolvashaté a megoldds. Adjunk 6j megoldést a
Gauss-moédszernél bemutatott egyenletrendszerekre.

2.42. PELDA (GAUSS—JORDAN-MODSZER, EGY MEGOLDAS). Oldjuk meg
a 2.34. példdban felirt egyenletrendszert Gauss — Jordan-modszerrel!

MEGOLDAS. Felirjuk az egyenletrendszer bévitett matrixat, és a 2.34. pél-
daban latott médon eljutunk a 1épcsés alakhoz, majd folytatjuk, els-
sz0r beszorozzuk a sorokat a f6atlobeli elem reciprokaval, majd a har-
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madik oszlopot, végiil a mdsodikat kinullazzuk:

11 2]0 11 0 11 2] o0 1
1/25, 1 S52—5853
22 32| |02 1[4 5|01 | 2| 525
1 3 3|4 00 —1]2 00 1|-2
1215 00 0]0 00 0| 0
11 0] 4 10 0] 1 . _
01 0| 3/s-5/0 10| 3
— Y 3
00 1|-2 00 1]|-2
00 0| 0 00 0| 0 z=-2

Tehdt az egyenletrendszer egyetlen megolddsa (x,y,z) = (1,3, -2). O

2.43. PELDA (GAUSS—JORDAN-MODSZER, VEGTELEN SOK MEGOLDAS).
Oldjuk meg a 2.35. példabeli

X1 +2x+ x34+2x4+ x5=1
X1 +2x3+3x3+3x4+ x5=0
3x1 +6x2 +7x3+8x44+3x5 =1

egyenletrendszert Gauss — Jordan-mddszerrel!

MEGOLDAs. A 2.35. példdban eljutottunk egy 1épcs6s alakig. Az elja-
rést folytatjuk, mig a redukalt 1épcss alakra nem jutunk.

1 21 2 1(1 1 21 2 1|1 ;/2552
1 233 1[0-=(00210]|-1|1%
36 7 8 3|1 0 00 0O O
120 3/2 1| 3/2 3 3
X1+ 2x7 +§x4+x5: 2
0 01 1/2 0|-1/2| — 1 1
0O 00 0 O 0 x3 + §x4 =3
Végezziik el az xp = 5, x4 = t, x5 = u helyettesitést, az x; és x3
véltozék azonnal kifejezhetSk. Igy a megoldas:
3 3 1 1
<x11x2/x3/x4/x5) - (E — 25— Et —u,s, _E - Et/ t/ l/l),
vagy matrixjeloléssel
X1 %—25—%t—u % -2 —% -1
X7 S 0 1 0 0
x3| = —%—%t = —% +s| O| +¢ —% +ul|l O
X4 0 0 1 0
X5 u 0 0 0 1

Természetesen ugyanazt a megolddast kaptuk, mint a 2.35. példaban. O]
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A redukdlt lépcsds alak eqyértelmiisége Fontos kovetkezményei vannak
a kovetkez6 tételnek:

2.44. TETEL (A REDUKALT LEPCSOS ALAK EGYERTELMU). Minden mdtrix
redukdlt lépcss alakra hozhato, amely egyértelmii.

BizonyiTAs. A redukélt 1épcs6s alak létezését mar belattuk, az egyér-
telmtiségre indirekt bizonyitdst adunk. Tegytik fel, hogy van egy olyan
matrix, mely elemi sormfiveletekkel két kiilonb6z6 redukalt 1épcsés
alakra hozhaté. Jelolje ezeket R és S. Mivel mindketten ugyanazzal
a matrixszal ekvivalensek, elemi sormfiveletekkel egymasba alakitha-
téak, vagyis egymadssal is ekvivalensek. Valasszuk ki oszlopaik koziil
azt a balrél els6 oszlopot, melyben kiilonboznek, valamint az 9sszes
el6ttiik 4llo vezéroszlopot. Az igy kapott métrixokat jelolje R és S.
Tehét R # S, mert kiilonboznek az utolsé oszlopukban. Példaul, ha

120 4 5 120 4 5
R=10 0 1 [2] 3] & S=|0o 0o 1 [9] 3],
000 0 0 000 0 0
akkor
10 4 10 4
R=10 1 [2]| & S=|0 1 [9]
00 0 0 0 O

Ez az oszlop, melyben kiilonboznek, nem lehet az els6 oszlop, mert
ha az a zérusvektor az egyik matrixban, akkor a sorekvivalencia miatt
a masikban is az lenne, egyébként pedig ez az oszlop mindenképp az
els6 helyen 1-est, alatta 0-kat tartalmaz.

Tekintsiik az igy kapott R, S matrixokat egy-egy egyenletrendszer
bévitett egytitthatomatrixdnak. Ezek altaldnos alakja tehat a kovetke-
z6:

_ - 1 ]
10 o o1 oo
1 0 ro .
A : A 1
R= (0 0 1|r| vagy R= 00
0 0 0 00 1
00 0
0 0 ... 0]0] 0 0 ... 00
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- . 1 0|0
1 0 S1
1
1 0 s, 0 ! 010
X : « |00 1
S=10 0 1|sg| vagy S= 00 1
00 0 00 010
00 ... 0|0} 0 0 0o

Mivel oszlopok kihagydsa nem valtoztat a sorekvivalencidn — hisz ele-
mi sormfiveletekben mtiveletet csak egy oszlopon beliil végziink —,
ezért az R és S matrixok ekvivalensek, azaz a hozzédjuk tartozé két
egyenletrendszernek ugyanaz a megoldasa. Ez csak gy lehet, ha vagy
minden i = 1,...,k indexre r; = s;, vagy egyik egyenletrendszer sem
oldhat6 meg, azaz mindkét esetben azt kaptuk, hogy R = S, ami el-
lentmondds. Ez az ellentmondds bizonyitja, hogy a kiindul6 R # S

feltevés helytelen volt, tehdt R = S. (E bizonyitds Holzmann* interne- +Wolf  Holzmann. Uniqueness

0 of reduced row echelon form.
http://www.cs.uleth.ca/~holzmann/
notes/reduceduniq.pdf, 2002

ten publikalt cikkén alapul).

Mivel a redukalt 1épcs6s alak egyértelmfi, definidlhatunk egy fligg-
vényt, mely minden matrixhoz annak ezt az alakjat rendeli. Az rref(A)
jelolést mi arra a fiiggvényre fogjuk alkalmazni, mely egy m x n-es
matrixhoz a redukalt 1épcs6s alakjdnak a zérussorok elhagyasaval ka-
pott alakjat rendeli. Példaul

rref

[E e S
_ = o
o O O

100
1o 1 o]

Szimultdn egyenletrendszerek  Gyakori feladat az alkalmazasokban, hogy
sok olyan egyenletrendszert kell megoldani, amelyek csak a konstans
tagokban térnek el egymadstol. A kikiiszoboléses médszerekkel ezek
egyszerre is megoldhatok alig tobb er6forrds felhasznaldsaval, mint
ami egyetlen egyenletrendszer megolddsahoz sziikséges.

2.45. DEFINICIO (SZIMULTAN EGYENLETRENDSZEREK). Tobb egyenlet-
rendszer halmazdt szimultan egyenletrendszernek neveziink, ha egyiitt-
hatémdtrixaik azonosak.


http://www.cs.uleth.ca/~holzmann/notes/reduceduniq.pdf
http://www.cs.uleth.ca/~holzmann/notes/reduceduniq.pdf
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2.46. PELDA (SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA). Oldjuk
meg az aldbbi egyenletrendszereket!

x+ y+ z=3 u+ v+ w=3 r+ s+ t=0
2x+3y+2z=7 2u+3v+2w =7 2r+3s+2t=0
2x+2y+3z=6 2u+2v0+3w =7 2r+2s+3t=1

MEGOLDAs. Mivel e harom egyenletrendszer egyiitthatématrixa azo-
nos, a bal oldal atalakitdsat elég egyszer elvégezni, a jobb oldalak &t-
alakitasat pedig vele egyiitt. Ehhez a szimultdn egyenletrendszerre a
kovetkez6 bovitett matrixot érdemes képezni:

(11133 0]%2[111[33 0]
207 7 ='lo 101 10|
|12 2 3|6 71 0 0 1|0 11
(10 0[2 1 -1
1 01 1 0
(00 1[0 1 1
Ebbdl leolvashaté mindharom egyenletrendszer megoldésa:
x 2 1 r -1
y| = |1}, v| =11}, sl =10
z 0 w 1 t 1 O

Ha tudjuk, hogy tobb egyenletrendszerb6l all6 szimultdn egyen-
letrendszerr6l van sz6, mindegyik egyenletrendszerben hasznalhatjuk
ugyanazokat a valtozokat.

2.47. PELDA (SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER BOVITETT MATRIXA).
Oldjuk meg azt a szimultdn egyenletrendszert, melynek bévitett mdtrixa

2 1|1 0O
5 3|0 1
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MEGOLDAs. A Gauss—Jordan-mdédszer 1épései:

S,—328 _
2 1|1 0 27351 2 l1 g 0 ﬂ 21 1 0| s-5
5 3|0 1 0 5/—-3 1 0 1|-5 2
20 6 -2 | iss |11 0 3 -1
S . O
0 1| -5 2 0 1| -5 2

Kikiiszobolés Z.,-ben”  Ha p prim, akkor a modulo p maradékosztalyok
kozti mtiveletek rendelkeznek minden olyan tulajdonsdggal, melyet a
kikiiszobolés sordn a valds szamok korében hasznaltunk. Ennek kovet-
keztében a Gauss- és Gauss —Jordan-mddszerek minden tovabbi nélkiil
hasznélhat6k Z,, folotti egyenletrendszerekre is. (Ldsd még a ??. olda-
lon az algebrai testrdl irtakat.)

2.48. PELDA (EGYENLETRENDSZER Z) FOLOTT). 4-bites kddszavakat kiil-
diink, bitjeit jelolje a, b, ¢ és d. Hibajavité kédot készitiink 1igy, hogy minden
kédszo végére hdrom paritdsbitet tesziink, nevezetesenab+c+d, a+c+d
és a + b+ d bitet. Az 0sszeadds itt természetesen Z folott értendd. Példdul
a 0110 kédszo helyett a 0110011 kédszét kiildjitk. EQy iizenetben az egyik
ilyen 7-bites kédszo elsd 4 bitjét a vevd szerkezet bizonytalanul érzékeli, amit
kapunk, az a (?,?,2,?,1,0,1) kédvektor. Mi lehetett az eredeti iizenet, ha
az utolso 3 bit biztosan j6?

MEGOLDAS. Az a, b, ¢ és d bitek ismeretlenek, csak annyit tudunk,
hogy

b+c+d=1
a+ c+d=0
a+b+ d=1

Oldjuk meg ezt az egyenletrendszert Gauss—Jordan kikiiszoboléssel
Z, folott. Ne felejtsiik, hogy Zy-ben1+1 =0, igy 1 = —1, azaz a
kivonds nem kiilonbozik az 6sszeaddstol.

11 11] 101 101 1]0
01 WRilg o1 o1 o112 o o101 11|

11 0 1]1] 110 1)1 01101

[1 0 1 1]0] 48 [1 0 1 0]0] a +c =0

0011 1122011 0|1 — b4c =1

0 0 0] 00 0 1/0] J—0

Az utols6 egyenletb6l d = 0. A szabad véltoz6 ¢, legyen ¢ = s. Igy a
masodik egyenletb6l b = 1+ ¢, azaz b = 1+ s és az els6bdl a = c, azaz
a = s. A megoldas éltalanos alakban (a,b,¢,d) = (s,1+s,s,0), azaz
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(a,b,c,d) = (0,1,0,0) +(1,1,1,0). Azs = 0 és az s = 1 értékekhez
tartoz6 megoldasok tehét: (0,1,0,0) és (1,0,1,0).

Ha az egyenletrendszert vektoregyenletnek tekintjiik, akkor az el-
s6 megoldds azt mutatja, hogy az egyiitthatomatrix méasodik oszlopa
megegyezik a jobb oldallal (és valéban), a masodik megoldés pedig
azt, hogy az els6 és a harmadik oszlop 6sszege a jobb oldalt adja.

Megjegyezziik e kodrdl, melyet [7,4, 3|, bindris Hamming-kédnak ne-
veznek, hogy a kéd 16 szobdl 4ll, barmely szavanak barmely 4 bitje
egyértelmiien meghatédrozza a maradék harmat. gy ha legfoliebb 3
bit megvaltozik egy széban, akkor az kimutathatd, és ha csak egy bit
valtozik meg, az kijavithato. O

2.49. PELDA (EGYENLETRENDSZER Zs5 FOLOTT). Oldjuk meg az aldbbi két
egyenletrendszert Zs folott.

2x+3y =1 2x+3y =1

3x+2y=4 3x+4y =3

MEGOLDAS. A szamolds megkonnyitésére vagy készitstink osztasi tab-
lat, vagy hasznaljuk a ??. oldalon taldlhat6 ??. dbra szorzastablajat.

2 3| 1| 35 (1 4|3]|s-35 |1 4|3
— — ,
3 2|4 3 2|4 0 0[]0
azaz az egyenletrendszernek tobb megoldédsa van. Itt ez nem azt je-
lenti, hogy végtelen sok, hanem azt, hogy legaldbb egy paraméter

végigfut Zs Osszes elemén. Szabad véltoz6 az y, legyen y = s, igy
x =3—4s =3+s, tehdt (x,y) = (3+s,s), azaz a vektorok matrixjels-

iR

Mivel Zs-nek 6t eleme van, ezért s-nek is ennyi értéke lehet, azaz az el-
s6 egyenletrendszer 6sszes megoldésa (3,0), (4,1), (0,2), (1,3), (2,4).
A masik egyenletrendszer megoldasa:

2 3|1 35 (1 4]3|s,-35,|1 43| 35 (1 0]0
— — — .
3 413 3 4|3 0 2|4 0 1|2

Igy a megoldas (x,y) = (0,2). O

lésével:
3 s 1
0

, SEZ
1 5
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Feladatok

2.17®* LEPCsOs ALAK: IGAZ — HAMIS Melyek igazak, melyek

hamisak az aldbbi allitasok koziil?

a) Egy matrix minden lépcs6s alakjdban ugyanannyi nem-
zérus sor van.

b) Egy matrix minden lépcs6s alakjdban ugyanannyi f6-
oszlop (bazisoszlop) van.

¢) Minden val6s métrixnak van 1épcss alakja, ami egyér-
telmdi.

d) Kiilonb6z6 matrixoknak kiilonb6z6 a redukalt 1épcsds
alakjuk.

e) Ha egy matrix elemi sormfiveletekkel egy madsikba vi-
hetd, akkor redukalt 1épcsés alakjuk megegyezik.

2.18% EGYENLETRENDSZEREK: IGAZ — HAMIS Melyek igazak,

melyek hamisak az alabbi allitasok koziil?

a) A bbovitett matrixon végrehajtott elemi sormiiveletek
kozben az egyenletrendszer megolddshalmaza nem val-
tozik.

b) Egy linearis egyenletrendszer nem konzisztens, ha tébb
egyenletbdl all, mint ahdny ismeretlenes.

c) Ha egy valdsegyiitthatds linedris egyenletrendszernek
van két kiilonb6z6 megoldasa, akkor végtelen sok is
van.

d) Egy homogén linedris egyenletrendszer mindig konzisz-
tens.

Hatdrozzuk meg valamely 1épcs6s alakjdt, majd a redukdlt 1épcsds
alakjdt az aldbbi mdtrixoknak!

11 1 1 1]
219. (2 3 2 3 4
1212 3
1 1 1 1 1]
2.20. (2 3

321 2 3

Ekvivalensek-e az aldbbi egyenletrendszerek?

3x+2y—2z=1 2x+2y—2z=0

221. ¢ 2x+3y—3z= —1 3x+3y—2z=3
4x + 2y =38 5x =3y +2z=5
2x+3y+5z=10

x— y—3z=3

222, ¢ 3x+2y+2z=3

5x +5y+7z=3
5x —4z=9

2.23. Csak egész szamokkal szdamolva megoldhat6-e az az

Py

egyenletrendszer, melynek bévitett métrixa a kovetkezd:

3 4 1 1 341 1
a) |7 8 3 7 b)|7 8 3 7
1 7 -2 2 1 7 2 2

2.24* A hdrom elemi sormftivelet egyike elvégezhet6 a ma-
sik kettd segitségével is. Melyik és hogyan?
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Megoldds a gyakorlatban

Bdr e szakasz tartalma els6sorban nem a linedris algebra, hanem a numeri-
kus analizis témakorébe tartozik, ismerete elengedhetetlen annak, aki a gya-
korlatban linedris algebrai eszkozoket alkalmaz. ElGszor a Gauss- és Gauss—
Jordan-kikiiszobolés mifveletigényét, majd numerikus megbizhatdsdginak kér-
dését vizsgdljuk. Ezutdn az iterdcids modszerek lényegét vdzoljuk, melyek
alkalmazdsakor az egyiitthatomdtrix nem vdltozik, igy a szdmitdsi hibdk sem
halmozédnak. Rdaddsul e médszerek a ritka mdtrixokat sem ,rontjdk el”, mint
a Gauss-mddszer, mely sok zérust ir foliil.

A kikiiszobolés milveletigénye  Ahhoz, hogy a lineéris egyenletrendsze-
rek kiilonb6z6 megoldési mddszereit dssze tudjuk hasonlitani, azt is
tudnunk kell, mennyi a mfiveletigénytik. A flop mértékegységrol rész-
letesen a fliggelékben frunk a ??. oldalon.

2.50. TETEL (A KIKUSZOBOLES MUVELETIGENYE). A Gauss- és a Gauss—
Jordan-médszer miiveletigénye eqy n-ismeretlenes, n egyenletbdl dllé egyen-
letrendszer esetén egyardnt

n® n? 5 3

no. SRS (| 2 1 ; "
3 + 2% osszeadds/kivonds, 3 +n® — 3 szorzds/osztds.

azaz 0sszesen

§n3 + §n2 = gnﬂop,

azaz j6 kozelitéssel 2n° /3 flop.

BizonvyiTAs. El@szor felelevenitiink két elemi 6sszefiiggést, amire a bi-
zonyitdsban sziikség van:

nn+1) 12+22+m+n2:n(n—i—l)(zn—i-l).

27 6

1+2+...+n=

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a kikiiszobolés soran a féatloba

keriil6 elemek egyike sem 0. A Gauss-moddszernél a {64tlé alatti ele-
mek eliminédlasdhoz %n3 — %n Osszeadés és %n3 + %nz — %n Szorzas
szitkséges. A visszahelyettesités 1n*> — in Osszeadasbdl és in? + In
szorzéasbol 4ll. Ha a Gauss—Jordan-moédszernél a f6atlo alatti elemek

kikiiszobolése mellett a f64tl6 elemeit is 1-re véltoztatjuk, az $n® — 1n
osszeadds mellett 2n° + 1n? + Ln szorzés sziikséges. A f64tl6 feletti
elemek elimindldsdhoz 3n? — 1n 6sszeadds és ugyanennyi szorzés kell.

A szamitasok részletezését az olvasora hagyjuk. O

Numerikusan instabil egyenletrendszerek A gyakorlati feladatokban gyak-
ran mérési eredményekkel, igy nem pontos adatokkal dolgozunk.
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2.51. PELDA (INSTABIL EGYENLETRENDSZER). Oldjuk meg a kivetkez
egyenletrendszert!
6.73x — 8.97y = 5.61

4.79x — 6.39y = 3.99

Mutassuk meg, hogy az egyiitthaték 0.01-dal valé meguvdltoztatdsa a meg-
olddsok nagy meguvdltozdsdt okozhatja, s6t az is elérhetd, hogy az egyenlet-
rendszernek ne legyen, vagy épp végtelen sok megolddsa legyen!

MEGOLDAS. Az egyenletrendszer megolddsa: x = 1.5, y = 0.5. Az
elsd egyenletben az x egyiitthat6jat Gjra mérjiik, és masodszorra egy
szédzaddal kevesebbnek, 6.72-nek adédik. Oldjuk meg ezt az egyen-
letrendszert is! Az eredmény meglepd médon nagyon messze van az
el6z6t6l: x ~ —2.26, y ~ —2.32. Ujabb mérés az y egyitthatéjat —8.96-
nak mutatja. E két egyfitthat6 egy szazaddal val6 megvaltozasa utan a
megoldas messze van mindkét el6z6 eredménytdl: x ~ 4.35, y ~ 2.64.
Ha végiil az els6 egyenlet konstans tagjat is megvaltoztatjuk egy sza-
zaddal 5.62-re, akkor x ~ 7.21, y ~ 4.78 lesz az eredmény, ha pedig
5.60-ra, akkor — csemegeként — ismét a kerek x = 1.5, y = 0.5 értékeket
kapjuk.

A fenti egyenletrendszeren tovabb véltoztatva az egyiitthatékat az
is elérhets, hogy végtelen sok megolddsa legyen:

6.72x — 8.96y = 5.60
4.80x — 6.40y = 4.00
ugyanis itt a két egyenlet egymds konstansszorosa. Ha pedig a ma-

sodik egyenlet konstans tagjat visszairjuk 3.99-re, egy ellentmondé
egyenletrendszert kapunk. O

Ilyen megbizhatatlan eredményekkel a gyakorlatban semmit nem
lehet kezdeni!
Az olyan egyenletrendszert, melyben az egytitthaték vagy a kons-

tans tagok kis véltozdsa a megolddsban nagy véltozast okoz, numeri-

kusan instabilnak vagy rosszul kondiciondltnak nevezziik. Egyébként nu- \
merikusan stabil, illetve jol kondiciondlt egyenletrendszerr6l beszéliink.
Vilagos, hogy a fentiek nem preciz matematikai fogalmak. Késébb \

precizen definidlva szdmmal fogjuk mérni a kondiciondltsidg fokat, \

de azt, hogy egy adott egyenletrendszer megoldasai elfogadhat6ak-e
vagy nem, csak a feladat dontheti el.

A numerikus instabilitds okat szemlélteti a 2.12. dbra. Kétvéltozos »
egyenletrendszerek esetén, ha a két egyenes grafikonja ,kozel” van
egymdéshoz, azaz majdnem egybe esnek, akkor kis véltozasok az egye-

neseken messze vihetik a metszéspontot, de parhuzamossd is tehetik \

a ket egyenest. 2.12. dbra: Instabil egyenletrendszer,

Ha a gyakorlatban numerikusan instabil egyenletrendszerrel talal- melyben az egyenletek egyitthatéinak
kis megvaltoztatdsa a megoldds nagy

K K vigsoaliuk h leteink kizti . 7 lined-
ozunk, vizsgéljuk meg, hogy az egyenleteink kozti ,majdnem” linea megvaltozdsat okorza.
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ris Osszefligg6ség mogodtt nem valddi linedris Osszefliggség van-e kis
mérési hibaval.

Részleges foelemkivdlasztds A kovetkez6 példakban lebeg&pontos arit-
metikdt haszndlunk. A szdmitdsokat agy kell elvégezni, hogy az adott
pontossagnak megfeleléen minden részeredményt p értékes jegyre ke-
rekittink.

2.52. PELDA (GAUSS-MODSZER LEBEGOPONTOS SZAMOKKAL). Oldjuk
meg az aldbbi — numerikusan stabil — egyenletrendszert pontosan, majd 3
értékes jegy pontossdggal szdmolva.

107 4% +y =2
x—y=0

MEGOLDAS. Pontosan szamolva

1074 1 | 2] s,-10ts, [107% 1 2
1 -1]0 0 -1-10*|-2-10*
amibél az eredmény x =y = 12:1034. Igazolhatd, hogy az egyenletrend-

szer numerikusan stabil, ami azt jelenti, hogy példaul 10~* helyébe 0-t
helyettesitve, vagyis kicsit valtoztatva egy egytitthatét, a kapott

0 1 |2
1 -11]0

egyenletrendszer megoldésa csak kicsit kiilonbozik az el6z6t6l: x =
y = 2. Végezziik most el a Gauss-kikiiszobolést 3 értékes jeggyel sza-

molva:
107% 1 | 2| s,-10ts, (1074 1 2 | (10t 1
1 —-110 0 —-1-10*|-2-10* " | 0 —10*

ahol a kozelitésnél a fl(—1 — 10%) = —10* dsszefiiggést hasznaltuk. Az
igy kapott egyenletrendszernek viszont x = 0, ¥ = 2 a megoldésa, ami
nagyon messze van az eredeti egyenletrendszer megoldasat6l! Most
végezziink egy apro valtoztatast: el6szor cseréljiik fel a két egyenletet!

of 1 -1]0
2l T lo 1 |2’

amelynek megolddsa x = y = 2, ami nagyon kozel van a pontos meg-
oldéshoz! O

1 -1

1 —-11]0 527107451
—
0 1+10°¢

107% 1 |2

Mi az oka a két megoldas kozti kiilonbségnek, és fel tudnank-e
hasznalni minél jobb megoldas megtaldlasdban?

—2.10%

|
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Mindkét megoldasban az els6 egyenlet konstansszorosat hozzdad-
tuk a mésodik egyenlethez, de az elsé esetben a kisebb, a mésodik-
ban az elsé oszlop nagyobb elemét valasztottuk féelemnek. Amikor
a kisebbet valasztottuk, akkor az els6 sort egy kis szdmmal osztottuk,
vagyis repciprokaval — egy nagy szdmmal — szoroztuk, és ezt adtuk
a masodik sorhoz. A nagy szdmmal val6 beszorzés kovetkeztében a
masodik egyenlet egytitthatéit ,elnyomtdk” e nagy szdmok, nagyon
megvialtoztatva az egyenletet, aminek kovetkeztében a megoldésok is
nagyon megvéltoztak! A fl(—1 —10*) = —10* kerekités hatdsa, vagyis
a —1 ,eltiintetése”, ekvivalens azzal, mintha az eredeti egyenletrend-
szer helyett a kovetkez6t kéne megoldani:

10°% 12
1 0/|0]°

Es ennek valéban x = 0, y = 2 a megoldésa! Amikor viszont az els6
oszlop nagyobbik elemét vélasztottuk féelemnek, a sort egy kis szam-
mal kellett beszorozni, és ezt hozzdadni a masik sorhoz, vagyis ke-
rekitéskor az eredeti egyenlet egytitthat6i megmaradtak, az egyenlet-
rendszer kevésbé torzult. Ennek alapjan megfogalmazhat6 egy széles
korben elterjedt szabdly: a Gauss-féle kikiiszobolési eljards sordn, lebe-
gbpontos adatokkal dolgozva minden oszlopban a szébajohet6 elemek
koziil - sorcserék segitségével — mindig a legnagyobb abszolut értékfit
vélasszuk féelemnek! E moddszert részleges féelemkivdlasztdsnak, illetve
részleges pivotdldsnak nevezik.

Bizonyos — a gyakorlatban ritkan el6fordul6 — esetekben jobb ered-
mény kaphat6 a feljes felemkivdlasztds moédszerével. Ekkor f6elemnek
az Osszes még hatralévd elem abszolut értékben legnagyobbikat va-
lasztjuk. Itt oszlopcserékre is sziikség van, és miiveletigényesebb is ez
az eljaras, ezért ritkan alkalmazzdk.

2.53. PELDA (RESZLEGES FOELEMKIVALASZTAS). Részleges féelemkivd-
lasztdssal hozzuk lépcsGs alakra az aldbbi mdtrixot!

1.8 3.0 3.0 37 75
36 32 36 62 78
72 36 48 24 12
24 54 52 26 52

MEGOLDAS. Az els6 oszlop legnagyobb eleme a harmadik sorban van,
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igy az els6 és a harmadik sor cseréjével kezdiink:

(72 36 48 24 1.2] giigﬁ 72 36 48 24 12
sl_%>3 36 32 36 62 78 S‘*i/?’ 00 14 12 50 72
1.8 30 30 37 75 00 21 1.8 31 72
24 54 52 26 52| 00 42 36 18 48
(72 36 48 24 1.2] 55,2 72 3.6 48 24 12
52005 00 42 36 18 48 51-5,/3 00 42 36 18 48
00 21 18 31 72 0.0 00 0.0 22 48
00 14 12 50 7.2] 0.0 00 0.0 44 56
(72 36 48 24 1.2] 72 3.6 48 24 12
53015 00 42 36 18 48 S1=54/2 00 42 36 18 48|
0.0 00 0.0 44 56 0.0 00 0.0 44 56
00 00 0.0 22 48] 0.0 00 0.0 00 20

Skdldzds A részleges f6elemkivélasztdsban mindig az oszlop legna-
gyobb elemét valasztottuk. Nem lehet egy elemet nagyobba tenni, és
ezzel az egész moédszert elrontani Ggy, hogy egy sorat egyszertien be-
szorozzuk?

2.54. PELDA (SOR SZORZASA). A 2.52. példdban szorozzuk meg az elsé
egyenletet 10°-nel, azaz a kisebb elembdl csindljunk nagyot, és ezt az egyen-
letrendszert is oldjuk meg részleges fGelemkivdlasztdssal.

10x +10°y = 2-10°
xX— y= 0

MEeGoLDAs. Egy egyenlet beszorzdsa egy nemzérus szdmmal ekviva-
. P oy — oy — 210

lens atalakitds, igy ennek az egyenletrendszernek is x = y = 575 a

pontos megoldédsa. Ha 3 értékes jegyre szamolunk, és alkalmazzuk a

részleges f6elemkivalasztds modszerét, akkor ismét rossz eredményt

kapunk:

10 10° | 2-10°| Sa-qgsi {10 10° 2-10° | |10 10° | 2-10°

1 —-1] 0 0 —-1-10*|-2-10* 0 —10* | —2-10%|’
amib6l x = 0 ésy = 2. O

Hasonléképp zavart okozhat az egyiitthatomatrix egy oszlopanak
beszorzésa is, ami az egyenletrendszeren példdul dgy valdsithaté meg,
ha egyik valtoz6 mértékegységét megvaltoztatjuk. (Ha példdul a ko-
rabban kilométerben meghatdrozott ismeretlent milliméterben keres-
siik, egyiitthat6jat minden egyenletben 10°-nal kell osztani.)

Az egytitthatok ilyen ,egyenetlenségeib6l” szdrmaz6 szdmitési hi-
bak csokkentésére a skdldzds nevii gyakorlati médszer ajanlhaté. Ez a
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kovetkez6 két skélazasi szabdly kovetésébdl all, mely a tapasztalatok

szerint a gyakorlati feladatok nagy részében nagyon j6 eredményt ad

a részleges f6elemkivalasztassal egyiitt alkalmazva:

1. Oszlopok skdldzdsa: Valasszunk a feladatban szereplé mennyiségek-
nek természetes mértékegységet, ezzel dltaldban elkeriilheték az
egyttthatok kozti tetemes nagysagrendi kiilonbségek. Ezen kiviil
nincs sziikség az oszlopok elemeinek beszorzasara.

2. Sorok skdldzdsa: Az egyenletrendszer [A|b] bévitett matrixdnak min-
den sorat osszuk el az A egyiitthatomatrix adott sorbeli legnagyobb
abszolut értékii elemével. Igy A minden sordnak 1 a legnagyobb
eleme.

Nem ismeretes olyan médszer, mely a lebeg&pontos dbrazolds kor-
latai mellett hatékonyan megtaldlnd a lehetd legpontosabb eredményt.
Az elmélet és a tapasztalatok alapjan sfir{i, nem ttlzottan nagy méreti
egyenletrendszerekre a skédldzott felem kivalasztdsos Gauss-modszer
ajdnlhato. A ritka egyenletrendszerekre a kovetkez6kben ismertetendd
iterativ mddszerek altaldban jobb eredményt adnak.

Iterativ médszerek A tovébbiakban is csak olyan egyenletrendszerek-
kel foglalkozunk, melyek n-ismeretlenesek és n egyenletbdl allnak, te-
hat melyek egytitthatématrixa négyzetes.

Az iterativ modszerek lényege, hogy olyan

X0, X100 s Xfeye ot

vektorsorozatot generdlunk, mely az adott egyenletrendszer megol-
dasvektordhoz konvergdl. Els$ pillanatra meglepdnek tlinhet egy vég-
telen sorozat generaldsaval keresni a megoldast, de mivel szdmitasaink
eleve csak véges pontossdguak, gyakran igen kevés 1épésben elérhetjiik
a megkivant pontossagot. Rdaddsul a kerekitési hibdk még novelhetik
is a konvergencia sebességét.

A Kkiinduldsi pont — a matematika tobb mads teriiletén is gytimol-
cs0z6 modszer — a fixpontkeresés. Ennek lényegét egy egyvaltozds
fuggvény példdjan mutatjuk be. Legyen f egy minden valés helyen
értelmezett fliggvény, mely barmely két a és b pontot két olyan pontba
visz, melyek tavolsaga a és b tavolsdganak legfoljebb a fele. Képletben:

0) = f(0)| < 3o~ |, azaz LOZLOL < 2
Ez azt jelenti, hogy f 0sszes kiilonbségi hanyadosa legfeljebb 1/2. A
sokkal altalanosabban megfogalmazhat6 Banach-féle fixpont tétel sze-
rint ekkor egyetlen olyan ¥ pont létezik, hogy ¥ = f(%), és ez megkap-
haté tigy, hogy egy tetszéleges xy pontbdl kiindulva képezziik az

xo, X1 = f(x0), X2 = f(x1),..., X1 = f(Xk),- -
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sorozatot, és vessziik a hatarértékét. Ekkor

¥ = lim X
k—o0

A 2.13. dbra szemlélteti a fenti 4llitdst. Az 1/2-es szorzé kicserélhetd
tetszbleges 0 és 1 kozé es6 konstansra.

A Banach fixponttétel konnyen szemléltetheté hétkdznapi médon:
képzeljiik el, hogy egy nagyobb gumilapot néhdnyan korbedllva egy
kerek asztal tetején széthtiznak az asztal széléig, majd (most jon a le-
képezés!) visszaengedik eredeti dllapotdba. Ekkor igaz az, hogy az
asztalon pontosan egy olyan pont van, mely f6l6tt a gumilap helyben
marad. E pont megkaphatd, ha kivalasztunk az asztalon egy tetsz6-
leges Py pontot, és megnézziik, hogy a kinytjtott gumilap e folotti
pontja 8sszehtizédaskor hova ugrik, legyen ez a P; pont az asztalon.
A kinytjtott gumilap P; f6lotti pontja 6sszehtzédéskor az P, pont folé
ugrik, stb. Az igy kapott pontsorozat a fixponthoz konvergal.

Jacobi-iterdcié Az el6z6 paragrafusban leirtakat kovetve megprébaljuk
az egyenletrendszert atrendezni ugy, hogy az x = f(x) alaku legyen,
ahol x jeloli az ismeretlenek vektorét.

2.55. PELDA (JACOBI-ITERACIO). Oldjuk meg a

dx— y= 2
2x — 5y = —8

eqyenletrendszert, majd hozzuk x = f(x) alakra, és eqy tetszbleges xo vek-
torbol indulva végezziink az xi 1 = f(xx) formuldval iterdcioét. Szamoljunk
3 tizedes pontossdggal. Hovd tart az igy kapott vektorsorozat?

MEGOLDAs. Az egyenletrendszert kikiiszoboléssel megoldva kapjuk,
hogy x = (1,2) az egyetlen megoldas.

Hozzuk az egyenletrendszert x = f(x), azaz [y] = f([y]) alakra.
Erre t6bb lehet6ség is ad6dik. Ezek koziil talan az a legkézenfekvsbb,
hogy az els6 egyenletb6l az x-et, a masodikbdl y-t kifejezziik:

y+2

4
_ 2x+38

5
Vilasszunk egy x( vektort tetsz6legesen, legyen pl. xo = (0,0), az-

az x = y = 0. A fenti képletekbe helyettesitve kapjuk, hogy x; =
(%52, %8 = (0.5,1.6). A tovébbi értékeket egy tablazatban adjuk meg:

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

x 0 05 09 09 099 099 0999 1.000 1.000
y 0 16 18 196 198 1996 1.998 2.000 2.000

X X1 X2 -
a 0 b 1%2) 5

2.13. dbra: Egy fliggvény, mely barmely
a és b pontot két olyan pontba visz, me-
lyek tavolsdga a és b tavolsdganak leg-
foljebb a fele, igy a fiiggvény minden
kiilonbségi hanyadosa abszolut értékben
legfoljebb 1/2. E fliggvénynek ponto-
san egy fixpontja van, mely megkaphat6
egy tetszbleges xy pontbdl indulé x; =
f(xx_1) sorozat hatdrértékeként.

4

v
%

Uiy
~—

~—_

/

2.14. dbra: A Jacobi-iteraci6 szemlélteté-
se


http://hu.wikipedia.org/wiki/Banach_fixpontt%C3%A9tele
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E példa esetén tehat a végtelen sorozat konvergensnek mutatkozott,
de a kerekitési hiba folytdn véges sok lépés utdn megtalalta a konver-
genciapontot. O

Az altalanos eset hasonldan irhat6 le. Tegytik fel, hogy az

a11x1 + apxo + ...+ a1xy = by

X1+ apxs +...+ ayxy, = by

ap1X1 + X2 + ...+ appXy = by

egyenletrendszer egyértelmtien megoldhato, és f6atléjanak minden ele-
me kiilonbozik 0-t6l. A Jacobi-iterdcié menete tehat a kovetkezd. A
k-adik egyenletbdl fejezziik ki az x; valtozot:

1
x1= —(b —a12X2 — ... — A1 _1Xp—1 — A1 Xn)
an
1
xp = —(by — apyxy — = A 1Xp—1 — A2Xn)
ax
(2.25)
1
Xn = —(by — X1 — apxy — ... — Ann—1Xn—1 )-
Ann
Valasszunk az ismeretlenek x = (x1,xp,...,x,) vektordnak egy Xo

kezd&értéket, pl. legyen xog = (0,0,...,0). A (2.25) egyenletrendszer
jobb oldaldba helyettesitsiik be xy koordinatdinak értékét, a bal oldal
adja x; koordinatait. Ezt a lépést ismételjiitk meg, generdlva az xp,
X3,.. . vektorokat addig, mig el nem érjiik a megfelel6 pontossagot.

Gauss —Seidel-iterdcié A Jacobi-iteracié gyorsasdgan konnyen javitha-
tunk, ha a (2.25) egy egyenletének jobb oldaldba valé behelyettesités
utdn a bal oldalon kapott valtoz6 értékét azonnal folhasznéljuk, nem
varunk vele a ciklus végéig. Ezt a médositott algoritmust nevezziik
Gauss — Seidel-iterdcionak.

2.56. PELDA (GAUSS —SEIDEL-ITERACIO). Oldjuk meg a
dx— y= 2
2x —5y = —8
egyenletrendszert Gauss— Seidel-iterdciéval.

MEGOLDASs. Itt is, mint a Jacobi-iteraciénal az

y+2
4
_2x—|—8
Y=75

/
—
—
—
/
/
1 /
/
/
/
/
/
*x
2.15. dbra: A Gauss-Seidel-iteracio

szemléltetése
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egyenleteket hasznaljuk, de mig a Jacobi-iteraciéondl xy = (0,0) kez-

déérték utdn az x = % = %, y = % = % értékek kovetkeztek, a

Gauss —Seidel-iteraciénal a masodik egyenletben 0 helyett mar az els6
1

egyenletben kiszamolt x = % értéket helyettesitjiik, azaz y = 225+8 = %.

A tovébbi értékeket egy tablazatban adjuk meg de tgy, hogy jelezziik
a kiszamitas sorrendjét:

X0 X1 X2 X3 X4

x 0 05 0.95 0.995 1.000
y 0 1.8 1.98 1.998 2.000

Hasonlitsuk ¢ssze az eredményt a Jacobi iterdciondl készitett tablazat-
tal. O

Mindkét iteraci6 jol szemléltethet6 a 2-ismeretlenes esetben. A 2.14. és
a 2.15. dbrak ezt mutatjdk. Ha pontosan szdmolunk, végtelen sok pon-
tot kapunk, az dbrdk csak néhdny pontot mutatnak.

Az iterdcick konvergencidja A fenti példakbol nem latszik, hogy vajon
a Jacobi- és a Gauss —Seidel-iteraci6k mindig konvergélnak-e.

2.57. PELDA (DIVERGENS ITERACIO). Oldjuk meg Jacobi- és Gauss—
Seidel-iterdcidval a kovetkez0 egyenletrendszert:

x—y=2
2x—y =25
MEGoLDAs. Alakitsuk at az egyenletrendszert:

x= y+2
y=2x-5

El6szor probalkozzunk Jacobi-iteraciéval:

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

X o 2 -3 1 -9 -1 -21 -5 -45
y o -5 -1 -11 -3 23 -7 47 -15

Ugy tlinik, nem konvergens a vektorsorozat, mint ahogy nem ttinik
annak a Gauss —Seidel-iterdciénal sem:

XQ X1 X2 X3 X4
X o 2 1 -1 -5 -13
y o -1 3 -7 -15 -31

A divergencia leolvashat6 az iterdciokat szemléltets dbrakrol is! O
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2.58. DEFINfCIO (SORONKENT DOMINANS FOATLOJU MATRIX). Azt
mondjuk, hogy az n x n-es A mdtrix soronként (szigortian) dominans
féatloval rendelkezik, vagy soronként (szigortian) dominans f64tl6ja,
ha a fodtlo minden eleme abszoliit értékben nagyobb a sordban lévd tobbi
elem abszoliit értékeinek dsszegénél, azaz képletben

la11] > lap| + ...+ lau—1| +  |a1a]

lan| > |an| +... 4 a1+ |aza]

lan—1,n—1] > |an—11] + |@n-12| + ... + [an—1,n
|ann| > |’1n1|+ |‘1n2| +.oF |an,n—1|

Hasonléan definidlhat6é az oszloponként domindns f6atloju matrix
is.
Vildgos, hogy az aldbbi matrixok soronként domindns f6atléjaak:

1 25 25 25

2 1 -1 2 2 00 25 1 25 25
0 1|’ 1100 =3, |0 =3 0, |0 o]
1 -2 10 0 0 -5 - :

25 25 25 1

Az aldbbi matrixok nem soronként dominans f6atléjaak, de sorcserék-
kel azz4 tehettk:

25 25 25 1

0 1 -1 -2 10 0 -3 0 1 25 25 .25
S e B L O
1 10 -3 2 0 0 S '

25 1 25 25

Az aldbbi egyenletrendszer egyiitthatématrixa soronként dominans f6-
atlojac

dx— y= 11

2x — 5y = =17

2.59. TETEL (ELEGSEGES FELTETEL AZ ITERACIOK KONVERGENCIAJARA).
Ha az n eqyenletbdl dll6 n-ismeretlenes egyenletrendszer egyiitthatomdtrixa

soronként domindns fédtlojii, akkor barmely indulévektor esetén a Jacobi- és
a Gauss — Seidel-iterdcid is konvergens.

E tételt nem bizonyitjuk. Megjegyezziik, hogy a tételbeli feltétel
nem sziikséges, csak elégséges, azaz olyan egyenletrendszeren is kon-
vergens lehet valamelyik iterdcié, melynek nem dominans {6atl6ji az
egyiitthatomatrixa. Hasonl6 tétel igaz oszloponként dominans f64tléju
egytitthatématrixok esetén is.

A domindns f64tl6ji métrixokon a Gauss —Seidel-iterdci6é sosem las-
sabb, mint a Jacobi-iterdci6, s6t, gyakran érezhet6en gyorsabb. Az

101
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viszont el6fordulhat, hogy a Gauss—Seidel-iterdcié divergens, mig a
Jacobi-iterdcié konvergens (ld. 2.26. feladat).

A gyakorlatban ezeknek az iterdcioknak kiilénb6z8, hatékonyabb
javitasait haszndljdk. E témaban az olvasé figyelmébe ajanljuk a ,nu-
merikus médszerek” téméban irt konyveket, web-oldalakat.
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Feladatok

Jacobi-iterdcio
2.25. Oldjuk meg a
4x— y= 8
2x -5y = -5
egyenletrendszert Jacobi-iteraciéval! Szamoljunk 3, majd 4
értékes jegyre!
Vegyes feladatok

2.26" JACOBI-ITERACIO KONVERGAL, GAUSS — SEIDEL-
ITERACIO NEM Irjunk programot annak az &llitidsnak az

ellendrzésére, hogy a

X + z=0
—x+5/6y =0
x+ 2y—-3z=1

egyenletrendszeren a Jacobi-iteracié konvergal, a Gauss—
Seidel-iterdcié nem.

2.27. GAUSS-ELIMINACIO DOMINANS FOATLOJU MATRIXON
Bizonyitsuk be, hogy ha az A matrix f6atléja soronként
domindns, akkor végrehajthaté rajta a f6elemkivélasztasos
Gauss-eliminacié sorcsere nélkiil!

2.28. Az ITERACIOK SZEMLELTETESE Az A varosbol elindul
egy A jelti vonat a B véros felé, vele egy id6ben a B véros-
bél egy B jelti A felé. A B vonat induldsaval egy idében a B
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vonat orrardl elindul egy 1égy is A felé, de amint taldlkozik
az A vonattal megfordul, és addig repiil, mig a B vonattal
nem taldlkozik, amikor ismét megfordul, stb. Mindharmuk
sebessége konstans, de a légy sebessége nagyobb mindkét
vonaténal.

1. Egy tablazatban megadjuk mindkét vonat tavolsagat az
indulasi helyiikt6l km-ben mérve azokban a pillanatok-
ban, amikor a légy épp a B vonattal taldlkozik.

(x0,¥0) (x1,y1) (x2,42) (x3,¥3)

x: tavolsdg A-t6l o 40 48 49.6
y: tavolsdg B-t6l o 8o 96 99.2

Szamitsuk ki a tdblazat egy-két tovabbi oszlopat! Mi-
lyen messze van A véaros B-t61?

2. Most egy masik tdbldzatban megadjuk annak a vonat-
nak a tavolsagat az indulasi helyétdl, amelyik épp talal-
kozik a léggyel:

Yo X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3
x: tavolsag A-t6l 30 46 49.2
y: tavolsag B-t6l o 8o 96 99.2

Szamitsuk ki a tdblazat egy-két tovabbi oszlopat! Mi-
lyen messze van A véaros B-t61?

3. Mi koze van e feladatnak a Jacobi- és a Gauss—Seidel-
iterdcidhoz?
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Megolddsok

2.4. a) igen, b) igen, c) nem, d) igen, e) igen, f) nem.

2.5. Kénnyen lathat6, hogy mindkét egyenletrendszer
egyetlen megolddsa: x = 2, y = 1, tehat a két egyenlet-
rendszer ekvivalens.

2.6. Az els6 egyenletrendszer nem oldhaté meg a 0 = 3
alak egyenlet miatt, de a masodik sem, hisz nincs olyan x
ésy, melyrex+y =2és x+y ="7lenne, hisz2 # 7.

2.7. Behelyettesités utan mindkét egyenlet 0 = 0 alakd,
amit tetsz6leges x és y kielégit, igy az dsszes (x, y) szampar
megolddsa az egyenletrendszernek.

2.8. x =1, y tetszbleges, azaz az dsszes (1,y) alakd szam-
pér megoldas.

2.9. A masodik egyenlet behelyettesités utan 0 = 1 alakd,
igy az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

2.10. x =1,y = 2, azaz (x,y) = (1,2) az egyetlen megol-
dés.

2.12. a) A sormodellben két metsz6 egyenest kell megraj-
zolni (y = 7/3x —2/3x, y = —2+ 3/2x), melyek a (2,1)
pontban metszik egymdst, mig az oszlopmodellben a (2, 3),
a (3, —2) vektorokat és azok linedris kombindaciGjaként el6-
allitott (7,4) = 2(2,3) + (3, —2) vektort!

b) A sormodellben két parhuzamos egyenest kell meg-
rajzolni, mig az oszlopmodellben a (2,3) és a (4,6) vekto-
rokat, melyek egy egyenesbe esnek, és semmilyen linearis
kombindciéjuk sem adja ki a (3,4) vektort!

2.13. A hdrom sik koziil semelyik kett6 nem pérhuza-
mos, masrészt a normalvektorai egy sikba esnek, ugyan-
is 2(1,1,2) 4+ (1,2,4) = (3,4,8). Ez azt jelenti, hogy van
olyan vektor, mely mindhdrom sikkal parhuzamos. Az el-
s6 esetben a harom sik egy egyenesen megy 4t, mivel van
a sikoknak kozos pontjuk, pl. a (3,0,0) pont, igy végtelen
sok megolddsa is van, mig a mésodik esetben a sikoknak
nincs k6z6s pontjuk.

Az egyenletrendszerek ekvivalensek a kovetkezé vek-
toregyenletekkel:

1

1 1
1 x+ (2| y+
4

1
1 x+ [2|y+
4

® N
N
I
© W W
® N
N
I

Itt a kozos egytitthatoméatrix minden oszlopvektora benne
van a
2x+y—z=0

egyenletti sikban, (ez konnyen ellenérizhet6 a vektorok ko-
ordinatainak a sik egyenletébe val6 helyettesitésével), és ki

is feszitik a sikot, mert a harom vektor nem kollineéris.
Maésrészt a (3,3,9) vektor is benne van e sikban, a (3,3,1)
vektor viszont nem. Tehat az els6 egyenletrendszer meg-
oldhat6, a masodik nem.

2.14. A sormodell szerinti dbra az a) esetben 3 sikbeli egye-
nest tartalmaz, melyek kozt van két parhuzamos, igy az
egyenletrendszer nem oldhat6 meg. A b) esetben a harom
egyenes egy ponton megy at, ez a megoldds: x =2,y = 1.
A c¢) esetben ugyan nincsenek parhuzamos egyenesek, de
nincs k6zos pontjuk sem, igy az egyenletrendszer nem old-
hat6 meg. Az oszlopmodell szerint az a)

x+ y=3
x+ y=4
x+2y=4
egyenletrendszer ekvivalens a kovetkezével:
1 1 3
1lx+ |1|y= |4].
1 2 4

Az (1,1,1) ésaz (1,1, 2) vektorok benne fekszenek az x = y
egyenlet(i sikban, mivel els6 két koordinatdjuk megegye-
zik, ezért minden linedris kombinaci6juk is ebbe a sikba
esik. A (3,4,4) vektor viszont nem esik e sikba, igy fiigget-
len az el6bbi kett6td], tehat nem 4ll el azok lineéris kom-
bindciéjaként. Vagyis ez az egyenletrendszer nem oldhat6
meg. A b) és c) egyenletrendszerekben a bal oldali két vek-
tor, az (1,1,1) és az (1,2,3) az x — 2y +z = 0 egyenletii
sikban van, melyben a (3,4,5) vektor benne van, mig a
(3,3,5) vektor nincs benne, tehét b) megoldhaté, ¢) nem.

2.15. a) hamis, az allitads csak gy igaz, ha a parhuzamos
hipersikok kiilonb6z6ek is (két azonos hipersikot parhu-
zamosnak tekintiink), b) hamis, példaul a 2.9. (1) dbran
lathat6 esetben nincsenek parhuzamos sikok, és mégsincs
megoldas, c) igaz, mert akkor a jobb oldalon 4ll6 barmely
vektor kifejezhetd e két kétdimenzids vektor linedris kom-
bindcidéjaként, tehat az egyenletrendszer megoldhato.

2.16.

a) Egy két egyenletbdl all6 haromismeretlenes egyenlet-
rendszer sormodellje szerinti 4bra a haromdimenziés
térben két darab sikbél all, melyek ha parhuzamosak,

" de nem azonosak, akkor az egyenletrendszernek nincs
megoldasa, egyébként megoldasainak szama végtelen.
Oszlopmodellje a kétdimenzios térben négy darab vek-
torb6l all (hdrom linearis kombindci6ja a negyedik).

b) Egy hidrom egyenletb&l 4ll6 kétismeretlenes egyenlet-
rendszer sormodellje szerinti dbra a kétdimenzids tér-
ben hirom egyenesb®l all, mig az oszlopmodellje a ha-
romdimenziés térben harom darab vektorbdl.



LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK £ES MEGOLDASUK

c¢) Egy négy egyenletbsl &ll6 Otismeretlenes egyenlet-
rendszer sormodellje szerinti dbra az 6tdimenzids tér-
ben négy darab hipersikbdl &ll. Oszlopmodellje a
négydimenzids térben hat darab vektorbél 4ll.

2.17. a) Igaz, ez a szdm megegyezik a f6elemek szdmaval.
b) Igaz, ez a szam megegyezik a féelemek szamaval. c¢) Ha-
mis, van 1épcss alakja minden métrixnak, de csak a redu-
kélt 1épcs6s alak egyértelmii. d) Hamis. e) Igaz.

2.18. a) Igaz. b) Hamis, az egyenletrendszer megoldhato-
sdga nem fligg az egyenletek szamatdl. Az ismeretlenek
szamdnal akar kevesebb, akar tobb egyenletbdl allé rend-
szer akar konzisztens, akdr inkonzisztens is lehet. c) Igaz.
d) Igaz, a nullvektor mindig megoldas.

1 0 1 0 —1]
219. [0 1 0 1 2
0000 0
1 0 0 0 0]
220. |10 1 0 1 2
0010 -1

2.21. Igen, mindkettének (x,y,z) = (1,2,3) az egyetlen
megoldasa, azaz megoldashalmazaik megegyeznek.

2.22. Igen, mindkett$ bévitett egytitthatématrixdnak redu-
kalt 1épcs6s alakja a zérussor nélkiil

1 0 1.8
01 —-1.2

2.23. a)lgen. b)Nem.

-0.8
22

2.24. A sorcsere elBallithat6 a beszorzés és a hozzdadés se-
gitségével, nevezetesen az S; <+ S; sorcsere ekvivalens az

S; + 5]', S]' —-S;, Si+ Sj, _Sj’
elemi sormfiveletekkel. Ellen6rzésiil a matrixokon valé ha-

tasukat is megadjuk:

S; S,'+Sj Si+5j s s
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2.25. Legyen xo = (0,0). Az iteréci6 képletei:

x—y+8 _ 2x+5
e YT s

Az iterdci6 lépéseinek tablazata 3 értékes jeggyel szdmolva:

Xo X1 X2 X3 X4 X5 X6
X o0 2 225 245 248 2550 2.50
y o0 1 180 190 1.98 1.99 2.00

Az iterdci6 lépéseinek tabldzata 4 értékes jeggyel szdmolva:

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg
X 0 2 225 245 2475 2495 2498 2500 2.5
y o 1 1.80 1.90 1.980 1.990 1.998 1.999 2.0

2.27.

2.28. A Jacobi-iterdcié szerinti médon, a vonatok valame-
lyikének és a légynek a k-adik talalkozasabol kiszamitva
a k + 1-edik taldlkozasra jellemzé tavolsdgokat, az xx 1 =
ayg + b, yxiq1 = cxy + d egyenletekre jutunk. Az els6 tabla-
zat adatait behelyettesitve, és a, b, ¢ és d értékre megoldva
aza = 1/10, b = 40, ¢ = 2/5, d = 80 értékeket kapjuk, ami-
bsl a tablazat tovabbi értékei szamolhatdk, és az eredeti
egyenletrendszer is folirhat6:

1
— —y =4
x 10y 0

- %x + y =280

Ennek megolddsa (x,y) = (50,100), vagyis a vonatok talél-
kozasaig az A vonat 50 km-t, a B vonat 100 km-t tesz meg.
Eszerint a két varos 150 km-re van egymastol.

A Gauss-Seidel-iterdci6 szerinti xy1 = ayy + b, yxy1 =
cxxy1 + d egyenletek épp illeszkednek a feladat masodik
téblazatdhoz az a = 1/5, b = 30, ¢ = 1, d = 50 értékekkel.
Ez az

X — éy =30
—x+ y=>50

egyenletrendszerhez tartozik, melynek megolddsa ismét
(x,y) = (50,100).
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