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Témakorok:

1. Komplex szdmok

2. Sajatérték, sajatvektor feladatok

3. Szeparalhato és els6rendd lineéris differencidlegyenletek

4. Masodrendi allando egyiitthatos lineéris differencidlegyenletek

5. Parcialis derivalt, irdnymenti derivalt, érintsik, kétvaltozos fiiggvény szélsGértéke
6. KettGs inegralas

7. Térgorbék kisérs triédere, ivhossz, gorbiilet, torzio

8. Feliiletek megadasa, felszine, gorbiileti viszonyok

9. Klasszikus kombinatorikus valosziniiségszamitasi feladatok



Matematika M2 gyakorlat

1. feladatsor
2005. febr. 16.

. Abrazoljuk a Gauss-féle szamsikon a kévetkezs komplex szamokat és helyvektorukat:
HW=3—1% 29=14+41, z23=—-2431, 24 = —2 — 31.

. Szamitsuk ki az alabbi két-két komplex szdm Osszegét, kiilonbségét, szorzatat és
hényadosat:

(a) 2+ 5i és 4 — 34,

(b) 1 — 37 és —i.
. Szamitsuk ki a kovetkez6 komplex szamok abszolit értékét:

(3+44)(2 +14)
(1+2i)(4+37)

5412i, (=24 44)*,

(a) Irjuk at az alabbi komplex szamokat trigonometriai alakba:

V3,
&

8 1+ !
’ b 2
(b) Ezeket pedig algebrai alakba:

7 7
) <cos% +isin%), 23 (cos% +isin%> )

. Szamitsd ki az alabbi két komplex szdm szorzatat és hanyadosat trigonometrikus

alakban: . . . -
2V/2 (cos 5 + 7sin €> , 3 (COSZ + 7sin Z> )

. Adjuk meg az alabbi kifejezések értékét algebrai alakban:

(a) (L+4)"

(b) (—2v/3+ 24)7°.

. Hatarozzuk meg az alabbi z komplex szamok 6sszes komplex n-edik gyokeét:
(a) z=—1, n=4,

(b) z = —243i, n =5.



Matematika M2 gyakorlat

2. feladatsor
2005. febr. 23.

. Keresd meg az alabbi méatrixok sajatértékeit és a hozzajuk tartozo sajatvektorokat
(vagyis hatarozd meg a sajataltereket)!

. 123 3 -2 0
[_35] 040 -2 3 0
05 6 0 0 5

. Hatarozza meg az alabbi matrix sajatértékeit és sajatvektorait. (ZH. 2004.)

7 0 4
A=10 =3 0
4 0 1

. Legyen V a sikvektorok szokésos vektortere. Irjuk fel a kovetkezs linearis transzfor-
mécidk matrixat, majd hatarozzuk meg a sajatértékeit, sajatvektorait és a karakte-
risztikus polinomot!

(a) origo koriili +90°-os forgatas;

(b) O leképezés (minden vektorhoz a 0-t rendeli);

(c) = =y egyenesre valo vetités.

. Melyek igazak az alabbi allitdsok koziil az A matrixra és v vektorra?

(
(

a) Ha v sajatvektora A-nak, akkor v sajatvektora A2-nek;
b) Ha v sajatvektora A%-nek, akkor v sajatvektora A-nak;
(c) Ha 0 sajatértéke A%-nek, akkor 0 sajatértéke A-nak;
(d) Ha A% =0, akkor A-nak a 0 az egyetlen sajatértéke.

. Berci vett egy doboz Mackésajtot, melyben 6 db 60°-o0s korcikk alaki sajt fér el. Este
megevett belGle harmat, és betette a hiitébe. Reggel, mikor felnyitotta a dobozt, azt
vette észre, hogy a korcikkek csticsai tovabbra is a kor kozéppontjaban maradtak, de
ha az egyes sajtcikkek korivre es6 cstcsait a koron végighaladva Ay, By-gyel, Ay, Bo-
vel, ill. As, B3-mal jeloljiik, akkor a BiAy, Bo A3z és BsA; szakaszok felez6pontjai
szabalyos haromszoget alkotnak. Bizonyitsd be, hogy Berci megfigyelése helyes —
fiiggetleniil attol, hogy a sajtok egymaéssal milyen szoget zarnak be!



Matematika M2 gyakorlat

3. feladatsor
2005. méarc. 9.

. Hatarozzuk meg a kovetkez6 szétvalaszthatoé valtozoju differencidlegyenletek altala-
nos megoldéséat:

(a) yy' = 2%y + 4y — 2® — 4,

(b) V25 — z%cos’y -y' =1,

zy
(z2+1)y" "

(c) sinlny =

. Keressiik meg a 2y'(z + 4) + y = 0 differencidlegyenletnek azt a megoldasgorbéjét,
amely alatti teriilet a 0 < x < 12 intervallumban 20 teriiletegység!

. Szérjunk m tomegi anyagot oldészerbe. Az oldodas sebessége a még fel nem ol-
dodott anyag mennyiségével arényos, azaz az oldédast leird differencidlegyenlet
‘fi—f = k(m — z), ahol z jeloli a ¢ id6 alatt feloldodott anyag mennyiségét, k ara-
nyossagi tényez6. Ha 1 perc alatt az anyag 20%-a oldodik fel, akkor 3 perc alatt

hany szazaléka? (azaz x(0) = 0, (1) = 0,2m, z(3) =?) (Vizsga, 2004.)
. Oldjuk meg az alabbi els6rendt linearis differencialegyenleteket:

(a) ¥ +zy—z =0,

(b) 2y’ — 25 ==

. Hatarozzuk meg az y' cosz + ysinz = 1 differencidlegyenlet y(0) = 1 kezdeti felté-
telhez tartozé partikularis megoldasat!

. ZH. 2004.

5419 = y*\/15+ y? (2* + Tz + 10) ¢/,
2z

24+ 4

!

y y = (z* +4) cosz.




Matematika M2 gyakorlat

4. feladatsor
2005. méarc. 16.

1. A karakterisztikus egyenlet felirdsa utan hatarozzuk meg az alabbi homogén diffe-
rencidlegyenletek altalainos megoldasat:

(a) ¥ +3y' +2y =0,
(b) " —4y' =0,
(c) y"+4y =0,

(d) y"+ 6y +34y =0,
(e) y" —8y' + 16y = 0.

2. A kovetkez6 feladatokban a homogén egyenlet megoldasa utan az inhomogén egyen-

let megoldasat
o oz | COSfx
ypart(l‘) = p(a:)e { SiIl 555 }

alakban keressiik, ahol p(x) megfelel§ fokszamu polinom, r pedig a rezonancia mul-
tiplicitasa, vagyis hogy az a+i( komplex szdm a homogén egyenlet karakterisztikus
polinomjanak hényszoros gyoke.

3. Irjuk fel az y” — 2y’ +y = —1 differencialegyenletnek az y(2) = —1 és 3/(2) = €2
kezdeti feltételeket kielégité partikularis megoldasat!



Matematika M2 gyakorlat

5. feladatsor
2005. méarc. 23.

. Derivaljuk az f(z,y,z) = e 5@ ¥"2) fijggvényt az Gsszes valtozoja szerint!

. Szamoljuk ki az f(x,y) = z%y® + sin 3y + e fiiggvény elsé és masodik parcialis
derivaltjait, valamint az origoban az (1,2) iranyhoz tartozo6 iranymenti derivaltjat!

. Irjuk fel a z = 3y + e™” + 2y arctan% feliilet érintGsikjanak egyenletét a P = (0, 1)
pontban, majd szamoljuk ki a (2, —7) iranyt iranymenti derivaltat ugyanebben a
pontban.

. Az zcosy +ycosz + zcosx = 1 implicit egyenletbsl hatarozzuk meg a 2 parcialis
derivéltat!

. Milyen iranyban lesz az f(z,y) = y3e 2*~! fiiggvény (—%, 1) pontbeli irdnymenti
derivaltja maximaélis ill. minimalis?
. Téglatest alaki, feliil nyitott, 4m? térfogati tartilyt akarunk késziteni a lehetd

legkevesebb anyag felhasznélasdval. Mekkorék legyenek a téglatest alapélei?

. Adjuk meg az f(z,y) = (z —y + 1)* — (2? — 2)? fiiggvény lokalis szélsGértékeit a
sikon!



Matematika M2 gyakorlat

6. feladatsor
2005. méarc. 30.

. Szamoljuk ki a kovetkez6 téglalapokon vett integralokat:
a) [ [pe*™dT, ahol T = {(z,y): 0<z<In2, 0<y<In3},
b) [ [psin(z+y)dT, ahol T ={(z,y): 0<z<Z, 0<y<Z}

. Mennyi az [ [, 2xydT integral értéke, ha T az y = z* és © = y* egyenletii gorbék
altal hatarolt korlatos tartomany?

AT ={(z,y) :0<z <y, 0<y <1} halmazon szamitsuk ki az [ [,ysinzdT
integralt!

. Integraljuk polarkoordinatakra valo attéréssel az origd koriili 2 sugara koérén az
f(z,y) = 2z — 6y + 3 fiiggvényt!

. Legyen T ={(z,y) e R?: 1 <2?+4y*<4, £<0, 0<y}. Szamitsuk ki az alabbi

.’E y

. Hatarozzuk meg a z = 25 — 22 — y? egyenlet(i feliilet = > 0 félsikba es§ részének
felszinét és az altala hatéarolt korlatos térrész térfogatat!

. Vagjunk ki homogén lemezbdl egy R sugarti negyedkort (ezt nem kell tényleg meg-
csindlni), majd hatarozzuk meg a tomegkozéppontjat!



Matematika M2 gyakorlat

7. feladatsor
2005. 4pr. 6.

. Hatarozzuk meg az r(t) = isint + jcost + k—1- gorbe ¢t = 0 paraméterértékhez

tartozo pontjaban az érinté egyenes egyenletét!
. Szamitsuk ki az alabbi gorbék ivhosszat a megadott szakaszokon:

(a) r(t) =% +2t5 + V3t*k, —1<t<2,
(b) (t) = e* costi+ e sintj + be*k, —o0o <t < tg, ahol a > 0,b € R tetszéle-
gesek.

. Hatarozzuk meg az r(t) = 3t°i+ (2t +3)j+ 3tk egyenletii térgorbe kisérd triéderét a
t = —1-hez tartoz6 pontban, majd irjuk fel a simulosik, a normalsik és a rektifikalo
sik egyenletét!

. Adjuk meg az z(t) = tcost, y(t) = —tsint, z(t) = at gérbe simulésikjanak egyenle-
tét a koordinatarendszer kezdépontjaban (a € R tetszGleges paraméter).

. Mennyi az r(t) = (3> — 2t)i + t°j + (1 — t)k gorbe gorbiilete és torzivja a t = 2
pontban?

. Szamitsuk ki az z(t) = 2t, y(t) = Int, z(t) = t* gorbe gorbiiletét és torziojat!



Matematika M2 gyakorlat

8. feladatsor
2005. apr. 13.

. Irjuk fel annak a hengernek a paraméteres egyenletrendszerét, amelynek vezérgorbéje
r(t) = i(2sint+3tant)+j2 cost, tengelyének iranya pedig az a = —i+j+4k vektor!

. Irjuk fel annak a kupnak a paraméteres egyenletrendszerét, amelynek vezérgorbéje
r(t) = isinht + jcosht, csiicspontja pedig az a = 5k vektor végpontja!

. Adjuk meg az r(t) = tj + (t* 4 4)k egyenleti gorbe y tengely koriili megforgatottjat
paraméteres alakban.

. Szamoljuk ki az r(u,v) = i(u +v) + j(u® + v?) + k(u® + v*) feliilet (2, 2, 2) pontbeli
érintGsikjanak egyenletét!

. Mi lesz az r(u,v) = i(u + v) + j(u — v) + kuv egyenleti felillet z 4 2y + 3z = 32
sikkal parhuzamos érintGsikja?

. A Gauss-féle els6 f6mennyiségek segitségével hatarozzuk meg az r(u,v) = (ucosv,usinv, u)
feliillet 0 < u <1 és 0 <wv < 27 paramétertartoményba esé darabjanak felszinét!

. Irjuk fel paraméteresen az origd kozépponti R sugard gomb egyenletét, majd a
Gauss-féle masodik fémennyiségek segitségével allapitsuk meg, hogy a feliilet (R, 0, 0)
pontja milyen tipusi!



Matematika M2 gyakorlat

9. feladatsor
2005. apr. 27.

. Egy aktatéaska zarja harom szamjegyi koddal miikodik. Egy illetéktelen probalkozik
a kinyitasadval. Mi a val6szintisége annak, hogy 6t probélkozassal nem tudja kinyitni
a taskat, ha feltessziik, hogy mindig mas kombinaciéval probalkozik?

. Hatszor dobunk egy szabalyos kockaval. Mi a valdszintisége, hogy ezek koziil

(a) egyszer sem dobunk hatost,
(b) legalabb egyszer dobunk hatost?

Mi a kénnyebb: 6 dobasbdl legaldbb egyszer hatost dobni, vagy 12 dobésbdl legaldbb
kétszer?

. 22 focistabol két csapatot sorsolnak ki véletlenszertien. Mi a valoszintisége, hogy a
két legjobb jatékos egy csapatba keriil?

. Bridzsben mi a valészintisége annak, hogy Eszaknak és Délnek egyiittesen k db dsza
van (k=0,1,2,3,4)?

. Mi a valo6szintisége, hogy az 6t6s lottd sorsolasan a kihuzott legnagyobb és legkisebb
szdm kiilonbsége éppen 427

. Egy kulcskarikan n kulcs van, amelyek koziil csak egy illik a kinyitand6 zarba. Ta-
lalomra (véletlen sorrendben) probaljuk ki a kulesokat — ismétlés nélkiil mindaddig,
amig a jo kulcsra rd nem leliink. Kisérletiink 1,2,...,n probalkozas utan érhet
véget. Mutassuk meg, hogy mind az n eredménynek azonosan 1/n a valoszintisége.

. Egy afrikai orszagban a lakossag ﬁ része HIV-fert6zott. A vérvizsgilat az esetek
1%-aban ad hibas eredményt. Ha valakinek pozitiv eredményt ad a teszt, mi a
valoészintisége, hogy valoban fert&zott?

. Tudjuk, hogy egy baratunk 2/3 valészintiséggel tartézkodik kocsmaban. Ot kocsma
barmelyikében egyenls valoszintiséggel lehet. Négyben méar megnéztiik, de nem volt
ott. Mi a valésziniisége, hogy az 6tddikben megtalaljuk?



Matematika M2 gyakorlat

10. feladatsor
2005. maj. 4.

. Egy vetélked§ fényereménye egy gépkocsi, amely harom zart ajté valamelyike mo-
gott van elrejtve. A vetélkeds jatékos kivalaszt egy ajtot, de mielGtt a jatékvezetd
elarulna, hogy van-e az ajté moégott gépkocsi, kinyit a masik két ajto koziil egy olyat,
amelyik mogott nincs semmi, majd felajanlja a jatékosnak, hogy jbdl valaszthat a
még csukott két ajto koziil. Erdemes-e a jatékosnak valtoztatnia az eredeti vélasz-
tasan?

. Andras és Béla (ilyen sorrendben) felvaltva dobnak szabalyos dobokockaval. Az
nyer, aki elGszor dob 6tost. Mi a valésziniisége, hogy Andras nyer? Es annak, hogy
Béla nyer?

. Négy postaladaban Osszesen 12 levelet talaltak. Feltéve, hogy az egyes levelek azonos
valoszintiséggel keriiltek a négy postaldda barmelyikébe, hatarozzuk meg az elsé pos-
taladaba keriilt levelek szdmanak eloszlasat! Milyen eloszlast kapunk, ha feltessziik,
hogy a harmadik postaladaba 6 levél keriilt?

. Egy bolha ugral a szamegyenesen. Az origobol indul, masodpercenként egységnyit
ugrik jobbra vagy balra % — % valoszintiséggel. Jeldlje X,, a bolha helyét n ugrés
utan. Hatarozzuk meg (paros n-re) X,, eloszlasat!

. Két jatékos koziil az els egyszerre 3 érmét dob fel, a masodik pedig kettét. Az nyer,
aki tobb fejet dobott, és nyereségként megkapja a masik jatékos feldobott érméit.
Ha a fejek szdma azonos, tjra dobnak. Mi az els§ jatékos nyereségének varhato
értéke?

. Egy piaci arus kosardban 100 fej gomba van, ezek koziil 4 mérgezd. Egy haziasszony
az Ottagu csalad minden tagjanak egy-egy fej gombét vasarol ebédre. Adjuk meg a
gombamérgezést kapott csaladtagok szdmanak eloszlasat!

. Egy 22 f6s osztalyban nyolcan nem késziiltek egy targybol. A tanar 7 tanulot feleltet.
Adjuk meg a késziiletlen felel6k szamanak eloszlasat!

. Hatarozzuk meg talalataink szamanak varhato értékét az 6t0s lotton, ha szelvényiin-
ket taldlomra toltjiik ki!

. Egy ,amerikai” parbaj szabalyai a kovetkezék: A parbajozo 50 fehér és 50 piros
golyot oszthat el két urndban tetszés szerint. Ezutén bekdtdtt szemmel hiz £ — 2

valoszintiséggel valamelyik urndbol. Ha fehér golyot hiz, akkor életben marad, ha
pirosat, akkor meghal. Hogyan ossza el a két urnaban a golyokat, ha kedves az élete?



Matematika M2 gyakorlat

11. feladatsor
2005. maj. 11.

. Egy embernek n kulcsa van, melyek koziil egyetlen egy nyit egy bizonyos ajtot.
Emberiink véletlenszertien probélkozik a kulcsokkal mindaddig, amig ra nem talal a
megfelel§ kulcsra. Hatarozzuk meg a probalkozésok szaménak varhaté értékét, ha

(a) a sikertelen kulcsokat nem vélasztja kiilon (visszatevéses hizasok),
(b) a sikertelen kulcsokat kizéarja a tovabbi probalkozéasok soran (visszatevés nélkiili
huzasok).

. Atlagosan hany mazsolanak kell egy siitiben lennie ahhoz, hogy egy véletlenszertien
valasztott siitiben legalabb 99% valoszintiséggel legyen (legalabb egy szem) mazsola?

. Haromszor olyan valészint, hogy egy évben két ember 6li magit a Szajnéba, mint
az, hogy 6t. Mi a valdszintisége, hogy senki nem lesz igy ongyilkos egy év alatt?

. Az alabbiak koziil melyek lehetnek az X abszolit folytonos valdészintiségi valtozo
eloszlasfiiggvényei? Ahol lehet, szamoljuk ki a stirtiségfiiggvényt is!

0 ha z <0 0 ha z <0
F(r)=4 cosz ha0<z < 7§ G(r)=4q sinz ha0<z < 7§
1 ha § <z 1 ha £ <z

1 1
H(z) = 5 + - arctan

. Az alabbiak koziil melyek lehetnek abszolut folytonos eloszlas stiriiségfiiggvényei?
Ahol lehet, szamoljuk ki az eloszlasfiiggvényt!

L hao<z<1 L haz>1
glx) =1 2

—J 3
f(z) {0 egyébként 0 egyébkent

h(z) = sinz ha = <z <7 i(z) = 43¢ " haz >0
10 egyébként 10 egyébként

. Egy kalapacsvets fogadasbol azzal probalkozik, hogy néhany forgas utan bekotott
szemmel dobja el a kalapicsot. A sportolét 0°-t6l 300°-ig védéhalod veszi koriil.
Mekkora a valdsziniisége, hogy a hélon kiviilre sikeriil dobnia, ha a dobés irdnya
0°-t6l 360°-ig egyenletes eloszlasi?

. A (0,1) intervallumbdl fiiggetleniil és egyenletes eloszlassal harom szamot valasz-
tunk. Milyen a legnagyobb valasztott szam eloszlasa?



Matematika M2 gyakorlat

12. feladatsor
2005. m4j. 18.

. Legyen az X valoszintiségi valtozo sirtiségfiiggvénye

f(z) = ng (0<z<2).

Hatarozzuk meg az eloszlas varhato értékét és szorasat!

. Egy utcai telefonfiilke foglalt, amikor odaérek. A beszélgetés hossza véletlen, per-
cekben mérve % paraméteri exponencialis eloszlasi. Mi a valdszintisége, hogy 5 perc
miulva sem keriilék sorra? Mi a helyzet akkor, ha tudjuk, hogy odaérkezésiinkkor
méar 2 perce tart a beszélgetés?

. Az "1 kg” feliratt cukroszacskéban levd cukor tomege 1 varhato értéki 0, 02 szorasi
normalis eloszlast kovet. Mi a valosziniisége, hogy a zacskéban 1év6 cukor tomege
0,99 és 1,02 kozé esik?

. Szazszor feldobunk egy pénzérmét. Mennyi a valdszintisége, hogy az irast eredmé-
nyez6 dobésok szdma 45 és 50 kozé esik?

. A ® fiiggvényt hasznalva szamitsd ki a kovetkezs kifejezés kozelits értékét:

20 71000\ 1
Z k- 21000

k=200

. Véletlenorszdgban egy bank pénztaranal az egyik napon elérelathatoan 60 iigyfél
vesz ki pénzt. A pénztarndl az atlagos kifizetés ligyfelenként 50 tallér, 20 tallér
szorassal. Mennyi pénzt tartson kasszajaban a pénztaros, ha 0,95 valoszintiséggel,
minden fennakadés nélkiil szeretné kielégiteni az iligyfelek igényeit?



