Az integralszamitas alkalmazasai

Gorbe ivhosszanak meghatarozasa

Az y = f(z) (a <z <b) gorbe {vhossza:

s z/ V14 [f(x))?da.

Az z =z(t),y = y(t) (a <t < () paraméteresen adott gorbe ivhossza:

b
5= / VEO F R0 d.

1. Mekkora az y = chx gorbe 0 < z < a intervallumhoz tartozo ivhossza?

Megoldds. Az y' = sha folytonos és korldtos [0, a] intervallumon, tehat rekti-
fikalhato.

a 2 a a__ ,—a
s:/ Vl—i—shmdx:/ chxdx:[shw]gzsha—sh():%.
0 0

O
2. Szamitsuk ki a kzonséges ciklois egy {vének hosszat: x(t) = a(t—sint), y(t) =

a(l —cost), (0 <t <2m).
Megoldds.
z(t) = a(l — cost), y(t) = asint.
#2(t) = a®(1 — 2cost + cos? t), 72 (t) = a®sin’t
@2(t) + 92 (t) = 2a*(1 — cost)
s = 027r av2y/T —costdt = fOQW 2asin%dt = [—4acos %]zﬂ = 4a + 4a = 8Sa.

Felhasznéltuk az sin® % = # Osszefiiggést az integral kiszamitasanal. O



A gorbe ivhossza polarkoordinatakkal

Az r =r(p) (@ < ¢ < B) megaddsi gorbére

163
s=/ VR PP de.

3. Szamitsuk ki az r(p) = a(l 4+ cosp) (0 < ¢ < 27) egyenletli vonaldarab
(cardioid) ivhosszat.

Megoldds. Konnyen beldthatd, hogy korlatos és folytonos gorbérdl van szo, ezért
rektifikdlhato.

r2(¢) = a*(1 + cos ©)? = a*(1 + 2 cos p + cos? @)

2 2

7(p) = —asing, 7*(p) = a?sin? p.

r2(¢) + (r)%(¢) = a®(2 + 2cos ) = 2a>(1 + cos p).

2T 27
s=12a \/1+Cosgad30:2a/ ,/cosggdcp.Acosg a [0, 7)-n pozitiv,

0 0
mig a (m, 27]-n negativ.

27
s:2a/
0

™ 27
00528‘(1@:2@/ cos£d<p—2a/ cos Ld =
2 o 2 x 2

:4a/ cos%dcp:4a {2sin£r:8a.
0

2o
O
4. Szémitsuk ki az r(p) = ae®? (a > 0, 0 < ¢ < T) vonaldarab {vhosszat.
Megoldds. A gorbe rektifikalhato.
r2(@) = a®e* P (@) = aket?, 2 (p) = a?ker¢
() +7%(p) = a®(1 + k?)e*™*
% * ko %
s = / Va2 (14 k2)e2kv d o = a\/1+k2/ " dp = a1+ k2 [ek] =
0 0 0
V1+ k2
a;(eTr —1). O

k



Teriiletszamitasok

5. Szémitsuk ki az y = 22 4+ 1 parabola 1 < = < 3 szakasza alatti teriiletet.

3 3 3
32
Megoldads. Tz/ (22 +1)dx = |:x—‘,—1':| - 2= 0
1

3 . 3

6. Szémitsuk ki az aldbbi dbran lithaté y = 54— és y = & gorbék 4ltal
hatérolt sikidom teriiletét.

v

10.625  +156

-0.312

Megoldds. A két gorbe metszéspontja:

8a? - x?
224402 4a
32a% = z* + 4a%2?
9 —4a? + 1242
€T = ——
2
2

7= 4a2, T =2a, o= —2a.

2a 3 2 2a 3 2
8a T 8a T
/_Qa (:z:2—|—4a2 4a> ‘ /0 <x2—|—4a2 4a> v



2a 3 2a .2
8
[T e [
0 i +4a2 0 4a

20 843 8a® [? dx 9 x ]2
mdx: 472 GT = 4a {arctg?} = Qa T.
0o =% +t4a a® Jy (%) +1 alo
a 372
/2 gﬁdl”: i :Efd a:2a2.
o da da 3], 3
4 _ ™ 1
Tehat T = 4a? (575). O

Paraméteresen adott gorbék alatti teriiletek ki-
szamitasa

Az = z(t),y = y(t) (t; < t9) paraméteresen adott gorbe alatti teriilet:

T:/zy(t)a'c(t)dt.

t1

7. Szamitsuk ki az r sugaru kor tertiletét.

Megoldds.
x =rcost, y=rsint, x(t)= —rsint.

= 2f7?rsint —rsint)dt = 2f0 —cos2t)dt = r? [t — %]g = 7.
Azt hasznaltuk ki, hogy az also félkor és a felso félkor teriiltet megegyezik.
A gorbén (a fliggvények grafikonjdhoz hasonléan) balrdl jobbra kell haladjunk,
ezért integralunk w-to6l 0-ig. O

8. Szamitsuk ki az a és b féltengelyi ellipszis teriiletét. Az ellipszis paraméteres
megaddsa: = acost,y = bsint (0 <t < 2)

Megoldds. T = Qf ab(—sin’t)dt = abr. O

Szektorteriletek szamitasa paraméteres megadas
esetén

Az x = x(t),y = y(t) (t1 <t < t9) szektorteriiletének kiszdmitdsa:

9. Mekkor az x = cht, y = sht paraméteres egyenletrendszerrel megadott
egyenlGszaru hiperbola —t; < t < t; szektoranak teriilete. Ezen hiperbola
implicit egyenlete: 22 — y? = ch? ¢ +sh?¢ = 1.



y
+1.58 )
voss| /
136 130544 \ +1.36 x
-0315) -
-1.58
Megoldds. zy) — iy = ch®t —sh?t =1, tehat T = z filtl 1dt =t;. O

Az r = r(p) alakban adott goérbék szektorteriileté-
nek szamitasa

10. Szamitsuk ki az r? = a? cos 2 poldregyenlet(i lemmiszkata egyik levelének

teriiletét.

Megoldds.

1 (% in2 I 2
T=2- 5/0 a’cos2pdyp = a? [stgo]O = %.
11. Mekkora az r = 2a(1 + cos ¢) polaregyenletii kardoid teriilete?
Megoldds.

2m 2
1
T= 7/ [2a(1+ cos¢)]*dp = f/ [4a cos® E]nga:
2 Jy 2 Js 2

:16a2/ cos4§d<p:4a2/ (14 2cosp +cos? p)dp =
0 0



= 4a® <p+251n<p—|—£—|—sm Pl = 6ar.

22 |,

Forgastestek felszinének szamitasa

A rektifikdlhaté és pozitiv y = f(z) fiiggvény a < z < b gérbedarabjinak az x
tengely koriili forgatasaval keletkez6 forgastest palastjanak felszine

b
F:27r/ f@)v/1+[f(x))?de.

12. Forgassuk meg az y = /z gorbe 0 < x < 1 darabjdt az x tengely koriil és
szamitsuk ki az ily mdédon keletkezett forgastest paldstjanak felszinét.

+0.625
/ -
/
y
//
///
+0.312
//
y
+0.0625
+0.188+0.312 +0.625 X

Megoldds.

1 1
1 1
F:27r/\/§ 1+—dx:27r/ \/z+ -~ dux.

Az u = x + 1 helyettesités esetén du = d  és az 1j hatarok =, illetve 3.
1 1 4

5 GG

3 20 4
F:27r/ \/ﬂdu:27r§ [u?]
1

4

Bl o
B
3
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13. Hatdrozzuk meg azon feliilet felszinét, amely az f(z) = sinx gorbe 0 < x <
7w darabjanak az x tengely koriili forgatasaval kapunk.



+0.982 T
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+0496 \
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Megoldds.
2m
F=2r sinzy/ 1+ cos?zxduwx.
0
A sht = cosz helyettesitéssel chtdt = —sinz dz. Ideiglenesen az 1j hatarokat

t1, illetve to-vel jeloljiik, de nem lesz sziikséglink konkrét értékeikre.

t2 2 t2 1 4+ ch2t h 2t t2
F:—27r/ chtdt=—27r/ Ldtz—ﬂ S +t| .
t t 2 2 ty

1 1

Visszatérve az eredeti valtozora az eredeti hatarokat irjuk vissza:

F=—7 [cos 24/ 1 + cos? + arsh cos x];r ~ 14,4236.
O
Paraméteres eloallitast gorbék forgatasaval kelet-
kezo forgastest felszine

B8
F=2n / y()VEOE + BOEdt

14. Szamitsuk ki az i—i + z—i = 1 ellipszis = tengely koriili megforgatasaval
keletkez6 forgdsi ellipszoid felszinét. Az ellipszis paraméteres eldéllitdsa: z(t) =
acost,y(t) = bsint.



Megoldds. A felsé félellipszist fogjuk megforgatni az = tengely koril, ezért 0 <
t<m.

F:27r/ bsint\/a281n2t+b2c052tdt:277/ bsinty/a2 — (a2 — b2) cos? tdt
0 0

T 2_b2
:271-/ absint\/l— a4 5 cos?tdt
o a

2— 2 s . . ’ 7’
Bevezetve az e = £ agb ugynevezett numerikus excentritast és u = cost helyette-

sitéssel du = —sintdt. Az 0j hatarok: uy =1 és us = —1.

1 1
F:—27rab/ \/1—52u2du=27rab/ V1—-e2u2du
1 1

Ujabb helyettesités: eu = sing (0 < & < 1 miatt ez alkalmazhat6 helyettesités),
edu =cospdy. Az 4j hatarok — arcsine és arcsine.

F 2odp = dp=
- COSQOQO 2 QO

— arcsine — arcsine

_ 2mab /+ arcsin e 2ab /+arcsine 1—|—COS 2@

2mwab sin 2
_ [h 4

+ arcsine
2 4 }

2mab
_ [arcsina +ev1— 52} .
€

€ — arcsine

O

Az r =r(p) alakban adott gérbének a forgatasaval
keletkezo palast felszinének szamitasa

B
F=2r / r(g)sinpy QP + M@E dy

15. Forgassuk meg az r = b(1 + cosp) (0 < ¢ < m) kardioidot az x tengely
koril és hatarozzuk meg az igy keletkez6 forgastest felszinét.

Megoldds.
[F(9))? + [r(9)]* = b°(2 + 2 cos p)

F= 27r/ b(1 + cos ) sin /(2 + 2cosp)dp =
0

T B 327b?
0 5

4 : 2 5
= 277/ b*V2(1 + cos ) ? sinpd @ = 2v/2mb? |:5(1+COS<,0)2:|
0



Forgastest térfogatanak szamitasa

Az [a,b] intervallumon folytonos, nem negativ fiiggvény f(z) gorbéjét az x
tengely koriil megforgatva kapunk egy forgastestet. Ennek térfogata:

v=7r/ab (@) da

16. Szamitsuk ki a csonkakip térfogatat!

Megoldds.

h+m 2 h 2 31ht+m
R r 12 R
Vfw/o {h—i—mz] da?fw/o [E:r] dzw(h+m> {3}0 —
23710 2 2
= (%) H W[R(’Hm)rh]
h 31, 3 3

Haromszogek hasonldsagabdl kapjuk:
r R-r mr
h m’ R—1r’

R —
[ 2m7‘+Rm_(T r) _TQRTTJ :%(RQJFTRJFTQ).

™
V=_
3

O

17. Forgassuk meg az y = ﬁ gorbét az x tengely koriil és hatarozzuk meg a
keletkezd forgdstest térfogatat a [—1, 1] intervallumban.

Megoldds.
1 14 22 x? 1
/ dx_/(1+x2)2dx_/(1+x2)2dx_/1+x2dx+

(14 22)?
’ 7/ ! d _1 arct +L
2(1+22) ) 201 T\ M T ey )




Paraméteresen adott meridian gorbéjii forgastest
térfogata

Ha az x = z(t),y = y(t) egy t1 <t < to szakaszit megforgatjuk az x tengely
koril, kapunk egy forgéstestet, amelynek térfogata:

Venr / )2 at,

ty1

ha y(t) folytonons és z(t) differencidlhato.
Az y tengely koriil forgatva y(t) differencidlhatésagat kell feltenni. Ekkor

V= w/f e(O)25(t) dt.

18. Szamitsuk ki a gébmb térfogatat.

Megoldds. Az r = acosyp,y = asiny paraméteresen adott kort forgatjuk meg
az x tengely korul. & = —asin .

0 3
V:ﬂ'/ aQSin2g0(—asincp)d<p:7Ta3/ sin® pdp =
0

s [2 : 5ol 2 .
= was/ (1 — cos® p)sinpdp = ma’ [ cosp + co Sﬁ} = Zra®.
0

Gorbeiv siulypontja
Az y = f(x) megadds esetén [a, b] intervallumra:
L aVTEF@Pde [ f@VIT PP
LNV T@Ede " T TR de
Paraméteresen megadds esetén a = z(«),b = y(5) mellett:
s OVEOP A BOPAt Ly VEOP T BOPdE
Jo VEOPTBOPde " [ VEOP 0P d

19. Hatarozzuk meg az y = chx 0 < z < 1 ivének silypontjat.

Sy =

Megoldds. Harom integralt kell kiszamolnunk.

1 2 1 2
11:/ mdzz/ chzdz = [sha]l =sh1—sh0=°
0

-1
o 2e

10



1 2 1 1
12:/ x\/l—i—shxda::/ xchxdx:[xshx}é—/ shxdz =
0 0 0

671

=[x th—chx]

Ig—/ chas\/lJrsh:cdx*/ chxdx*/ Ch2:L’TJrldg::

_ sh2xr =« 1_6 +4e? —1
a 0 8e2 '

4+2

Siktartomany silypontja

Az y = f(z) grafikon és [a, b] intervallum kozotti teriiletre:

b b
C_Refwde @R
= ’ vy T T b :
fa fl@)dx fa fl@)dx
Paraméteres megadds esetén a = z(«), b = y(5) mellett:
17 2(t)y(t)d )dt 2P 1y(0)] fdt
Sx = B ; Sy = I
[ y)at)d I yt)E

20. Szamitsuk ki az y = —2? + = + 6 parabola és az = tengely &ltal hatdrolt
stkrész sulypontjat.

Megoldds. A parabola az x = —2 és az x = 3 pontban metszi az = tengelyt.
Héarom integralt kell kiszamolnunk.

3 3
I :/ x(—m2+x+6)dx:/ (—2®+2*+6z)dx = R ~
L ,2 173 2

~ 10,41.
1/ I
1225/ (71:2+z+6)2d1::§/ (x472x3711x2+129:+36)d9::
—2 -2
1 x? z3 x? 3
= |—=—-2— —11— 12— ~ 52 .
5 [5 1 3 + +36x}_2 52,085
3 23 2 3
[3:/ (—z*+z+6)de = |- + = +6z| ~20,84.
2 3 2 —2
Il I2
r=— 4 2 :—22,4 .
S T 0,499, Sy I 99
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