Figgvények vizsgalata
1) Végezziik el az f (r) = 23 — 622 + 11z — 6 polinomfiiggvény vizsgalatat!

Megoldas:
— Ertelmezési tartomdny: Dy = R.
— Zérushelyek: Probalgatassal konnyen adodik, hogy f (1) = 0. Ezutan
polinomosztéassal :
3 2 2
(2° =62+ 11z —6) /(x — 1) =2 — 5z +6

Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai:

5+ /25 — 24 {x1:3
_

T1,2 =

2

To =2
tehat f(2) = f(3) =0.
— Flsd derivdlt vizsgdlata :
/() =32% — 120+ 11
Ennek gyokei:

124144132 12+2V3 x1:2_§
X = = RN 2
1,2 6 6 @:24—@

x1 és xo kozdtt f/ (z) < 0, egyébként f' (x) > 0.

— Madsodik derivdlt vizsgdlata :
" (x) =6z — 12

f"(z)=0,haxz=2; f"(2) <0, hax <2, f’(z) >0, haz > 2.

Tablazatos formaban Gsszefoglalva:

T m<2—§ m:2—§ 2—§<z<2 z =2 2<x<2+§ m:2+§ m>2+§
' (x) + 0 — — — 0 +
@ | - - - 0
(= + + +
f(x) | névekvs max. csokkend min. névekvo
konkav ‘ inflex. ‘ konvex




1. abra. az y = 23 — 622 + 11z — 6 fiiggvény képe

2) Vizsgaljuk meg az f (z) = sin® x fiiggvényt !

Megoldas:
— Periodicitds: Mivel sin (z + 7) = sinz cos m+cosx sinm = —sin x, ezért
sin? z = sin? (x + ), a fiiggvény 7 szerint periodikus.

— Zérushelyek: A [0, 7] intervallumon zérushelyek: 0, és .

— FElsd derivdlt zérushelyei :
f' = 2sinzcosz = sin 2z
Ennek zérushelyeire 2o = 0, 7,27. Innen a zérushelyek: z; =0, zo = g,
és w3 =m. Ezért f' (z) >0a (O, g) intervallumon, valamint [’ (z) <0

™ .
a (5 , 7T) intervallumon.

— A mdsodik derivdlt:
" (z) = 2cos 2z

Ennek zérushelyeire: 20 = Z, 3%, Eszerint 2y = T

f"(x) >0, hax e (O, %), és f” () <0,hax € (%,%).

és 19 = ?jf. Innen

x =0 | 0<z< T z=17 T<e<t | 2=% | F<a<3F | a=3F SE<a<n | o=n
1 (x) 0 + + + 0 — — — 0
(@) |+ + 0 — — — 0 + +
f(z) | min. novekvs max. csokkend min.

konvex ‘ inflex. ‘ konkav ‘ inflex. ‘ konvex




L
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2. dbra. az y = sin” x fiiggvény képe

3) Végezziik el az f (z) = sin® z — 2sinz fiiggvény vizsgalatat!
Megoldas:
A fiiggvény 27 szerint periodikus, ezért a [0,27] intervallumban vizsgaljuk.

— Az elsé derivdlt zérushelyei:

f'(z) =2sinzcosx —2cosx = 2cosx (sinx — 1)
f/(z) =0, ha cosz = 0, vagy sinz = 1. Ezek szerint z1 = J, xp = 3I.
(A harmadik zérushely z3 = 7 lenne, ami egybeesik z1-gyel.)

— A masodik derivdlt zérushelyei:

f"(z) = —2sinz (sinz — 1)+2cos® x = —2sin® 2+2sinz+2 (1 — sin® z) = —4sin® z4+2sin 2+2

Ez sin z-ben masodkofu egyenlet, megoldasai:

. 1£V14+8 1&£3 (sinz), =1 =z =73
ST = 4 = 4 - : _ 1 _ Tm 11w
(sinz), = -5 =12 = ¢, 5"
Tablazatosan Osszefoglalva:
xT 0<z< x=7z T <e< X z=TIr T <a<3E =3z 3m < g < lm z» =L Ur <z <on
1 (x) — 0 + + + 0 — — -
[ (z) + 0 + 0 - - - 0 +
f(x) | csokk. | min. novekvs max. csokkend
konvex ‘ inflex. ‘ konkav ‘ inflex. ‘ konvex
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3. dbra. az y = sin® = — 2sin x fiiggvény képe

0

ol L

6xr — 4
4) Vizsgaljuk az f (z) = e 5— racionalis tortfliggvényt!
x

Megoldas:

A fiiggvény hatéarértékei: zh_)nolo f(z)=0,és zEmoo f(x)=0.

Ertelmezési tartomdny: Dy = R\ {0}. A szakadasi helyen a hatarérték
mindkét oldalrél —oo.

Az elsd derivdlt zérushelyei:

_ 62? — 2z (6z —4) —62% 48z 2z (—3x+4)

4 4 - 4

/@) ;

T €T

4
f' () =0, ha —3x +4 = 0, vagyis ha x = —. Masik gyok nincs, hiszen az
x = 0 esetet az értelmezési tartomanybol kizartuk. f/ (x) < 0, ha z < 0, és
4 4
hax>§. f’(x)>0,ha0<a:<§.

Az mdsodik derivdlt zérushelyei:

" (122 4 8) a* — 42® (—62% 4+ 8z) 12 (x —2)
f (:L') = 8 = 74
Ennek egyetlen zérushelye van, az x = 2. f” (x) > 0, hax > 2, és f” (z) <0,

ha x < 2.

Tablazatos formaban Gsszefoglalva:



T z <0 0<£<% x:% %<x<2 =2 2<zx
I (z) - + 0 - - -
" (x) — — — - 0 +
f(z) | csokkens | novekvé | max. csokkend

konkéav konkéav ‘ inflex. ‘ konvex
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4. abra. az y = 6”;—;4 fliggvény képe

Egyvaltozoés fiiggvény széls6értékeinek meghataro-

zasa
1) y=a3—-12
Megoldas:

Az els6 derivalt:
y' =32% —12

Az y' = 322 — 12 = 0 egyenlet megoldasai: x; = 2, és 2o = —2.
A masodik derivalt:
y// — 62
- y"(2) =12 > 0, ezért az x; = 2 helyen lokalis minimum van, értéke
y(2) = —16.

-y’ (=2) = =12 < 0, ezért az x5 = —2 helyen lokalis maximum van,
érteke y (2) = 16.



2) y= zte”
Megoldas:

Az els6 derivalt:
I g3, 4 —a® _ - 3 5
y =4da’e™™ +ate ™ (—22) =e " (42° — 22°)

Ez akkor és csak akkor 0, ha a szorzat valamelyik tényezGje 0. e >0V e
€ R, ebbdl nem kapunk zérushelyet. (423 — 22°) = 2® (2 — 22) = 0 egyenlet
megoldasai: z1 = 0, x93 = £1/2. Az elsd derivalt:

y' = (=22) e (4% — 20%) 4" (1202 — 102%) = e (=82 + 42 + 122 — 102)

16
—y" (\/5) = —— <0, ezért az xy = v/2 helyen lokalis maximum van,
e
_y 4
értéke y (\/5) =
/! 16 2 21 .
-y (—\/5) = —— <0, ezért az x3 = —1/2 helyen lokalis maximum
e
4
van, értéke y (f\/§> =—.
e

— y" (0) = 0, ezért ezt az esetet tovabb kell vizsgalni.
A harmadik derivalt:

y" = e (242 — 962° + 602° — 8z7)
Innen ¢ (0) = 0, vagyis a negyedik derivaltat is meg kell vizsgalni.
y™V) = ¢~ (24 — 33622 + 4922 — 1762° + 162°)

Behelyettesités utan: y() (0) = 24 > 0, vagyis 1 = 0 helyen a fiigg-
vénynek minimuma van, értéke y (0) = 0.
3) y=a3—922 + 152 — 3
Megoldas:

Az elsé derivalt:
y =322 — 18z + 15

6+36-20 6+4 {x1:5
= —_—

Ennek zérushelyei: =
nnek zérushelyei: 1 o 5 5 g — 1
Az masodik derivalt:

Yy’ = 6x — 18

— y"(5) =12 > 0, azaz itt a fliggvénynek minimuma van, értéke y (5) =
= —28.



-y’ (1) = =12 < 0, azaz itt a fliggvénynek maximuma van, értéke y (1) =
=4.

1
hy=z+—
T
Megoldas:
Az elsé derivalt:
, 1 r? -1
y=~1i=-3= 2
T T
Ennek zérushelyei: 1 =1, és x5 = —1.
Az masodik derivalt:
"o 2z -9 3
? = 2T

-y (1) =2 > 0, azaz itt a fliggvénynek minimuma van, értéke y (1) = 2.
_ y//(

—1) = =2 < 0, azaz itt a figgvénynek maximuma van, értéke
y(-1)=-2.
5) xy? — 2%y = 2a3
Megoldas:
A teljes egyenlet egyszeri derivalasa utan kifejezhets az . Az els6 derivalt:
2 / 2,1 __
y 4+ 2xyy —2xy — 2y =0
Innen atrendezéssel adodik az v :
2wy —y?
2xy — 22

Ennek zérushelye akkor van, ha a szamlalo 0, azaz ha 2zy—y? = y (2r —y) =
= 0. Innen y = 2x kovetkezik, hiszen kikotottiik, hogy y # 0. Ezt az eredeti

egyenletbe visszahelyettesitve:

473 — 2% = 243
2¢3 = 2a°
xr = a

Ebbél y = 2a kévetkezik.
A mésodik derivalt:

2+ 2yy +2(y) = + 2ayy” — 20y — 2y — 2zy’ — 2%y’ =0
Az egyszertisitések és atrendezés utan:

3a?

"o —2y —4a

- _ 2
Ql‘y JZ r=a,y=2a



Lathato, hogy ha a > 0, akkor 3" (a) < 0, vagyis maximum van, és értéke
y(a) = 2a. Ha a < 0, akkor y” (a) > 0, ekkor minimum van, aminek értéke

szintén y (a) = 2a.

Sikgorbék vizsgalata

Vizsgaljuk meg a kovetkezs gorbéket novekedés, szélsGérték és konvexités szem-
pontjabol!

1) y=2%lnz x>0

Az els6 derivalt: )

y =2zlnz+ 2 = r(2lnz +1)
x
A masodik derivalt:
y' =2lnz+1+2=2Inx+3

A harmadik derivalt:

"

SHEN

A vizsgalt tulajdonsagok:

— Szélséértékek :
y' =0, ha:

* x =0, azonban ezen a helyen a fliggvény nem értelmezett.
* 2lnx = —1, amibdl atrendezéssel x = e~ 3.
Az els§ derivalt zérushelyén a masodik derivalt értéke: y” (e*%> = —
—1+3 =2 >0, vagyis itt az eredeti fiiggvénynek minimuma van.
— Névekedés:
y >0, ha x> e~ 2, tehat y (z) ndvekszik, ha z > e~ 2.
y' <0, haz <e 2, tehat y (x) fogy, ha z < e~ 2.
— Inflexids pont:

y’ =0, ha 2Inz = —3, vagyis ha z = ¢~ 3. A harmadik derivélt értéke

: 2
ezen a helyen 3" (e_%) = —5 >0, vagyis az x = e~ % helyen inflexios
e~ 2
pont van.
— Konvezxitds:

_3 .
0,e” 2| esetében konvex.

y’ >0, haz>e 3, tehat x € }e‘%oo) esetében konvex.
y’ <0, haz <e 3, tehat x € }
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2) y=e"
Az els6 derivalt:

2
T

y = —2xe”

A maésodik derivalt:

A vizsgalt tulajdonsagok:

— Szélsdeértékek:
Az els§ derivalt egyetlen helyen, az x = 0-ban zérus. Itt a méasodik
derivalt értéke negativ, tehat az x = 0 helyen a fliggvénynek maximuma

van, értéke y (0) = 1.
— Névekedés:

y' >0, ha x € (—00,0], ezen az intervallumon a fliggvény novekszik.

y' <0, ha 2 €]0,00[, ezen az intervallumon a fiiggvény csokken.

— Inflexids pont:

y" = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha 222 —1 = 0, vagyis a zérushelyek

r1 = %, és xg = —%, ezeken a helyeken a fliggvénynek inflexiés pontja
van.
— Konvezitds:

y’ >0,haxe (—oo, —% [, a gorbe itt alulrol konvex.
" 1
' <0, hazec }—ﬁ

, % [, a gorbe itt alulrél konkév.
y”" >0, haz E]%@O)» a

gorbe itt alulrél konvex.

T

3) y

Az els6 derivalt:
,_1—|—a:2—2x2 1— 22

Y

(1+22)?  (1+a?)?

A maésodik derivalt:

- —2x(1+x2)2—2(1+x2)-2x(1—x2) —2z — 22° —dx + 42®  22° — 6z

/!

(1+a2)* (1+a2)° C (1+a?)’

A vizsgalt tulajdonsagok:



— Szélséeértékek :
y =0, hazy =1, és zo = —1.

210261 —% < 0, azaz itt a fiiggvénynek

* 1 = 1esetén "’ (1) = =5
maximuma van.
2.(=1)%—6-(—1)
23

* 29 = —1 esetén y' (—1) = =1 >0, azaz itt a fiigg-

vénynek minimuma van.
— Novekedés:
Az els§ derivalt viselkedése miatt a fliggvény:
¢ x € (—oo, —1[ intervallumon csokkend,
¢ z € ]—1,1] intervallumon névekvd,
¢ x €]1,00) intervallumon csokkend,
— Inflexids pont:
” =0, ha z (2> —3) = 0, aminek megoldasai 21 = 0, z2 = V/3, és
x5 = —/3. Ezeken a helyeken a fiiggvénynek inflexiés pontja van.
— Konvezitds:
A maésodik derivalt viselkedése miatt a fliggvény:
* x€E (—oo -3 [ intervallumon alulrél konkév,
*re } \f O[ intervallumon alulrél konvex,
*re }O \f [ intervallumon alulrél konkév,

LS ) intervallumon alulrél konvex.

Gorbiilet, gorbiileti kor

A kovetkezd gorbék adott pontjaban szamitsuk ki a simulokor sugarat, és ko-
zéppontjat !

Emlékeztets:

A simulokér egyenlete (z — a)® 4 (y — b)* = 72, ahol:

4y @), .
T Ty Y
L ()]
b=1yo Y (o)

, (14 @)



Ha a gorbe paraméteresen adott, akkor ugyanezek a paraméterek:

RGESY
b — &y
(i2 +92) i

b=y +

1) y =2 — 1 az (1,0) pontban
A derivaltak értéke a megadott pontban:

y = 3x2|z:1 =3 y' = 6z|,_, =6

Innen a simulékor paraméterei behelyettesitéssel:

fliﬂ. = 4
6
10 5
b=0+— =~
"% 73
2_(1+9)‘°’_100():”_10\@_5\/E:>G_ 3
T3 36 -6 3 ~ 5/10

2) y* = 10x — 6 az (1,2) pontban
Az egyenlet egyszeri, és kétszeri derivalasa, valamint az yo = 2 behelyettesi-

tése utan kifejezhets az 3y’ és y”:

5
2yy’:10:>4y’=10=>y’:§

2y + 2y =0 =y = =-Z
Y+ 2yy V==, T3

Innen behelyettesitéssel a paraméterek értékei:

1+% 5 25 29 34
L N S A DI R T
a - R ARl 6,8
1+ 2 29. _
+3 9-8_50-58 __8 _ .

b=2 =2— — =
R 25-4 25 25

8
,_(1+%)° 20229 20v%
"= (zy? 2% "= T

11



3) y? = 2% — 42% + 42 az (1,1) pontban

r =4sint
4) a paraméter t = 0 értékénél
Yy = 2cost

Az egyes paraméter szerinti derivaltak:

= 4cost y = —2sint
= —4sint Yy = —2cost
t = 0 értékét behelyettesitve © =4, y = 0, & = 0, és §j = —2. Ezeket beirva
megkapjuk a simulokor paramétereit :
(164+0)-0
-8

(164 0) -4
-8

a=0— =0

b=2+ =2—-8=-6
3
(164+0)2 64 1
" -8 -8 8

xr=acos’t ) T
5) . 3, aparaméter t = — értékénél
Yy = asin®t 4

A paraméter szerinti els§ derivaltak:

£ = —3acos?tsint

y = 3asin®tcost
A paraméter szerinti masodik derivaltak:

# = 6acostsin?t— 3acosdt

i = 6asintcos®t — 3asin®¢

Ezek értékei t = 7 esetében & = _3‘1\/5, Y= 3“4‘/5, I = 3“4‘/5, és ij = 3‘14\/5.
Ezeket a képletbe behelyettesitve (Hogy ne foduljon el az a két kiilénb6zé
jelentésben, a simulokor paramétereit ai-gyel, és bi-gyel jeloljik.):

4

blia\/i

=aV?2

a; =




Tovabbi feladatok
Vizsgéljuk meg az alabbi fiiggvényeket !

1) f(z) =ze >
Megoldas:
— Ertelmezési tartomdny: Dy =R\ {0}
— Paritds, periodicitds: paritasa nincs, nem periodikus.

— Folytonossdg: x = 0-ban szakadasi helye van, mashol folytonos. A sza-
kadasi helyen vett hatarértékek:

. _1
lim ze = =0
x—0+0

. 1
lim ze = = —00
x—0—0

— Aszimptota egyenlete:

m= lim = =lime=z=¢e"=1
T—00 x T—00
1
: L
c¢c= lim (f (z) —mz) = lim = = lim —e"7 =1
T—00 r—00  —— T—00
x

Az aszimptota egyenlete tehat: y = x — 1.
— Zérushely: ze F =0 egyenletnek nincs megoldasa, hiszen e s >0V e
€ R-re, és z # 0.

— Szélsdeértékek :

Az els6 derivalt:

1

Ennek zérushelye akkor és csak akkor van, ha x + — = 0, vagyis ha
x

x=—1.

A masodik derivalt:

_1l 1 _1 1 _11 1 1 1

Ennek értéke az els6 derivalt zérushelyénél: f” (—1) = —e < 0, vagyis
ezen a helyen a fiiggvénynek maximuma van, értéke f (—1) = —1-e! =
= —e.

13



— Monotonitds:

* Szig. mon. né, ha f’ (z) < 0, ami akkor teljesiil, ha

1 1
e = (1+)>0
T

Mivel e=7 > 0Vax € R-re, ezért ezzel ekvivalens:
1+ 1 > 0= vl >0
x x
Ez akkor teljesiil, ha z > 0, vagy =z < —1.
* Szig. mon. csokken, ha f’ (x) < 0. Ez azt jelenti, hogy = + % <0,
ami akkor teljesiil (hasonléan az el6z6 esethez), ha —1 < z < 0.
— Inflexio:
A fiiggvény mésodik derivaltja:
)=t
Ennek az értelmezési tartoményon nincs zérushelye, ezért a fliggvénynek
nincs inflexiés pontja.

— Konveritds:

* A fiiggvény konvex, ha f” (z) > 0, vagyis ha = > 0.
* A fiiggvény konkéav, ha f” (z) < 0, vagyis ha x < 0.

2 [ ]

5. dbra. az y = x - e fiiggvény képe

14



2) f(x)

x r<—-1|z=-1] -1<x<0|z=0| 0<z
I () + 0 — n. é. +
1 (z) - - - n. é. +
f(x) né max. csokken n. é. né

konvex n. é. | konkav
72
RS

Ertelmezési tartomdny: Dy = R\ {1}.
Paritds, periodicitds: paritdsa nincs, nem periodikus.
Folytonossdg :

Az x = 1 helyen szakadasa van a fiiggvénynek, az értelmezési tartoméany

tobbi pontjaban folytonos. A szakadasi hely két oldalan vett hatarérté-
kek:

2 2
. T . 1
lim ——— = lim <1 + ) = 00
z—1+0 (I’ _ 1) x—14+0 x—1

x? 1 2
lim ——— = lim (1 + ) =00
z—1—0 ([IJ _ 1) z—1-0 x—1

Emiatt az « = 1 egyenletii egyenes aszimptota.

— Hatarértékek a végtelenben :

x? 2 1
lim ———— = lim ————— = lim —— o =1
z—+o0 (.T—l) z—too 22 — 2+ 1 x—>:i:oo]_7;+p
Az aszimptota egyenlete:

1
m= tim L% i - = lim —=
e= tim (f(@)-me|= lm f@x)=1
0

Az aszimptota egyenlete tehat y = 1.
— Tengelymetszetek:
2
f(x)= s5=0=12=0
(z—1)
0
fO)=7=0=y=0



— Szélséérték, monotonitds:

Az els6 derivalt:

( z? >/ 2 (z —1)° — 222 (—1) —2z
(@ —1)°

rz—1

Ennek zérushelye:
f(x)=0=2=0

A masodik derivalt:

2@-1)°+2-3@@—-1)°" _ (z-1)*(2@-1)+6x) _ 2+4x

fie) = -1 -1 1)

Ennek értéke az els6 derivalt zérushelyénél: f (0) = 2 > 0, vagyis itt a

fiiggvénynek minimuma van. A minimum értéke f(0) =0

— Monotonitds:

Az els6 derivalt:
2

(1-a)°
* Szig. mon. csokken, ha f’ (z) < 0. Ez két esetben teljestil:

f'@) =

° Ha a szamlalo pozitiv, a nevezs negativ, azaz ha x > 0 és 1 —

— x < 0 egyszerre teljesiil. Innen x > 1 kovetkezik.

° Ha a szamlal6é negativ, a nevez§ pozitiv, azaz ha x < 0 és 1 —

—x > 0 egyszerre teljesiil. Innen = < 0 kovetkezik.
* Szig. mon. né, ha f’ (z) > 0. Innen:
° Ha a szamlal6 és a nevez6 pozitiv, x > 0 és 1 —x > 0 egyszerre
teljesiil. Innen 0 < < 1 kovetkezik.
° Ha a szamlalo és a nevez6 negativ, x < 0 és 1 —z < 0 egyszerre
teljesiil. Ilyen valés szam nincs.
— Inflexio, konvexitds:

A masodik derivalt zérushelye:

" _ 2+4x __1
f(x)—i(x_1)4—O:>x— 5
A harmadik derivalt:
f,,,(x)_4(x—1)4—(2—|—4x)4(x—1)3_(x—1)3(4x—4—2—4x)_ —6
N (@ —1)° - (x—1)° C(@-1)

16



Ennek értéke a masodik derivalt zérushelyén:

" 1 _
(-g)=0

A fiiggvény értéke az inflexiés pontban:

/()T

A fiiggvény konvex, ha:

1
f”(:v)>0=>2+4:1c>0:>x>—§

A fiiggvény konkav, ha:

1
f”(a:)<0=>2+4x<0=>17<—§

T ac<—% x:—% —%<x<0 z=0|0<ax<l |2xz=1 z>1
f(x) - - - 0 + n. é. -
1" () — 0 + + + n. é. +
f(2) csokken min. ng n. é. | csokken

konvex infl. konkév n. é. konkév
51 i
y
1 i
° ]
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6. abra. az y = :1772 fiiggvény képe
(z—1)
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Vizsgaljuk meg a kovetkezs fiiggvényeket konvexitas szempontjabol!




3) f(z)=x+sinx
Megoldas:
Az els6 derivalt:
f'(z) =1+cosz

Ez a fiiggvény Va € R-re nemnegativ, vagyis az eredeti fiiggvény a teljes
értelmezési tartoméanyon (Dy = R) monoton né.
A masodik derivalt:

" (z) = —sinx
Ennek zérushelyei: x = km, ahol k € Z. A harmadik derivalt ' (z) = —
—cos z, melynek értéke a méasodik derivalt zérushelyein f” (kw) = F1 #
= 0, vagyis az eredeti fiiggvénynek az x = km helyeken inflexiés pontja van.
Konnyen ellendrizhetd, hogy ezen inflexiés pontok raesnek az y = = egyenlett
egyenesre, hiszen f (k) = km + ginkm = k7 = f (Tinflexis) = Tinflexio-

0

Az inflexios pontokban hizott inflexios érint6k meredeksége:

c=04+2%r ke€Z= f(z)=1+1=2

r=n+2knr k€eZ= f'(x)=1-1=0

A fiiggvény grafikonja tehat:

— 0 77 2m

7. dbra. az y = x + sinz fliggvény képe
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4) f(x) = Vb + 4o
Megoldas:
Az els6 derivalt:

# (x) gf +4

A masodik derivalt:
" 10 1
' (z) = 9%

Ebbdl latszik, hogy a masodik derivalt negativ, ha x < 0, és pozitiv, ha x >

> 0. Mivel azonban 273 = \37,
x

x = 0-ban.

ezért a masodik derivalt nem értelmezett

x = 0-ban 3 f' (z), és értéke f'(0) = 4. Ebbgl kovetkezben az f-nek x =

= 0-ban van érintGje és itt f konvexbdl konkavba megy at. Vagyis f-nek

x = 0-ban inflexiés pontja van.

5) Irjuk fel az y = cosz fiiggvény 4-edfokt Taylor-polinomjat az x = % helyen

és a Taylor-formula maradéktagjat!

Megoldas:

A sziikséges derivaltak:

Y = CoS T
;L

y = —sinz
y' = —cosx
y" =sinx

y™) = cosx

A Taylor-sor és a maradéktag:

6
S (T 1
Y (E) T2
™ V3
{2

v ) (g
7, @)= 3 2 o)
n=0

FO (¢
R, (z) = (n+1(>,)

(x — xp)

,ahol x < & < 29

Behelyettesitve a derivaltak megfelel6 értékeit:




i 5
zil'ng(xf%) ,aholz<§<%

6) Hax — oo,akkoralog,z (a >1),a® (a>1),ésaF (k> 0) fiiggvények

R4 (I) =

is oo-hez tartanak. Hasonlitsuk Gssze a harom fliggvény értékét nagy z-ekre,
azaz, ha lehet, allitsuk Sket nagysag szerinti sorrendbe! (Ehhez szamitsuk ki

a hanyadosaik hatarértékét!)
Megoldas:
Legyen f (x) és g (x) két olyan egyvaltozos valos fliggvény, hogy lim f (x) =

= lim g(z) = oco. Ha lim /(@)

z—00 z—00 g (1‘

= ¢ > 1, akkor a hatarérték definicidja

(z)
g (z)

= ¢ < 1, akkor Jz( szam, hogy = > xg esetén f (z) < g(z). A

szerint dxg, hogy = > xo esetén > 1, azaz f (z) > g (x). Hasonloan ha

lim /()

2—00 g (1)
feladatban 1év6 fiiggvények hanyadosainak hatarértékei (a L'Hospital szabaly

alkalmazasat az egyenldségjel folé tett L bettivel jeleztiik):

log, =z L L 1

lim = lim —zle  — iy — —  —

z—oo X z—oo k -kl  s—ocolna-k-xk
A T k-zk=1t o k(/{—l)xk72 L L .. k!
lim — = lim :hm72:---:hm7k1:0
r—oo % z—o00 a% - lna rT—oo  gT . (ln CL) T—00 g . (lna) +

1

. log,x L .. ) 1

lim g :hmM:hmﬁzO

z—o0  a® z—oo a® -Ina  z—ocx. g - In“a

Tehat a reciprokokra:

k T T

lim =o0 lim — =00 lim =00
z—oo log, T—00 T z—oo log,

Ezek szerint 3x¢ € R, hogy x > x¢ esetén
log, = < 2¥ < a”.

7) Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi fiiggvényeknek van-e szélsGértéekiik az x = 0
pontban!
a) y=a?—2*
Megoldas:
Az els6 derivalt és zérushelye:
y =2z —42° =22 (1-22%) ¢ (0)=0
y'=2-12z y"(0)=2>0,

vagyis = 0-ban a fliggvénynek minimuma van.

20



x> 2?

b) v = I
) y=cosx + 3 + )
Megoldas:
Az els6 derivalt:

y = —sinz 42>+

Ennek a zérushelye = 0. A masodik derivalt:
y' = —cosx +2x +1

Ennek értéke az els§ derivalt zérushelyén y” (0) = 0, vagyis tovabb kell
vizsgalni a fiiggvényt.
A harmadik derivalt:

y" =sinx + 2

Ennek értéke = 0-ban y”’ (0) = 2 > 0, vagyis itt a fiiggvénynek inflexios

pontja van.

8) Irjuk fel az e™® fiiggvény 29 = 0 ponthoz tartozé n-edik MacLaurin-
polinomjat, és a formula maradéktagjat!
Megoldas:

Az els6 néhany derivalt értéke a xy = 0 pontban:

y=e " y(0)=1
y=—e" y(0)=-1
y// — T y// (0) -1
y/// — _e 7 y/// (0) 1

Innen latszik, hogy

f(k) (0) = 1 , ha k péros
—1 , ha k paratlan

A MacLaurin-sor tehat:

_ ~ f®0) ,, [ (Ox) n+1
f(x)—kz_o i x4+ CEm] 2" ahol 0 < © < 1

Behelyettesitve a derivaltak értékét:

n k
ORS D=

k=0

(1) o

"t ahol 0 < © < 1
(n+1)! x ,ahol 0 < B <

R, () maradéktag
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9) Tekintsiik az f(x) = 2% — 62% + 112 — 6 polinomfiiggvényt. Vizsgaljuk meg

a kovetkez6 kérdéseket.

— Hol metszi az f fliggvény az z, illetve az y tengelyt?

— Hol veszi fel az f fliggvény a helyi szélsGértékeit, illetve milyen interval-

lumokon névekvs vagy csokkens?

— Milyen intervallumon konvex vagy konkév a fliggvény 7

Vegyiik sorra a kérdéseket. Probalgatassal megkapjuk, hogy x = 1 gyoke az
2% — 622 4 11z — 6 polinomnak. Ha az kiemeliink = — 1-et az 2% — 622 + 11z —
— 6-bol akkor kapjuk, hogy f(z) = (x —1)(2% — 5z +6). Tehat az f fiiggvény
masik két zérus helye az 22 — 5z + 6 = 0 egyenlet gydkei: x = 2 és x = 3.
Tehat az f fiiggvény az x = 1, X = 2, X = 3 pontokban fogja metszi az x
tengelyt. Az f az y tengelyt az y = f(0) = —6 pontban metszi.

Az f fiiggvény helyi szélsGértékeit az f'(x) = 0 egyenlet gyokei kozott kell
keressiik.

f'(x) = 32% — 12z + 11

Az 322 — 122 + 11 = 0 egyenlet gydkei: z = % és = %. Ahhoz, hogy
megmondjuk, hogy ezek helyi mimnimumok vagy maximumok ki szamitjuk
" (x)-et:

" (x) = 6x —12.
Mivel f”(%) = —2V3 <0 ezért x = % pont az f fiiggvénynek helyi

maximuma. Tovabba mivel f” (%) =2V3 > 0 ezért az x = 6+3\/§ pont

helyi minimum pont.

6—V3
3

ken az intervallumokon az f névekvs. Az (%, %) intervallumon az f’

Mivel az f" a (—o0, ) ésa (6+—3\/§’, +00) intervallumon pozitiv ezért eze-

negativ ezért ezen az intervallumon az f csokkend.

Megvizsgaljuk, hogy hol lesz pozitiv, illetve negativ az f”-t. Kénnyen kapjuk,
hogy csak az x = 2 pontban lesz nulla az f”(z) és a (—00,2) intervallumon
negativ az f”(x), illetve az (2,400) intervallumon pozitiv az f”(z). Tehat

az [ az (—00,2) intervallumon konkav és a (2, +00) intervallumon konvex az

I
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