Figgvények hatarértéke és folytonossag

1) Bizonyitsa be a hatéarérték definicioja alapjan, hogy

3z+1 1

im =
z—2br+4 2

teljestl!

Megoldas (Heine definicioja alapjan):
Igazolando, hogy a fliggvény értelmezve van a 2 egy kdrnyezetében, tovabba

3x, +1 1
V{z, 2 esetén li = — fennall.
{$ }—> esetéen nLHt}o 52, + 4 5 enna

Jeloljiik f-fel a figgvényt! Ekkor Dy = R\ {f%}, azaz a figgvény a 2 egy

koérnyezetében valéban értelmezve van.

) 3z, +1 3limz,+1 3-2+1 7 1
lim = = = =— ==

n—oo  br,+4 Hlimz,+4 5-244 14 2

Megoldas (Cauchy definicioja alapjan):
Igazolando, hogy Ve > 0 esetén 3§ > 0, 1gy, hogy 0 < |z — 2| < § esetén f

értelmezve van x-ben, tovabba |f (z) — 5| < e.

f(x)_g _[Berl M| e-2 |
2| |5x+4 2| |2(5z+4)
o Em2
2 (5z +4)

—2e(br+4) <z —-2<2(bz+4)
Innen a két relaciot kettébontjuk. Az els6 relacio:

—10ex — 8 < x — 2

2—8 <z (l+10¢)
2 — 8¢
1+ 10e

<
A masodik relacio:
x — 2 < 10ex + 8¢

z(1—10e) <8 +2 &< 0,1 esetén

< 8+ 2
T
1—10e

Abréazoljuk a két relacionak eleget tevs 2 értékeket szamegyenesen !




| [ N e — |
T T T T T

2-8¢ 2 248¢
14+10e 1—10e

jO lenne J-nak!

1. 4bra. Alkalmas deltak helyzete a szamegyenesen

2—86_2+208—2+8€ 28¢e

2— = =

1+ 10e 1+ 10e 1+ 10e
2+85_ _2+8€—2+205_ 28¢
1—10e o 1—10e T 1—-10e

A két kifejezés koziil a fels6 a kisebb, ezért ez alkalmas is J-nak.

2) Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarértékeit!
a) lim __eHl
e——1 /622 + 3 + 3z
b) lim 3 (\g/acQ +4 — €/I2 —4)

Tr—00

c) lim il G VA (:C _ Z)

=% /2 —2cosx

T
d) L in —
) Jim_ 2 sin o

Megoldas:

a) A nevezSben 1évé gydkjelet az a® — b?> = (a — b) (a + b) nevezetes azonos-

sag segitségével eliminaljuk, igy a (z + 1) tényezdvel le lehet egyszertisi-

teni:
. (z+1) (V622 +3 - 32) . (z+1) (V622 +3 - 32)
lim = lim =
z——1 622 + 3 — 922 z——1 3(1—2a2?)
V62 +3—-3z 3+3
= lim = =1
et 3(1—2) 6

b) A szamlaloban 1évs gyokjelet nevezetes azonossag segitségével kikiiszo-



boljiik, majd az zs tényez6t bevissziik a gyokjelek ala:

lim
Tr— 00

o (VA - V) (VP T + VP T E =+ (VP D))
(Va2 +4)° + Va2 + 4922 —d+ (Va2 —4)°
i x%[(3x2+4)3—(3x2f4)3}

T (@244 + T =16+ (a2 — 4)?

8
. 2} [0 +4) - (2* — 4)] _
e—00 /zt + 822 + 16 + V' — 16 + Vat — 822 + 16

; 8 8
= l1imm — —
A R R A T T

c s 0.

lim sin (m—%) - sin 2z "

= 111m =
=% \/2 —2cosx ZHO\/i—Qcos(z—&—%)

Addicios Osszefiiggések segitségével tovabb alakitunk tgy, hogy ne % alaki
legyen a hatarérték:

. sin z . sin z
= lim = lim -
Z_)O\/§f2<cosz'§+sinz~§) 2=0v/2(1 — cos 2 — sin)

B 2sin 5 cos 5 . cos z2 @
2

lim = lim =
2—0 /2 (2 sin® % — 2sin % cos %) 2—0 /2 (sin% — CoS 5)

2

d) A fiiggvényt a tort bévitésével S22 alakt hatarértékké alakitjuk at:

x

i

. .om . msinZ T
lim zsin — = lim — Tr(”” = —

3) Hatarozza meg a kovetkezs fiiggvények bal és jobb oldali hatarértékét az
adott helyen!

1
a) ———= To =3
) T

1

K (@ —1)°

1‘021



Megoldas:
a) Jobb oldali hatdrérték: Valtozotranszforméacioval 0-hoz tartd hatarértékke
alakitunk x = 3 — h (h > 0) helyettesitéssel:
. 1 . 1
lim — = lim —— =
z—3-01 + “V/4 h—01 4+ 4%
Bal oldali hatdrérték: A modszer hasonlo, azonban itt a transzformacios

Osszefiiggés x = 3 + h, ahol A > 0.

1
lim ———— = lim ———— =1
A= FEWE
b) Itt is valtozotranszformaciot végziink:

. 1 .

lim ——— = lim - = +o00
2=1+0 (g — 1) h—0 h
. 1 ) 1
lim —— = lim —— = 40

=150 (g 1) 50 (<)’

4) Vizsgalja meg az alabbi fliggvényeket folytonossag szempontjabol!

z? + 3z — 10
a) o
x4 —3x + 2
3
b)
2z +1
1
) sin 3x
Megoldas:

a) A szamlalot és a nevezdt szorzattéd alakitjuk:

2? 432 —10 (2 —2)(z+5)
2-3x+2 (z—2)(x—1)

Ennek a fiiggvénynek az értelmezési tartoméanya Dy = R\ {1,2}, ezen a
halmazon folytonos. Egyenként megvizsgéljuk azokat a pontokat, ahol a
fliggvény nem folytonos.

Az xo = 2-ben vett bal és jobb oldali hatarértékek:

(x—=2)(x+5) 7 _
B Ty e LA S PR ACOR



azaz 3 lim2 f(z) = 7. Ezért a fiiggvénynek itt hézagpontja van.
xr—
Az xo = 1-ben vett bal és jobb oldali hatarértékek:

A G @1
Itt tehat nem létezik hatarérték, a fiiggvénynek x = 1-ben lényeges szin-
gularitdsa van. Ez rdadasul pdlus, mert mindkét oldali hatarérték abszo-
latértékben oo.
A fliggvény nem értelmezett, ha x = 0. (Mivel 2% +1 = 0 sosem teljestil,
ezért ez nem sziikiti tovabb a D-t.) Az értelmezési tartomany tehat Dy =
=R\ {0}. Ezen a halmazon a fliggvény folytonos.
Az x = 0-ban a bal és jobb oldali hatarértékek:

. 3
lim ——— =
z—0+0 2% + 1

z—0-092% 41
Tehat a fliggvénynek x = 0-ban lényeges szingularitasa van.

A fiiggvény nem értelmezett, ha sin 3x = 0. Ez akkor &ll fenn, ha:

3x = km
km
=— keZ
x 3 €

A fiiggvény értelmezési tartomanya tehat Dy = R\ {%’T |k € Z}. A to-
vabbi vizsgalatot a k 3-mas osztasi maradéka szerint végezziik el.
Ha k =3t,t € Z:

li = 1l =
a;—»%l(ln?)t)-‘,-o f (@) z—»lgtl—i-o sin 3t oo
lm  f(@)= lm —
1m r)= lm = -0
z— I (3t)—0 z—mt—0 sin 3t
Hasonléan a tobbi esetben:
Im  f@)=  hm =+
1m T)= 1m = T00
@— I (3t+1)+0 z—mt+Z+0 sin 3t
. . 1
lim f(x)= lim - = —00
o T (3t41)—0 z—mt+Z—0 sin 3¢



lim ) = lim : = 400
2T (3t+2)+0 /(@) e—mt+ 2740 Sin 3t
1
lim fx)= lim : = -
o—Z (3t+2)—0 z—mt4 2z —0 sin 3t

Lathato ezek alapjan, hogy minden szakadasi helyen poélusa van a fiigg-

vénynek.

5) Hatarozza meg a kovetkezs fliggvények aszimptotainak egyenletét!
3(z? - 5)

2(2241)

z?—4

xT

2)

b)
Megoldas:
a) Az aszimptota maz + ¢ alaku egyenes, ahol

lim f) c= lim [f(z)—maz],

rx—Foo I r—+oo

m =

illetve olyan fiigg6leges © = xg egyenes, melyre lim f(x) = £oo.
r—Xo

Ebben a példdban D¢ = R, ezért fiiggéleges aszimptota nincs.

lim f(m):O:m
r—too
lim_[f () —ma] = & =

| W

Vagyis egy vizszintes aszimptota van, egyenlete y =

b) Az értelmezési tartoméany Dy = R\{0}. Belatjuk, hogy x = 0-ban aszimp-

totdja van a fiiggvénynek:

2
—4
lim = =—00 lim f(z) = 4o0,
z—0+0 x x—0—0

vagyis az x = 0 egyenes valoban aszimptota.
Keressiink nem fiiggéleges aszimptotat !
z2—4

lim I =1=m
r—too I

2 _
lim (I 4—3:):lim —ézO

r—00 x r—oo X

A masik aszimptota tehat az y = x egyenes.



6) Van-e valos megoldasa az 2* — 52% + x = 1 egyenletnek ?
Megoldas:
Az f(z) = o* — 52 + 2 — 1 fiiggvény folytonos. Kénnyen ellendrizhetd,
hogy f(0) = —1 < 0, valamint f (5) = 4 > 0, igy Bolzano tétele szerint
Jx € [-1,5]: f(z) =0, azaz a fenti egyenletnek van valos gyoke.

7) Mivel egyenls az alabbi kifejezés:

. .4 )
sin | arcsin — + arcsin —
5 13
Megoldas:
Addicios tétellel:
. . 4 n .5
sin | arcsin — + arcsin — | =
5 13
. .4 .5 s ) 4
= sinarcsin - cosarcsin oo + sin aresin 7= - cos arcsin - =

412 3 48+15 63
5

T 5 13 65 65

k]
13
8) A kovetkezs példakban a fiiggvények hatéarértékeinek meghatarozasanak leg-

gyakoribb moédszereit mutatjuk be egy-egy példaval.
a) A szamlalo és nevez szorzatta alakitasa utan:

lim x2+3m—10_hm (x—2)(z+5) _limx+5_2+5_z
=2 12 —x—2 _m—>2(1:72)(93+1) Cas2x41 0 241 3

b) A szamlaloban eliminaljuk a négyzetgyokot, ezutan konnyen adodik a

hatarérték:
. Vl+z+22-1 . Vitz+22-1 Vi4+zxz+a22+1
lim ———— = lim . =
x—0 €T z—0 xT \/1+$+$2+1

l+z+22-1 I 1+ 1
= lm - — —
e=01+ax+a2+1 2

=1
wli%x(\/l—i—ac—i—xz—i—l)

c) Szorzatta alakitas és egyszerisités utan:

1 1 2,1 1
limgxg;:li § T "% :§lim (33—5)(37 +§x+1)
8 ety 8 itaivi 8 § 8 3

2 3 273 6 6



d) % alaki hatarértékre visszavezethetd a tort boévitésével:

. sinbzx . sinbzx
lim =5 lim =
x—0 x x—0 51’

e) Szintén % alakra vezet, ha felhasznéljuk a tangens definici¢jat:

. tgx . sinx 1
lim —=— = lim =1
z—0 x z—0 T CcoST

f) A tangens definiciojat felhasznalva harom egyszeriibb hatéarérték szorza-

tara bomlik fel:

lim tgr —sinz lim SN ging — lim sinz (1 — cos ) _
z—0 ;C?’ x—0 $3 x—0 (COS (E) .’E3
:hmsinxl—cosx 1 ;1.1.1:1

-0 T 2 cosx 2 2

A *-gal jelolt egyenlGség bizonyitasa:

. 1—cosx .2 sin? 5 1 . sin § S|
lim = lim =2-—-lim = = —
z—0 2 r—0 2 4 z—0 5 2

g) Racionalis tortfiiggvény hatéarértéke x — oo-ban:

_ 6z — 52 _ 6 _5 5
lim ————F—— = lim —%—7 =—
z—o00 322 + 2z + 1 IHOOS—&—;—i—I—Q 3

h) Két szogfiiggvény kiilonbségére vonatkozo nevezetes azonossig segitségé-

vel két % alaku hatarértéket kapunk:

. cosbr —cos3xy . —2sin SEE3L gjy SLo5T
lim ———— = lim =
z—0 2 z—0 xr2
. —2sin %‘ sin 37”% 21 .. sin 77“” . sin 37“ 21
= lim =3 =—— lim — - lim —; = ——
x—0 7:5 Tx 2 z—0 736 x—0 Tx 2

i) A cosz-et § argumentumu szégfiiggvényekkel felirva egyszertsithets a

tort:

2z 2
. 3cosz . cos® g5 —sin” § . T oz
hm — =z iz = 3 hm % = 3 hm <COS - + Sin 7) = 3\/§
t—7% Cos g —sin g t—% cos3 —sing z— I 2 2

j) Helyettesitéses hatarérték:

_ r—1\" r+1-2\" 2 \" .
hm = hm _— = hm 1-— =




2 1
A helyettesités képlete: it amibdl atrendezéssel: x = 2u — 1.
U

Ezzel a hatéarérték:

. ) 1 —2u—1 ) 1 u1—2 1 —1 . 1
= lim (14— = lim |14+ = 14 = =e 1=
U— 00 u U— 00 u U e

k) Rendér-elv alkalmazasa:

1\” m 1\"
T—00 x T—00 X

A gy6kjel alatti mennyiséget alulrol és feliilrsl becsiiljiik, felhasznélva,

2

1 x
hogy lim (1 + 2) = e, kapjuk:
xr—00 €T

eil(iv k) <

Itt lim V2= lim V/3 =1, ezért az eredeti fiiggvényre is lim f (z) = 1.

r—00 Tr— 00

1) Helyettesitéses hatarértéek:

22 +1\" 27 — 2 ‘ ’ 3\
im (PN o (2223 o (o ) —moe (1 2
z—oo \ x — 1 T—00 r—1 T—00 r—1 T—00 x—1

1 3 3
A helyettesités: — = —2 T vagyis x = iu + 1. Ezzel a zar6jelben 1évs
T —
kifejezés hatéarértéke:

lim {<1+1> ] <1+1> —=e?
U— 00 u u

2z + 1\
De lim e* = +oo, tehat lim ( T ) = +4o00.

T— 00 T—00 r—1

sinx T -z
lim (z—x> tgx = lim (Efx) = lim .(27)Sinz:1
z—Z \2 z—I \2 cosx z—Z sin (g — x)

n) Racionalis tortfliggvény hatarértéke esetében a nevezs legnagyobb fok-

szamu tagjaval egyszertsitiink:

. bt —x+2 . 5-34+2 5
lim ———— = lim —z =
z—00 82 + 2 4+ 1 smo 8+ 24 L 78



0) % tipusi hatarértéket kapunk, ha bévitiink 5z-szel:

. sin8z . sin8z 5x 8
lim = lim . —
z—0 tghr 2—0 8xr tghxr 5

9) Szamoljuk ki a kovetkezs fliggvényhatéarértékeket.

. sin100z sin(1 — x) . arcsinz

lim ——; lim ——= im ;
z—0 €T r—1 1-— 1’2 z—0 2x

. arctg(z?) . sin2zx . l—cosx

lim ———=; lim — ; lim ——;
z—0 212 2—0 gin 3x z—0 2

. 1—coszx . 1—cosx . 1—rcosx?

lim ——; lim ———; lim ———;
x—0 x x—0 ,’L‘3 x—0 ,’L'4

CoS & o1+ Coet—1

im — ; lim ; lim ;

z—Z sindx =0 =0
1

. 3T a3 . In(cos2x) ) 3T+ TN
lim ; lim ——; lim ;
z—3 T —3 z—0 2 z—0 2

 YTtz—1 _ 1 2 _ 1 3
lim ——; lim — ; lim — ;
z—0 X z—1\x—1 (Ez—]_ z—1\x—1 {Ez—]_
lim (14 : lim (1 4 sina?)=2; lim (1 + sin 2)°*8%;
z—0 2+ 1 z—0 z—0

1
T\ 78 :

lim (2 - f) i lim (2 + €7)%; lim (tgz)te2";
T—3 3 x—0 w—)%

. 1—e” . In(1 + arcsin x) oxt—1
lim — ; lim ——MMMM=; lim ;
z—0 SInx x—0 x z—1 x—1

10) Az f : R — R, f(z) = xsinz fliggvénynek létezik-e hatarértéke a +oo-ben?

11) Az f : R — R, f(x) = % fliggvény esetén szamoljuk ki a

limy 400 f(2) és lim, oo f(x)-et.

12) Szamoljuk ki a kévetkezd hatarértékeket :

lim % (\/x+2—2\/x—|—1+\/§); lir_’I_l (sin\/x—l—l—sin\/f);
Tr— 100

T— 00
—/z 22
b (L) T L (et
im ; im ;
z—+too \ 24+ ’ g——oc0 \ 22 — 2 7
. sinx — cosx
lim —;
T— —00 x
1, haze
13) Igazoljuk, hogy az f: R — R, f(z) = arcQ , igynevezett

—1, hazeR\Q
Dirichlet fiiggvénynek egyetlen pontban sincs hatéarértéke. Tehat sehol sem

folytonos.

10



14) Folytonos-e az f : R — R, f(x) = z{x} fiiggvény, ahol {x} az x tortrészét

jeloli.

15) Vizsgaljuk a kovetkezo fliggvények folytonossagat:

1 20
f:R—)R, f(a';): Slnx’ T ; :

0, z=0

1

— 0
g:R—>R, g(z)= 270 ;

0,2 <0

0

hiRoR, hiz) =4 D770

2,x=0

1
rsin—, x #0,
x

0, z=0

16) Folytonos-e az f : R — R, f(x) = fliggvény ?

11



