Figgvények — Feladatok

Ertelmezési tartomany

1)

Adja meg a kovetkezo fiiggvények legb&vebb értelmezési tartoményéat!

a) v/b — 10x
z
2+r+1
1
c) ——
Vv — |z

d) lgtgx

b) ¢

e) Inz +In(—x)
Megoldas:

a) 5—10z >0
1>w
5 2
b) 22+r+1#0=2€R
¢) o —|z| #£0 és x—|z| > 0 sosem teljesiil.

T
d) tgz: z # 5 + km esetén van értelmezve.

lgtgx: tgx > 0, azaz g +kr >ax > kr (k€Z), tehat ez utobbi az

értelmezési tartomany.

e) x > 0és —x > 0 egyszerre kellene, hogy teljesiiljon. Vagyis az értelmezési

tartoméany 0.

Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvény értelmezési tartoméanyat !
y=vi+ar+vl—-zx

A négyzetgyok értelmezési tartomanya miatt teljesiilnie kell az alabbi felté-
teleknek :
1+42>0 é 1—x2>0

Ezek atrendezésével :
—1<z é x<1

Innen az értelmezési tartomany: Dy = [—1,1].



3) Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvény értelmezési tartomanyéat!

x+1
2 — 3x

A tort nevezdje nem lehet 0, ami azt jelenti, hogy x # 0 és x # 3. Tovabbi

megszoritas nincs, ezért az értelmezési tartomany: Dy = R\ {0,3}.
4) Hatarozzuk meg a kovetkezs fliggvény értelmezési tartomanyéat !
y=In (:5273:v+2)

A logaritmus miatt:
2> =32 +2>0

A bal oldal gyckei z; = 1 és zo = 2. Abrazolva a fiiggvényt:

3L 4

N |

0

0 1 2 3

1. abra. Az area kotangens hiperbolikusz fliggvény grafikonja
Leolvashato, hogy Dy = (—o0,1[ U ]2, 00)
5) Hatarozzuk meg a kovetkezs fliggvény értelmezési tartomanyéat !

Sx — 2
4
A gyokjel alatti kifejezés nemnegativ kell, hogy legyen:

y=1/In

5 2
T ol — 2452 -4>0

A bal oldal gyokei 1 = 1 és x5 = 4, vagyis az el6bbi egyenl6tlenség 1 < x < 4
esetén teljesiil. Vagyis ez épp az értelmezési tartomany Dy = [1,4].



6) Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvény értelmezési tartomanyéat!
3—2x

Yy = arc sin

Az arkusz szinusz értékkészlete miatt:

1< 3—2x <1
Innen atrendezéssel:
—5<3-2x<5
—8< 2 <2
4>x> -1
Az értelmezési tartomany tehat: Dy = [—1,4].

7) Hatéarozzuk meg a kovetkezé fiiggvény értelmezési tartomanyat!
y = 2arc cos /9 — x2

Egyrészt a négyzetgyok értelmezési tartomanya miatt:
9—-22>0,

vagyis 3 > x > —3.

Maésrészt az arkusz koszinusz értelmezési tartomanya miatt:
9— 72 <1

2> 8
Ez alapjan = > /8 vagy —v/8 < z kell, hogy teljesiiljon.
A két feltétel sszevetésébdl az értelmezési tartomany :

Dy = [-3,—V8] U [V83].

8) Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények értelmezési tartomanyéat.

2) fl@) = 5
b) f(z) 22 — 3z +4;

¢) flx) =vV3+z—2?;

Q) f(2) = tan (2221),

e) f(x) = arctan(va? — 1);
f) f(z) = arcsin (%);

8) f(x) = arccos(s?);

h) f(z) =In (g—;})



Ertékkészlet

1) A kovetkezs feladatokban hatarozzuk meg a fliggvények értelmezési tarto-

méanyat, értékkészletét és abrazoljuk a fliggvényt!

a) y = arcsin (z + 3)
Ertelmezési tartomdny : az arkusz szinusz argumentuma -1 és 1 kozé kell,
hogy essen. Emiatt —1 < 2z +3 <1 = —4 <2 < —2. Vagyis Dy =

= [~4, —2]. Brtékkészlet : nincs kiils6 transzformacio, ezért Ry = [—g, g]

ol

arcsin (x + 3) arcsinx

(ME

—4 -3 -2 -1 0
2. abra. Fliggvényabrazolas transzformacioval

b) y = 2arccos § + 1
Ertelmezési tartomdny: az arkusz koszinusz argumentuma -1 és 1 kozé
kell, hogy essen. Emiatt —1 < % <1= -2 <z <2 Vagyis Dy =
=[-2,2].

Ertékkészlet: a kiilsé transzformacié miatt Ry = [1,27 + 1].



27+ 1 2arccos§+1 Y
27
2arc cos § \
pa
are cos L
arccos 3
T |
2
1 [
0 ALC Cos I
L L L L

1

c)y 5

FErtelmezési tartomdny: Az arkusz tangens értelmezési tartomanyat nem

xT

-3

= —arctg ——

2

1

3. abra. Filiggvényabrazolas transzformacioval

sziikiti le ez a belsé transzformacio, ezért Dy = R.

Ertékkészlet : a kiilss transzformacio miatt Ry = ] —

[SIE]

(ME

S

il
74'

3

arctgw

r—3

1l.c
Farctgs;

arctg (z — 3)

4. abra. Fiiggvényabrazolas transzformacioval

d) y=2sh(z+1)

Ertelmezési tartomdny: Dy =R.



Ertékkészlet :

R; =R.

4 F

2sh (z + 1)

<

& sh(z+1)

shz

-2

5. abra. Fliggvényabrazolas transzformacioval

1
2) Hatarozza meg az ? fliggvény értelmezési tartomanyéat és értékkészletét, ha

a) f(x)=2—cos3zx
b) f(z)=vV2+x—2a?

Megoldas:

-1

0

1

a)

2 — cos 3z # 0 minden x € R-re teljesiil, vagyis az értelmezési tartomany
R.
1<2—cosdx <3

1 1
I értékkészlet: — <
nnen az értékkészle 5 = 5 oosie
24zx—22>0
—1++1+8
3317227—’_ —x1=—-1;2x9=2

Az értelmezési tartomany tehat: —1 < x < 2.

Teljes négyzetté alakitassal:

(m2x2)<x;>2+i

Ennek a teljes négyzetnek az értelmezési tartomanyon belil szélsGér-

24 —x2=

téke van 1-nél és 2-nél. Elébbinél maximum van, értéke f(Tmax) =

2

2 .. , s
= — (% — %) +% = %, a minimumbhelye z.,;;, = 2-nél van, értéke
f(Zmin) = 0. Az % fliggvénynek tehat minimuma van %—nél, maximu-



ma nincs (hiszen az f tetsz6legesen kicsi pozitiv értéket felvehet), vagyis

az értékkeészlet: % <uy.

3) Hogyan valtozik az f fiiggvény transzfolmaltjainak értelmezési tartomanya
és értekkészlete, ha Dy = [—1,2] \ {0}, és Ry = [3, 00|

a) f(x+38)

b) f(-2z)

c) f(a%)

d) 2f (z)

e) 5f(z) -6

£) 12 (x)

g) —f(-z)—1

h) %f(3x—1)+5
Megoldas:

Az els6 harom fliggvény csak belsS transzforméciot tartalmaz, ezért Ry val-

tozatlan.
a) x+8¢€[-12]\ {0} = = €[-9,-6] \ {-8}
b) —2 € [-1,2]\ {0} —> z € [—1, ;] \ {0}
o) ot € [F12\ {0} = v € [-1, V7] \ {0}
A maésodik harom fiiggvény csak kiils6 transzformaciot tartalmaz, ezért Dy
valtozatlan.
d) f(z) € [3,00][ = 2f (z) € [6,00]
e) f(z)€[3,00[=5f(x)—6€]9,00]
f) f(z) € [3,00[ = f* () € [9,00]
Az utols6 két esetben mindkét tartomény modosul:
g) Dy: —z € [-12]\ {0} = z € [-2,1] \ {0}
Ry: f(z)€[3,00[= —f(z) — 1€ ]—00,—4]

h) Dy: 3z —1€[-1,2]\ {0} = 3z € [0,3]\ {1} = 2 € [0,1] \ {1}
Ry:f(z)€[3,00[= 2f(x) € [2,00[=> 2f () +5 € [7,00]

—



4) Vizsgaljuk meg, hogy a kévetkezd fliggvények injektivek-e, sziirjektivek-e. Ha

a fiiggvények bijektivek akkor, hatarozzuk meg a fiiggvények inverzeit.

a

) f1(=00,2) = (=00,0), f(x) = 22}
b) f:R\£V3 =R, f(z) = 5=2;

c) f:(V3,+00) = (0,+00), f(z) = 2:;
d) f:R—(0,+00), f(z) = >

e) f:R—R, f(z)=2%—-2x+1;

f) f:(1,+00) = (—00,0), In (1 — %)

5) Hatarozzuk meg a kévetkezd fliggvények értelmezési tartomanyat, értékkész-

letét, majd abrazoljuk Gket.

Paritas

Allapitsuk meg az alabbi fiiggvényekrsl, hogy parosak, vagy paratlanok, vagy
nincs értelme a paritdsnak!

1) y=a>+2

Paratlan fiiggvény, hiszen két paratlan fliggvény Osszege.

2) y=at— 22
Paros fliggvény, hiszen két paros fiiggvény kiilonbsége.
222
3) y=3a" -
) y=32"— 5

Paros fliggvény, hiszen paros fiiggvényekbdl 4ll els. (Figyelem, y = 1 fiiggvény

is paros!)



"

5)

y =sinz — 28

Nincs paritasa, hiszen egy paros és egy paratlan fliggvény kiilonbsége.

y=ax3cosw

Paratlan fliggvény; paros és paratlan fiiggvény szorzata paratlan. Legyen
ugyanis h (z) = f (z) - g (z) a szorzatfiiggvény, és f () paros, g (x) paratlan
fliggvények. Ekkor:

vagyis a h (z) fliggvény tényleg paratlan.

x? + 28
3z

y:

Paratlan fiiggvény, mert paros és paratlan fiiggvények hanyadosa.
_ sinbz
6x

Péros fliggvény, mert két paratlan fliggvény hanyadosa.

y=a’sin’x

Péros fliggvény, mert paros fiiggvények szorzata.

Inverz fiiggvény

Képezziik a kovetkezd fliggvények inverzeit :

1)

y=vr2+1

Atrendezés utan:

r=YP+l= =P+ 1l=y? =0 - 1=y=vad3 -1
Az inverz fiiggvény: y = Va3 — 1.

y=Iny2x +5
z=1In/2y+5=¢€"= 2y+5:>621:2y+5:>y:%(e29”75)
Az inverz fliggvény:

v=4 ()

y=v1+el

r=Vit+eV =" —1=e=In(*-1) =4y

1
Az inverz fliggvény: y = Zln (:r3 — 1).



r—5

4) y =
) y= o
Yy—25
x:W:ny:y—5:>y(6m—l):—5
: L 5
Az inverz fliggvény: y = .
1—6x

5) y=52+3 ¢
z =53 6= 2 +6=5%" — log, (z+6) = 2y + 3

Az inverz fliggvény: y = = [logs (z + 6) — 3]

5l
Polarkoordinatas abrazolas

Abrazoljuk polarkoordinata-rendszerben az alabbi fiiggvényeket :

Dr(p)=a-v

6. abra. Archimédeszi spiral

2) r(p) =e”

10



90
600

180

=50

7. abra. Logaritmikus spirél

3) r(¢) =a(l+cosyp)

270
r = 1+cos(t)

8. abra. Kardioid

11



4) () =a-cosy

9. dbra. Az r = § sugart kér abrazolasa polardiagramon

5) Irjuk fel a polartengellyel parhuzamos, és téle 2 egységre haladd egyenes

egyenletét polarkoordinatéds megadésban:

0 p=0
10. abra. A polartengelytdl 2 egységre 16vG egyenes

2
Az abrardl lathato, hogy — = sin ¢, ahonnan atrendezéssel az egyenes egyen-
r
2

lete: r = — .
sin

6) A derékszogi koordinata-rendszer és a polar koordinata-rendszer kozotti kap-
csolat segitségével irjuk fel az archimédeszi spiralis és a logaritmikus spiralis

paraméteres egyenletrendszerét!
— Archimédeszi spiralis: polarkoordindtakban r = aw. Ebbdl a megoldas:
T = apcosy

= apsing

12



— Logaritmikus spiralis: polarkoordinatdkban r = e¥. Innen:

r = e¥cosp

= e¥singp

Implicit fiiggvénymegadas

1) 22 —dx+y?> +8y+4=0

Az z-et és y-t tartalmazo tagokat teljes négyzetté alakitjuk. Innen:
(z=2)" + (y +4)* = 16,
ami egy (2, —4) kozépponti, r = 4 sugaru kor egyenlete.

2) 22 4+ 9y% — 16y =0

Hasonloan jarunk el, mint a kor esetében. Az atalakitas utan:
2+9@y—-1>%=9
Mindkét oldalt 9-cel elosztva egy ellipszis egyenletét kapjuk:

2 o 2
£+u:1_
9 1

Az ellipszis kozéppontja (0,1), a két fél nagytengelye a = 3 és b = 1 hosszu-

saga.

3) 922 — 4y? = 36

Atalakitas utan: ) )
i
4 9

Ez egy hiperbola egyenlete.

Paraméteres fiiggvénymegadas

1) { x = 5Hcost

y = 3sint

Lathato sin® x + cos? z = 1 alapjan, hogy ezzel ekvivalens:

22 g2
I A—
25+9 ’

ami egy origd kozépponti, a = 5 és b = 9 fél nagytengelyekkel rendelkezé
ellipszis egyenlete.

13



5(t —sint)
5(1 — cost)

2){x
y

Ez egy ciklois, vagyis egy olyan gorbe, amit egy r = 5 sugarta kor keriileti

pontja ir le, mikdzben a kor gordiil az x tengelyen.

x =5 (t-cos(t)), y = 5 (1-cos(t))
T T T

11. abra. Ciklois gorbe

=3t—-1
34"
y=—t+5

Fejezziik ki a t-t x-szel; az els6 egyenletbdl:

r+1
3

t:

Ezt a mésodik egyenletbe visszahelyettesitve:

z+1 15-z-1 1 14

3 3 PR

y=>5

ami egy egyenes egyenlete, m = —% meredekséggel, és b = 1—; tengelymet-

szettel.

4) Az alabbi, paraméteresen adott egyvaltozos fiiggvények egyenletrendszerébdl

kiiszoboljiik ki a paramétert!

a
= ——
) T =sint b) =124 2t ) V1412
a c
y = cos 2t y=1t>+2t+3 y = at
V1+t2
=10t +107¢
d) T +
y =10t - 107!
Megoldas:

a) y=cos2t =cos’t —sin’t =1 — 2% — 22 =1— 222

b)y=xz+3

14



B
d) 22—y =10 +10"2 - 10** + 2 - 1072 =4

Fiiggvényabrazolas
Abrazoljuk a kovetkezs fiiggvényeket :
1) Racionalis tortfiiggvény :

3z
2—x

y:

Rogton lathato, hogy az x = 2 egyenes aszimptota. Ezen tul érdemes meg-

vizsgalni a fiiggvény hatéarértékeit, ezek segitik a tortfiiggvény abrazolasat.

3

=gy =
. 3x
lim = = +00
r—2— 2—x
. 3z
lim = = —00

z—2+ 22—

A fiiggvény grafikonja tehat:

10 ¢

—10 & 1 |

I

H

—10 -5 0 2

5

10

12. dbra. Transzformalt reciprokfiiggvény grafikonja

2) Teljes négyzetté alakités:

y:4x278:17:4(x274x+4):4[(x72)274} = 4(z—2)% 16

15



A fiiggvény grafikonjat az y = 22 fiiggvénybsl kiindulva transzforméaciokkal
képezziik :

10 F

y=4(z—-2)°>-16

—16 5 |

—10 -5 0 2 5 10

13. abra. Masodfoku fliggvény transzformacioja

3) Négyzetgyokot tartalmazo fliggvény:

y= V3 6=V3vi 3

y=VaVi—3

0 2 4 6 9

14. abra. Gyok fiiggvény transzformacidja

16



4) Reciprok fiiggvény

T

1

0

2

4

15. abra. Tortfliggvény transzformacioval

5) Milyen geometriai transzformacioval szarmazik az f(x) grafikonjabol az

|f ()], lletve a f |z| fliggvények grafikonja?

Megoldas:

|f (z)|-nél a fiiggvény x tengely alatti részét a-re tiikrozzik; f |z|-nél az y-tol

jobbra es6 rész valtozatlan marad, és ezt y-ra tiikkrozziik.
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