Vektorok a térben

Egy (v1,v2,v3) valos szamokbol allo6 harmast vektornak nevezziink a térben

(R3-ban). Hasznalni fogjuk a ¥ = (v, v, v3) jeldlést. A vy, vq,v3-at a ¥ vek-

tor komponenseinek nevezziik. Tekintsiik a Vv = (v1,v9,v3), W = (w1, ws, ws3)

vektorokat és \ valds szamot.
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Osszeadds: V +w = (v + wy, va + we, v3 + ws3).

Skaldrral vald szorzds: \ - v = (Avy, Mg, Avs).

A ¥ vektor hossza: |V| = \/v? + v3 + v3.
A 0 = (0,0,0) vektort nullvektornak nevezziik.

Kollinearitds: a v és w kollinearisak, ha létezik olyan A # 0 valos szam,

hogy V = A-w. Ha A pozitiv akkor azt mondjuk, hogy U és v egyiranyuak.

Linedris fiiggd, illetve fiiggetlen vektorok. A V1, ...V, vektorokat lineari-
san fiiggd nevezziik, ha léteznek olyan Ai,..., A, nem mind nulla valos
szamok, hogy

M-Vi+...+ N\, -V, =0.

Ellenkezs esetben a Vy,...,V, vektorokat linearisan fiiggetlennek nevez-
ziik. A V és w vektorok linearisan fiiggetlenek, ha nem kollineéarisak. Az
U = (u1,ug,us), V= (v1,vq,v3) és W = (wy, we,w3) vektorok linearisan

fliggetlenek, ha az

AUt + Agvg + Azwq =0
Atug + Aovg + Azwy = 0
Atug + Agvg + Azwsz =0

A-kban harom ismeretlenes egyenletrendszernek csak a Ay = 0, Ay = 0
és A3 = 0 megoldasa van. Haromnal tobb vektor mindig linearisan Gssze-
flige. Megjegyezziik, hogy a nullvektor mindenkivel Gsszefiigg. Tehat, ha a
null vektor szerepel a vektorok egy felsorolasaban, akkor azok a vektorok

linearisan Osszefiiggnek.

Két vektor skaldrszorzata. Ha G = (uq,us, usz) és V = (v1,v2,v3) két vektor

akkor az ezek skalarszorzata a

-V = uv1 + UV + Uu3V3
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szam. Megjegyezziik, hogy |V|? = ¥ - ¥. A skalarszorzat tulajdonsigai:
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0 - ud = 0 minden 4 vektor esetén,
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Lo - ,
= V- U minden U,V esetén,
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v
U+V) w=1u-w+V-w minden U, V,w esetén,
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(U - V) minde 4, V vektorok és \ valos szdm esetén,
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-V = |d]|V] cos(d, V), ahol cos(d, V) az U és V vektorok szoge.

o Merdlegesség. Két nem nulla vektort merélegesnek nevezziink, ha skalér-

szorzatuk nulla.

o Vektori szorzat. Az 4 = (uq,us,uz) és Vv = (v1,v2,v3) vektorok vektori

szorzata a

U X V = (ugv3 — U3, Uzvi — U103, U V2 — UgV1)

vektor. A vektori szorzatnak a kovetkezd tualjdonsidgai vannak:

7.

A T o o

U x U = 0 minde U vektor esetén,

=1}
X
<1

= —V X U minden U, V vektorok esetén,
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(U+ V) xw =1 X W+ V x w minden u, V,w esetén,

—

v = A(d x V) minden 4, Vv vektor és \ valos szam esetén,

>
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ha 4 és vV nem nulla vektorok és i x v, akkor ez a két vektor kollinearis,
(AU 4 pV) - (4 x ¥) minden 4, V vektorok és A, u valos szamok esetén,

tehat az d x v mer@leges az U és v vektorok altal meghatarozott sikra.
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|d x V| = |d]|V]sin(d, V) minden nem nulla 4 és v vektor esetén

A vektori szorzat geometriai jelentése: U x vV vektori szorzat merdleges az u

és V vektorokra, hosszat az utolso tulajdonsag adja meg, mig az iranyitasat

a jobbkézszabaly.

o Vegyes szorzat. Az U, v, w vektorok vegyes szorzata az (v x w) valos szam

melyet (4, V,w)-vel is jeloliink. A vegyes szorzat tulajdonsagai:

1.

Az U, v, w vektorok esetén

(i, ¥, W) = (W, 1,V) = (¥, W, 1) = — (i, W, ¥) =....
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2. A vegyes szorzat linearis mindharom valtozoban, azaz

(NG + NT, ¥, W) = (@, ¥, W) + \ (T, ¥, W),

:<¢
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(T, \V + NV, W) = \(d

(A, ¥, \WW + W) = \(1, V, W) + XN (i, ¥, w').



3. Az 4, Vv, w nem nulla vektorok esetén (u,Vv,w) = 0 pontosan akkor,
i v,

ha az U, vV, w vektorok linearisan fligg&ek.

A vegyes szorzat geometriai jelentése: a |(U, V, )| szam a , V, w vektorok,
mint élek altal alkotott paralelepidon térfogata. Az U, vV, w vektorok, mint

1
élek altal alkotott tetraéder térfogata V = 6|(ﬁ’ V, W)|.

o Megjegyzés a lineéris fliggdség, fliggetlenséghez. A U, v, w pontosan akkor
linedrisan fliggdek, ha a (U, V,w) vegyes szorzat nulla. Tovabba az d, Vv

vektorok linearisan fiiggéek pontosan akkor, ha @ x v = 0.

Feladatok

1)

—

Tekintstik az a(—8,7,1), b(0,3,2) és €&(1,—1,4) vektorokat. Bontsa fel a
&(31, —37,19) vektort a, bésc iranyu Osszetevokre. (Keressiik meg azokat a
A, p, v valos szamokat, amelyre d=)a+ ,uB + v¢.)

Szamitsa ki az alabbi vektorok hosszat :

- 5 30 6 -
5(87 _1478)a b(OaSaO)v 6(371a _ﬁa 371)3 d(4a _9710)

Adja meg az alabbi vektorokkal egyiranyu egységvektorok koordinétait:

— —

a4,-12,3), b(0,0, —7), ¢(1,2,-3), d(-5,0 —,12).
Szamitsa ki a kovetkez6 vektorparok szogét :

) (7,-1,6), (2,20,2);

) (3,6,—2), (5,4,—20);
c) (9,1,4), (5,4,—20);

) (-1,4,7), (5,—2,0);

) (4,-9), (2,5).

Bontsa fel az &(3,—6,9) vektort a b(2,—2,1) vektorral parhuzamos és ra

merGleges Gsszetevikre.

—

Adjon meg olyan vektort, mely felezi az a(—1,4,8) és b(—5,4,20) vektorok

szOgét.

Legyenek a, b, € és d tetszbleges vektorok. Bizonyitsuk be, hogy az a x ,

b x 1 és € x u vektorok koplanarisak.



8) Szamitsuk ki az ABCD tetraéder térfogatat:
a) A(2,-1,1), B(554), C(3,2,1), D(4,1,3);
b) A(0,0,0), B(-2,2,3), (C(0,2,-1), D(4,0,1);
c) A(0,0,0), B(1,0,0), C(0,1,0), D(0,0,1).
9) Déntse el, hogy egy sikban vannak-e az alabbi pontok:
a) (1,2,-1) (0,1,5) (-1,2,1) (2,1,3);
b) (1,2,0) (0,1,1) (3,5,4) (—4,-2,6).

10) Adottak az &(2, —3,1), b(4,2, —1), &1,0, —3) vektorok. Szamitsa ki az (& x
x b) x & koordinatait.

11) A koordinatarendszerben ugy helyezziik el az egységkockat, hogy az ori-
g6 az egyik csiicsba essék, a tengelyek pozitiv fele pedig egy-egy kockaélt

tartalmazzon. Adjuk meg a kockacsticsok koordinétait.

12) Egy szabalyos hatszog kozéppontja K (4,1,4), két szomszédos cstucsa
A(3,1,5) és B(3,2,4). Adjuk meg a tobbi négy csics koordinatait.

13) Az ABCD paralelogramma csucsai A(3,—2,5), B(0,1,0), C(—5,2,7). Sza-

mitsuk ki a D csics koordinatait.

14) Egy paralelogramma kozéppontja K (—3,2,1), két szomszédos csucsa A(1, —
—-1,3), B(—7,0,0). Adjuk meg a méasik két cstcs koordinatait.

15) Egy paralelepipedon egyik csticsa az origd, az ebbdl kiindulo élek végpontjai
A(3,6,—4), B(—4,7,0), C(9,1,—3). Szamitsuk ki a tobbi négy cstics koordi-
natait.

16) Egy szabélyos 6tszog egyik cstucsanak a koordinatai A;(1,0,0), kdzéppontja

az origd. Adjuk meg a tobbi cstcs koordinétait.

17) Dontsiik el, hogy kollinearisak-e a kovetkezd vektorparok:
a) a(—34,7) é b(25,1);
b) ¢(12,9,15) és d(8,6,10);

c) e(7,—-4,2) és £(0,0,0).



18) Dontsiik el, hogy az alabbi ponthdrmasok egy egyenesen vannak-e:

a)  A(-452), B(2,0,-3), C(14,-10,-13);
b) D(0,3,5), E(4,0,7), F(4,-18,-23);
¢)  G(0,0,0), H(14,-6,8),  I(—21,9,—12);
d)  J(1,1,1), K(4,1,7), L(5,—1,-1).

19) Az adott A(4,—1,3), B(5,4,1) pontokhoz meghatarozandok a C(7,y, z) pont
y, z koordinatai ugy, hogy az A, B, C pontok egy egyenesen legyenek.

20) Mik a P(3,—4,8) pont C(3,7,—2) pontra vonatkozé tiikorképének a koor-
din&téai?

21) Az A(7,0,-1), B(—2,4,0), C(—5,4,2), D(4,0,1) pontok egy paralelogramma
négy cstcsa (mutassuk ezt meg!). A P(1,3, —1) pontot tiikkrozziik az A-ra, a
tiikorképet B-re, az igy nyert pontot a C-re, majd végiil az igy kapottat a D-
re. Mik a negyedik tiikérkép koordinatai? Altalanositsuk az eredményiinket.

22) Adjuk meg a V(a1, a2, a3) vektornak a koordinatasikokon 1évé vetiileteit.
23) Komplanarisak-e a 3a — 4b, a + Tb, —a + 43b vektorok?

24) Adottak az a(2,—1,1), b(—1,3,0), ¢(1,0,7) vektorok. Bontsuk fel a d(9, —

—9,10) vektort a, b és ¢ irdnyu OsszetevSkre.

25) Adottak az a(—8,7,1), b(0,3,2), c(1, —1,4) vektorok. Bontsuk fel a d(31, —

—37,19) vektort a, b és ¢ irdnyu Gsszetevikre.

26) Bontsuk fel a ¥(13,56) vektort az a(2,7) és b(—3,0) vektorokkal parhuzamos
Osszetevikre.

27) Dontsiik el, hogy az alabbi vektorharmasok linearisan fiiggetlenek-e:

a)  (—4,2,1), (0,4,3), (—4,6,4);
b)  (0,0,0), (2,-9,7),  (~1,-1,0);
¢ (=9,-93), (1,02), (1,1,1);
d)  (-23), (4,1), (1,5).



28) Valasszuk ki az alabbi vektorok koziil a fiiggetlen (nem kollinearis) vektor-

parokat:
a(4,-1,0), b(3,5,0), c(-8,2,0), d(-6,-10,2), €(0,0,0).

29) Dontsiik el, fiiggetlenek-e az alabbi vektorok:

a(—1,5,19), b(17,14), c(—8,-9,—10), d(1,0,0).

30) Az egységnyi élhosszusagu kockdban az egy cstcsbol kiinduld két lapatlo
vektora x és y.
a) Szamitsuk ki az xy szorzat értékét.
b) Szamitsuk ki x és y szogét.

31) Az ABC szabalyos haromszog oldalhossza 2. Szamitsuk ki az AB - AC

szorzat értékét.

32) Legyen a és V az egységkocka egy cstucsbdl kiindulé egyik élvektora és a
testatld vektora. Szamitsuk ki az av szorzat értékét és az a, v vektorok

sz0gét.

33) Egy szabalyos tetraéder egy csiicsabdl indulo egyik élvektora a, ebbdl a
cstcsbdl a szemkozti lap sulypontjaba mutatd vektor s. Szamitsuk ki az as

szorzat értékét, ha a tetraéder élhossza 1.

34) Az a, b, c vektorok paronként merdlegesek. Bizonyitsuk be, hogy

(a+b+c)?=a’+b’+c

35) Bizonyitsuk be, hogy a meréleges a kivetkezs vektorokra:

a) (ac)b — (ab)c;
_ a(ab)

b) b-=3

36) Hogyan kell megvalasztani 3 értékét, hogy b és a+ b merglegesek legyenek

egymasra? (a és b nem kollinearis vektorok.)

37) Harom egységvektor paronként egyenld szoget zar be egymassal, Gsszegiik

nullvektor. Mekkora ez a szog?



38) Négy egységvektor paronként egyenls szoget zar be, dsszegiik nullvektor.

Mekkora ez a szog?

39) Adottak a(3,—2,5) és b(—1,0,2) vektorok. Szamitsuk ki a kovetkezs szor-
zatok értékét:

ab, (3a — 2b)a, (a—b)?, a’.

40) A szogek kiszamitasa nélkiil dontsiik el, hogy az alabbi vektorparok
hegyes-, derék- vagy tompaszoget zarnak be egymassal:
a) (_37270)3 (4a155)7 b) (15_179)a (2a133)7
c) (L,1,1), (-10,7,3); d) (5,-3,4), (1,—-1,2).

41) Szamitsuk ki az alabbi vektorok hosszat:

5 30 6
—14. —8): b . 222 2.
a(8’ b 8)’ (0’3’0)3 C <317 31’ 31) b
d(4,-9,10); e(24,-7);  f(1,1).

42) Adjuk meg az alabbi vektorokkal egyiranyt egységvektorok koordinatait:

a(4,—-12,3); b(0,0,-7); c(1,2,-3);
d(-50,12);  e(12,-5);  £(9,9).

43) Adjuk meg az alabbi vektorok irdnyaba mutatd egységvektorokat :

‘71(_?”0)4)7 \_"2 (0707 _6)3 ‘_;3(_1547 _8)7 64(9a167 _3)

44) Szamitsuk ki a kovetkezs vektorparok szogét:

=3

a)  a(7,-16), b(2,20,1);
) ¢(3,6,-2), d(54,-20);

(¢]

) e(9,1,4), £(4,9,1);
d) g(*1’477)a h(57 72,0);
e) m(4,-9), n(2,5).

45) Adottak a(3,—6,1) és b(12,4, z) vektorok. Hatarozzuk meg z értékét ugy,
hogy a és b merglegesek legyenek egymasra.



46) Az ABC haromszog csucsainak a koordinatai A(—3,4,0), B(—9,11,42),
C(1,2,4).

a) Mekkora a haromszog teriilete ?

b) Mekkora az A cstcsnal fekvs szoge?

47) Bontsuk fel az a(3, —6,9) vektort a b(2,—2,1) vektorral parhuzamos és ra

merdleges Osszetevikre.

48) Bontsuk fel az ¢(3,6, —2) vektort a d(5,4, —20) vektorral parhuzamos és ra

merGleges Gsszetevikre.

49) Mekkora a v(—9,1,1) vektornak a a(5, —6,30) irdnyt egyenesen 1évé vetiile-
te?

50) Adjunk meg olyan vektort, amely felezi az a(—1,4,8) és b(—5,4,20) vektorok
szOgét.

51) Az ABCD téglalap cstucsainak koordinatai: A(2,6,0), B(1,2,3), C(—2,8, 2).

Szamitsuk ki 2z értékét és a D csucs koordinatait.

52) Egy négyzet két csucsanak koordinatai: A(5,4,—3), B(4,6,—1), egy oldala
pedig parhuzamos a v(4, —2, z) vektorral. Szamitsuk ki a négyzet masik két

csucsanak a koordinétait.

53) Igazoljuk a kovetkez$ azonossagokat :

a) (a+Ab)xb=axb;
b) (a+Db)x (Aa+ ub)=(u—A)(axb);
¢) (a+b)x(a—b)=2bxa;
d) (a+b+4+c)x(b+c)=axb+axc.
54) Szamitsuk ki az a(2, —2,1) és b(2,3,6) vektorok szogének szinuszat.
55) Legyenek a, b, ¢, u tetsz6leges vektorok. Bizonyitsuk be, hogy az a x u,

b x u, ¢ x u vektorok komplanarisak.

56) Az a, b, ¢, d vektorokra fennallnak az axb =cxdésaxc=bxd

egyenl@ségek. Bizonyitsuk be, hogy az a — d és b — ¢ vektorok kollinearisak.

57) Bizonyitsuk be, hogy a, b, ¢ akkor és csakis akkor helyvektora harom kol-

linearis pontnak, haaxb+bxc+cxa=0.



58) Az a, b, c egy stk harom nem kollinearis pontjanak helyvektorai. Bizonyit-

suk be, hogy a x b+ b x ¢+ ¢ x a a sik egy normélvektora.

59) Bizonyitsuk be, hogy az a x b = b X ¢ = ¢ X a egyenlGség egyenértéki az
a+ b+ ¢ = 0 egyenldséggel. (a, b, ¢ kozott nincs két kollinearis.)

60) Szamitsuk ki annak a paralelogrammanak a teriiletét, amelynek élvektorai
aésb:
a) a(—4,1,2), b(5,2,7);
b) a(—9,0,9), b(7,2,-5);
c) a(l,-7), b(-3,2).

61) Szamitsuk ki az ABC haromszog teriiletét, ha

a)  A(0,0,0), B(—-147)  C(2,1);
b)  A(1,0,2), B(4,3,8) C(0,—4,6);
c) A(36), B(2,-7) C(4.4);

( ( (

d)  A@4,-1,-3), B(3,1,-2) C(1,50).

62) Szamitsuk ki az a(aq,az), b(b1, b2) vektorok altal kifeszitett haromszog te-

riiletét.

63) Szamitsuk ki az ABC haromszog B csucsahoz tartozo magassag hosszat,
ha a cstcsok koordinatai: A(1,—1,2), B(5,—6,2), C(1,3,-1).

64) Adjunk meg olyan x vektort, amely mergleges az a(2,—3,1) és b(1,—2,3)

vektorokra, és a ¢(1,2, —7) vektorral szorozva: cx = 10.

65) Adjuk meg az = és y értékeket ugy, hogy a c(x,y,16) merdleges legyen az
a(1,5,4) és b(—1,3,1) vektorokra.

66) Egy kocka egy csicsabol kiindulo két élvektora a és b. Fejezziik ki ezek

segitségével a csiicsbol kiinduldé harmadik élvektort.

67) Az a, b, c egységvektorok koziil a és b merdlegesek egymasra, ¢ pedig 30°-os
szoget zar be sikjukkal. Szamitsuk ki abc értékét.

68) Mutassuk meg, hogy ha a, b, ¢ egy tégla egy cstucsbdl kiindulo élvektorai,
akkor abc = |al|b]|c|.



69) Az a, b, ¢ nem komplanaris vektorok. Komplanarisak-e: 2a 4+ 3b, 5b — 4c,
c—a?

70) Mekkora az a(2,3,4), b(2,3,1), c¢(1,2,3) vektorok altal kifeszitett paralelepi-
pedon térfogata?

71) Szamitsuk ki az ABCD tetraéder térfogatat:

a) A(2’7171)3 B(57574)a 0(372771)3 D(4a173)a
b) A<O7O?0)7 B(_272a3)5 0(0727_1)5 D(45071)

72) Az ABCD tetraéder térfogata 5 egység. Mik a D cstcs koordinatai, ha D az
y tengelyen van, és a masik harom csues: A(2,1,-1), B(3,0,1), C(2,-1,3)?

73) Déntsiik el, hogy komplanarisak-e az alabbi vektorharmasok:
a)  (2,3,-1), (1,-1,3), (1,9, —11);
b) (3,-2,1), (2,1,2), (3,-1,-2);
c)  (2,-1,2), (1,2, -3), (3,—4,7).

74) Dontsiik el, hogy egy sikban vannak-e az alabbi pontnégyesek:
a)  (1,2,-1), (0,1,5), (—-1,2,1), (2,1,3);
b) (1,2,0), (0,1,1), (3,5, —4), (—4,-2,6).

75) Valasszuk meg z értékét ugy, hogy az a(4, —1,2), b(1,2,3), ¢(3,3, z) vektorok
komplanarisak legyenek.

76) Mekkora az A(2,3,1), B(4,1,-2), C(6,3,7), D(—5, —4,8) cstcsokkal rendel-
kezG tetraéder D-hez tartoz6 magassaga?

77) Bizonyitsuk be a kovetkezs azonossagokat:

a) (a+ Ab)bc = abc;
)

o

(a+b)(b +c)(c+ a) = 2abc;

o

) ab(aa+ b+ vc) = yabc;
d) (a+V)(b+V)(c+V)=abc+ abV + bcv + cav.

78) Bizonyitsuk be, hogy

(a x b)? + (ab)? = a’b?.

10



(Lagrange-féle azonossag)

79) Legyenek a, b, c fiiggetlen vektorok, és legyen d = aa + b + yc. Fejezziik
ki az «, 3, v egyiitthatokat az a, b, ¢, d vektorok segitségével.

80) Adottak az a(2,—3,1), b(4,2,—1), ¢(1,0, —3) vektorok. Szamitsuk ki az (a x
x b) x ¢ koordinatait.

81) Legyenek a és b mersleges vektorok. Mutassuk meg, hogy (axb)xa = a’b.
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