Szamsorozatok

Binomialis egyiitthaté fogalma: Az (Z) -val jelolt binomialis egyiitthato

|
kiszamitasa: () = L; jelentése: egy n elemi halmaz k-elemi rész-
k kl'(n —k)!

halmazainak a szama (n elembdl hanyféleképpen lehet kivalasztani k elemet;

ismétlés nélkiili kombinaciok szama). Néhany Osszefliggés:
+(0)-0) -
0 n
n n
[ ] =
k n—=~k)’
. n n n _ (" +1 7
k k+1 k+1

" /n
Binomialis tétel: b)" = Fpn—h
¢ Binomialis tétel: (a + b) Z <k)a
¢ Bernoulli-egyenlétlenség: Ha o > —1, akkor (1 + «)” > 1+ na.

Szamsorozat fogalma: Szamsorozatnak neveziink egy a,, (n = 1,2,...) soro-
zatot, ahol a,, € R minden n-re.
Zérussorozat fogalma: Az a, sorozatot zérussorozatnak (vagy nullsoro-
zatnak) nevezziik, ha lim a, = 0.
n—oo
Konvergens szamsorozat: lim a, = a, azaz az a,, szimsorozat hatarértéke
n—oo

az a szam (a, konvergal a-hoz), ha tetsz6leges € > 0 értékhez létezik olyan N ()

kiiszobszam, hogy |a, — a| < &, ha n > N(e).
o Konvergens szamsorozat mindig korlatos.
¢ Minden korlatos, monoton sorozat konvergens.

o Cauchy-féle konvergenciakritérium: Az a,, szamsorozat akkor és csak
akkor konvergens, ha tetszsleges ¢ > 0 értékhez létezik olyan N (e) kiiszob-

szam, hogy |a,, — a.,| < &, ha n,m > N(e).

Reészsorozat fogalma: Az a,, szamsorozat egy részsorozatanak nevezziik az a,,

szdmsorozatot, ahol i = 1,2,... és a,, minden tagja eleme az a,, részsorozatnak.



o Konvergens szamsorozat részsorozata is konvergens, és hatarértékeik

egyenldk.
Kovetkezmények konvergens a,, és b, sorozatokra:

e lim (ay-b,) = lim a,- lim b,,

n—oo n—oo n—oo
lim a,
. n 2 2 .
e lim — = > ahol b, # 0 Vn esetén és lim b, # 0,
n—oo by, lim b, n—oo
n—oo

e lim (aa,+ Bb,) =« lim a, + 6 lim b,, ahola,g€R,

n—oo

PY hm abn — alim714>oo bn,
n—oo

)

e Ha b, egy pozitiv tagi sorozat, akkor

limy, oo an
lim ban = (lim bn>

n—oo n—oo

)

e Legyen a, egy nulldhoz tart6 konvergens sorozat és b, egy korlatos sorozat.

Ekkor az (anby,)n>1 sorozat konvergens és lim (a,b,) = 0.

e Ha a,, egy konvergens sorozat és b, egy divergens sorozat, akkor (a, + by, )n>1

divergens.

e Fogo tétel: Ha egy b, sorozat esetén létezik két a,, és c,, konvergens sorozat és

N > 0 természetes szam ugy, hogy lim a, = lim ¢, ésa, < b, < ¢, minden
n—oo

n—oo

n > N esetén, akkor a b,, sorozat konvergens és lim b, = lim a, = lim c,.
n—oo n—oo n—oo
e A fogo tételhez hasonloan, ha lim a, = +oo (lim a, = —o0) és a, < b,
n—oo n—oo
(an > by), akkor lim b, = +oo ( lim b, = —o0).
n—oo n—oo

a
e Hényados kritérium: Ha az a,, pozitiv tagi sorozat fennall, hogy lim ntl =
n—oo an

= [ akkor igazak a kovetkez§ allitasok:

1. ha l < 1 akkor az a,, sorozat konvergens és lim a, = 0;

n—oo
. hal <1 akkor az (a1 + a2 + ...+ an)n>1 sorozat konvergens;
. hal > 1 akkor az a,, sorozat divergens és lim a, = +00;
n—od

2
3
4. hal > 1 akkor az (a; + ...+ apn)n>1 sorozat divergens;
5

. ha [ =1 akkor az a,, sorozat lehet konvergens és divergens is.



Néhany fontos hatarérték
lg] < 1, akkor lim ¢™ =0,
n—oo

e Ha ¢ ¢ =1, akkor lim ¢" =1,

n—oo

lg] > 1, akkor lim ¢" = foo (divergens);
n—oo

. _ 1
o lim (14q+¢>+-+¢"") = ——, ha g < 1;

n—00 1_q’

e lim /a=1,haa>0;

n—oo

e Legyen P(n) = a,n? + ...+ a1n + ap egy p-ed foku polinom (p > 1). Ekkor

—o0, haa, <0
+o0, haa, >0

lim P(n) = {
e Legyen P(n) = apn® + ...+ ain + ag egy p-ed fokq, illetve Q(n) = byn? +
+ ...+ bin+ by egy g-ad foku polinom. Tegyiik fel, hogy Q(n) # 0 barmely
esetén. Ekkor a
£, hap=gq

. P(n) by
i (n) 0, hap<gq
+oo, hap>gq

e Tegyiik fel, hogy az a, konvergens sorozat tagjai nem negativak. Ekkor

a (¥an)p>1 sorozat konvergens minden k > 1 természetes szamra és
lim ¥a, = lim a,.
n—oo n—oo

1

a

e Ha a, > 0 minden n esetén és lim a, = 0 akkor lim (1+ a,)e" =e.

n—oo n— 00



. — 0, ha n — oo, azaz nullsorozat.

,9,..., n?, ... sorozat divergens.

3) A 0,9; —0,99; 0,999; —0,9999;... sorozat paratlan indexii elemeibdl allo
részsorozat hatarértéke 1, mig a paros indext tagokbol allo részsorozat ha-
tarértéke —1. Az eredeti sorozatnak tehat két kiilonbozg stirtisddési helye

(torlodasi pontja) van, tehat a sorozat divergens.

_ 11 1 n—1 1 _ n—1 1 4
4) Az a, = {1, 33 T (-1) n’} = (-1 - sorozat valta-
kozo elgjeld (alternalo), illetve |a,| = — — 0, ha n — oo. Az ilyen so-
n

rozatokat Leibniz-sorozatnak nevezziik. Leibniz-sorozat mindig konvergens:

lim a, = 0.
n—oo

5) Az a, = {1, -1, 1, —1,...} = (—1)""! sorozat divergens.

6) a, ={1; 1,1; 1,01; 1,001;...} =1+ , tehat lim a, = 1.

101 n—00
1 2 3 -1 1
7) an:{O, 5, g, 4,}:’”” zl—ﬁ,tehatnler;oanzl
1+ (=1)" , ) e
8) Az a,=1{0,1,0,1,...} = — sorozat divergens, mert két torlodési
pontja van.
4 8 12 16 4n 1 1
9 n = 07 Ty Ty Ty Ty == = - 7th,t
) a { 376 117 18 } n+2  nl4n on 100
7+7
lim a, = 0.
n—oo
34 1963
C3n41963 3t 3
10) an_2n71526_2_ 596 —>§,han—>oo.
n
1 6 n 7
5 _ 240
—6n+7
11) a, = n ntro_ n__ n — 1, han — oco.
n2 +12n + 49 12 49
1—|—*+72
n o n



12)
Bn+2)(n* —n+1)  3n3+2n®—3n> —2n+3n+2
503 4+10n% +5n+3n2 +6n+3

T T T 1)2(5n + 3)
1 1 2
33 —n2 4 n+2 -+ 5ts 3
TSt ln+3 . 13 11 3 3 han—oo
n® + 13n° + 11n + Bt — 4 5+
n n n
1 2n
“+(3)
13) ap = ———2—
a3 (1
3
1 2n 1 3n 2
lim a, =0, mert lim (=) =0, lim (=) =0¢és lim = =0.
n—oo n— oo 2 n—oo n~>oon3
5 3 1
PN . AN
14)an—5n Sn-l_n n? n3—>0,han—>oo.
n3 +1 1
1+ —
1
15) Sp=14+ -4+ —; lim S,, =7
12 B
Mivel > (v =23, 1
ive 1+1/—|—2+ +2 >2 (v 3, ...), igy
1 2. v.
YUY (U VY S
2" \371 576 78
! ! TN BRI
oF 2’

o <2k—1+1 T
ami k — oo esetén divergens sorozatot hataroz meg. Ebbdl kévetkezik, hogy

lim S,, = oo, azaz divergens.

n—oo

1
()
1 1 1 2 1
16) Sp,=14-+-4+- 4+ —= ,igy lim S, = —— =2.
2 4 2n 1_1 1—00 1_1
2 2
1 1 1
Vn2+1+n TtV
17) ap = - = — —1,han — oo
vn3+n—+/n 41+1 )



18)

n(n+1)
1+2+3+---4+n n o9  n
a”ﬂ: _—— = — — — =
n+2 2 n+2 2
n24+n—n?—-2n -n -1
T 2m+2)  2n+2) Y g ham— oo
2<1+>
n
19)
1+4+49+--+n* 1Inn+1)(2n+1)
a”ﬂ: = — =
n3 6 n3
1203 +3n%2+n 2 lh
=—-—————— — —=—-han— oo.
6 n3 6 3’
20)
an=Vn2+n+l-vVn2—n+1=
\/n2—|—n+1—\/n2—n—|—1(
= n2 0+ 1+ n2—n+1):
VnZ+n+1+vVn2—n+1 \/ \/
_ n?—n+1—-n?24n-1 _ 2n _
Vl+n+1+vVn2—n+1 V2+n+1+vn2—n+1
2
- — =1, han — oo.
1 1 1 1 1+1
I+—+5+y/1-—-+—5
n n n n
21)
n 1 b
apn = = ~ han— o
VvnZ =1 \/ 1 2
1—— 1
n2
22)
n(vn?2—1—-n)(vnZ—-1+n
an=n<\/n2—1—n): ( ) ( ):
vn?2—14+n
2_1-—n? -1 1 1
n(n n) — ———=—-,han— oo

T V140 1 1+1 2
1——+1
n

23) ap =ng™, ha |g| <1



1 n
Legyen ¢ = —— (p > 0), ekkor ng" = ———.
gyen ¢ 1+p(p ) A p
Mivel (1+p)™ > 1+np+ (Z)pZ, igy
n n 1
< = — 0, han — o0
(L+p) nn-1) , 1 n—1, 7 ’
1+np+Tp n+P+ 5 P
. n .
tehat lim —— =0; ezért lim a, = 0.
24) a, = ¥/n =1+ g, ahol ¢, pozitiv tagt sorozat
n n?—n
n(1+qn)">1+nqn+<2)q% 5 2
ezért
2 2
qfl< 2n = — 0, ha n — oo,
n®—n n—1
tehat lim ¢2 =0, igy lim a, = 1.
n—oo n—oo
25) Konvergens-e az a,, = {/a sorozat, ha a > 07
a) Ha a > 1, akkor /a =1 + p,, ahol p, > 0. Ekkor
igy
a—1 .
> Pn, vagyis p, — 0, ha n — oo.
n
Tehat lim ¥/a = 1.
1
b) Ha 0 < a < 1, akkor p > 1-re a = —. Tehat
p
1 1
Va= /== — 0, ha n — oo.
P /b
n+1
26) a, = i = i = i L2 oo, tehat a,, divergens.

(n+1)» <n:1>”_(1+71l)" e

27)




28) A kovetkezs két sorozatnal hatarozzuk meg azt a kiiszobindexet, amely-
t6l kezdve a sorozat minden elemének a sorozat hatarértékétsl valo eltérése

kisebb, mint 1074.

a) a, = {0,5; 0,55; 0,555; 0,5555; ...}
A sorozat korlatos (felsd korlat lehet példaul 0,56 vagy 0,556) és novekvd,
tehat konvergens. Mivel

0,5555 < lim a,, < 0,5556;

n—oo

igy az a,-t6l valo eltérés kisebb, mint 0,0001 = 10~4. Tehat N = 4.

55 9 9
b) a/n_{27 §> 17 57}

1
A sorozat n-edik tagja: 2 4+ (71)"“?. lim a, = 2, igy
n n—oo

azaz n < 9999. Tehat N = 10000.

n

c
29) a, = — ahol c tetszéleges valos szam.
n!

Allitds: A sorozat konvergens, és lim a, = 0.
n—oo

Bizonyitds:

c = 0 esetén. az allitas nyilvanvalo.
et et e
c<0esetén. | —| = — = — — 0, ha n — oo, abban az esetben, ha
n! n! n!
¢ > 0-ra bizonyitott az allités.

c > 0 esetén. tegyiik fel, hogy c az m és az m + 1 egész szdmok kozott van:

m < ¢ < m+ 1. Ekkor

c" c™ c c c c
0< —=—" o.— < —+-— =0, han— .
n! m! m+1 n m! n
—_——

< egynél kisebb sza-
mokkal szorozva <%

Tehat lim a, = 0.
n—oo

30) A konvergencia definicidja alapjan bizonyitsuk be, hogy az alabbi sorozatok
valoban konvergalnak A-hoz; azaz minden £ > 0-hoz adjunk meg egy N

kiiszobszamot !



2n+5 2n
8 =g D) b=y
n—+2 n+1
n =1 d) d,=
) ¢ gn+3 ) 5
Megolddsok :
a) lim a, =2
2n+5

— 2’ < & mikortol teljesil?
n—3

2n+5—2n—|—6‘_ 11
n

<
n—3 —3~°
11
—4+3<n
<
N

11
Tehat pl. ¢ = 1076 esetén N = 106 + 3 =11000003, azaz a 11000 004.

tagtol kezdve a sorozat tagjai benne vannak a 2 hatérérték e = 107°
sugari kornyezetében.

2" L 5 L ¢ mikortdl teljesiil?
- @ — = E mikKorto eljesul !
5.2n—1 5| |5-2n—1| 5(5-2n—1) )

1
—+1<2" =1 —+ -] <
25 °g2(255+5> "
N
c) lim ¢, =0
2
‘lg nt ‘ < & mikortol teljesiil?
n+3
n-+2 . . . .
< 1 miatt a logaritmus negativ, ezért
n+3
1n+2> zn+2>1:>1 ! >1:>
_E J—
& n+3 n+3° 10° n+3° 108
1 1 10°
=1 >

10°  nts 10 -1°"
———

N



d) lim d, =V?2

2
‘lg Z I 3‘ < & mikortol teljesiil?
2 1 1 2
(n+ )_\@:> [n+ <€+\f:>
n n V2
1 24+2V2 2 2
n 2 e2 + 2v/2¢
N

31) Konvergens-e az az a, sorozat, amelyre minden ¢ > 0-hoz létezik N

kiiszObszam, hogy |an+1 — an| < € teljesiil barmely n > N esetén?

1
Megoldds: Nem, ellenpélda lehet a harmonikus sor: a, = 1 + 3 +
1 1 1
+...—. Ugyanis, ekkor |a,+1 —a,| = —— < € fenndll, ha — < n,dea
n n+1 €
~—
N

sorozat divergens.

32) Vizsgaljuk konvergencia szempontjabol a kovetkezs sorozatokat :

a) an:sinng b) bn:<\/ﬁ+1>n
2nm Vn

Megolddsok :

a) —1 <sin ng <1, igy a rendér-elv miatt a sorozat 0-hoz tart.

b) (‘/ﬁ\/gl)n > 1—|—n%

a sorozat divergens.

=1+ /n a Bernoulli-egyenlétlenség miatt, igy

33) Vizsgaljuk monotonitas és korlatossag szempontjabol a kovetkezs soroza-
tokat:

) on? +1 ) b 10n ) n!
a) = —— y = ———— c Cp = —
R —ntl Vo1 n3

n
4

Cn = —FV)——

N 43/ +2 ¢) Z)

7N

Megolddsok :

10



a) Monotonitas: a, 1 — a, < 0 alapjan:

2(n+1)%2 +1 202 +1 20 +4n+3 2n? +1

n+12—(Mn+1)+1 n2—-n+1 n24+n+1 n2—n+1

2n?+4n+3)(n? —n+1)— 22+ )R> +n+1) —2n2+2n+2

m2+n+1)(n%2—n+1)  ont4n241

3

aminek a szamléloja n novekedtével negativ, nevezdje pozitiv, igy a tort
negativ. Tehat a sorozat szigortian monoton csokkend.

Korlatossag: A sorozat korlatos, mert konvergens (korlatok lehetnek
példaul 3,5 és 2).

b) Monotonitéas: b,+1 — b, < 0 alapjan:

10(n+1)  10n _ 10(n+1)vn® —1—10nVn? +2n
Vin+1)2-1 vn2-1 VnZ+2n-v/n?2 -1

aminek a nevez@je mindig pozitiv, tehat a szamlaldo donti el az elGjelet:

V2 120+ 1)(n2 = 1) —V/n* + 203 = V/nt + 203 — 2n — 1 —/n? + 2n3

n novekedtével negativ, igy a tort negativ. Tehat a sorozat szigortian
monoton csokkend.

Korlatossag: A sorozat korlatos, mert konvergens (korlatok lehetnek
példaul 12 és 10).

¢) Monotonitas: ¢,+1 — ¢, < 0 alapjan:

m+1D! nl 2P+ 1) —(n+1n!  (n+1)!(n°—(n+1)%)

(n+1)> n* [(n+ 1)n]? B (n? +n)°

A szamlalo és a nevezd is pozitiv, igy a sorozat szigorian monoton no-
vekvd.

Korlatossag: A sorozat nem korlatos, ugyanis

n!  (n—-1)! (n-1)(n-2)(n—-3)(n—-4)(n—-5)

n®  nt ~ n4 N

n® — 15n* 4 85n% — 225m2 + 274n — 120 S n® — 15n4

1 7 =n — 15,

n n

tehat felss korlat nincs. Also korlat lehet példaul 1.

d) Monotonitas: A sorozat tagjai felvaltva negativak illetve pozitivak,

ezért az d,41 — d,, kiilonbség hol negativ, hol negativ. Tehat a sorozat

11



nem monoton.
Korlatossag: A sorozat nem korlatos, ugyanis
3" 3" 3"

371(_1)7’1 _ > >7
4Yn+2" 5¢n " bn

4n+2

hiszen 0 < ¢ < 1 esetén lim ng™ = 0.

n—oo

— 00, han — oo,

e) Monotonitas:

EZ% :4'(71!_4)'_5!(71'—5)! 34

miatt a sorozat n > 5-re szigortian monoton csokken.
Korlatossag: A sorozat korlatos, mert konvergens (korlatok lehetnek
példaul 5 és —3).

34) Mi a kovetkez6 sorozatok hatéarértéke?

3n—1\" 1\"
n — f n — 2——
¢ e <3n +2 ) ( n)
) (24 3)\"
8) 9 =\gn 7
Megolddsok :
1 1
ndntyn (1T s Ve o
a — = — , han — oo.
) — I — —
b) an ! <2< 2 2)" igy a rendér-elv miatt a sorozat
Z) = — — == -elv z
3 gn “3n Sy~ \3) ¥

n — 0o esetén 0-hoz tart.

n n 1 9 z e 3 2
¢) V1< {/14+ — <= ¥/n, igy a renddr-elv miatt a sorozat n — oo esetén
n
1-hez tart.



d) V1< ¥/5n2 —30n+21 < V502 = V/5/ni/n, igy a rendér-elv miatt a

sorozat n — oo esetén 1-hez tart.

3\ 2n
2n # 3nt2
3n+2-3\"_ [, 1 3 . 1 B
3n+2 42| T T 3n+2 -
3 3
3n+t2 ﬁf
3 n
1 —2
1—m — e “, han — oo.
3
1 n 1 Qn%
f) 2”(1—2) :2"[(1—2) ] —o00-e72, han — oo.
n n
21 7 n
2 " 1 n
e (1+2n+1) - LR L - e o = 1,
2
ha n — oo.

Feladatok

1) Tanulméanyozzuk az e-os konvergencia kritérium alapjan a kévetkezs altala-
nos tagn sorozatok konvergencidjat. Ha konvergens a sorozat, akkor hataroz-

zuk meg a hatarértékiket és a kiiszobszamot.

1
a) an = —, b) b, = n? ¢) cn =0,99...9, (n db 9-es)
-1)" 14+ (=1)" 2n —1
d)dn:%a e)en:% f)fn: n
3n—1 2n? —3n+3 1
n = h)hpy=——"—""—14)in= .
99 2n+1 ) on )i vn+1

2) A Cauchy-féle konvergenciakritérium segitségével igazoljuk, hogy az
1 1

Sp=1+=4...+—

2 n

altalanos tagu sorozat divergens.

13



10

11

Hasonlitsuk az el6bbi feladatban szerepls (s,)n~o sorozatot egy divergens
sorozathoz ugy, hogy abbol kovetkeztethessiink az (s, )n>0 sorozat divergen-
cidja.

Vizsgéljuk meg, hogy a kovetkezs altalanos tagu sorozatok konvergensek-e.
Ha konvergensek akkor szamitsuk ki a hatarértékiiket.

_vPtltyn " ¢) en =n(vVZ —1—n)

a) ap = , b)) by = ——,
/ Vnd+n—n ) Vvn2—1-n

J2n +1

d) dn:13/716—|—1—n27 6) ep = VN + —\/ﬁ, f) fn:m

Szamoljuk ki a kovetkezs hatarértékeket:

2n%2 —3n+1 —2n—2>5 3
lm ———, b)) lim ———— li
a) ngr;o 3n2 -1 ' )nglgo ™m+3"’ ¢) nglgo dn —1’
. on?-1 ) nd—1 ) —m® +1
d) 7}1—»Ir;on2+1’ ¢) nli»n;o n2+n+1’ f) nlggo 5n3 +n2 —n’

1k 42k 4 k
Szamoljuk ki az lim + : tn
n— oo nk+1
1 1 .
— + ...+ — sorozat konvergens minden k£ > 1
2k nk

hatarértéket &k = 0,1,2,3,4 esetén.
Igazoljuk, hogy az s, = 1 +
természetes szam esetén.

Szamoljuk ki az a,, = ng™ sorozat hatarértékét, ha |q| < 1.

Szamoljuk ki a kovetkezs altalanos tagu sorozatok hatarértékeit :

Vn+1  V2n+V3n+1

a) an = 3 b bn - ’
) 3v/n+2 ) In+vin+1
3 -1 3/ 3 2
c)cn:\r/ﬁ , d)dn:L—F.
vn + 1 vn?+5
) Szamoljuk ki a kovetkezs hatarértékeket:
. 2n . 3r=2"
o ey Y im
L2434 . 2n — 5"
¢) im —— g 4 e

) A fogo tételt alkalmazva szamoljuk ki a kovetkezd altalanos taga sorozatok

hatarértékeit :

14



1 1 1

a) ap = + + ..
) Vn2+1 Vn2+2 vn?+n
1 1 1
b) b= b b
) b n2—|—1+n2+2+ +n2—|—n’
n? n? n?
ey e s SR Jrupeg
d) d, = ¥/n;
n
e)en*27n7
cosl+cos2+4...+cosn
1-3-5-...-(2n— 1)
9 =5 e

o}

1 1
12) I ljuk, h li ——+...+— | =In2.
) Igazoljuk, hogy Jim (n+1 +...+ 2n> n
13) Szamitsuk ki az lim nsinn és lim ncosn hatarértékeket.
n—oo n—oo
14) Szamitsuk ki a kovetkezd hatéarértékeket :

2 n 2n
lim (n 3n+1) lim (n—l—\/ﬁ )

n—oo \ n2+4+n+1 n—oo \ n + 3y/n+ 2

lim (2vn(vVn+1-+vn))" lim <1+smi>n

n—oo n—oo

15) Igazoljuk a kovetkezs allitasokat, ha (x,)n,>0 egy nulldhoz tarté sorozat
(x5, > —1 minden n esetén) és a > 0:
e —1 a® —1 In(1+ z,)

lim 1, lim =lIna, lim
n—0 Tn n—0 Tn n—0 Tn

=1

16) Szamoljuk ki a kévetkezd hatarértékeket :
2 1 1 2" "
lim 1g % Jim In(14+ )", Tm L ;3 |

) n3in_1 ) Inn . -
lim e »2-2 , lim |1+ — lim 2™,
n

n—oo n—oo n—oo
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