Sztochasztikus analizis hazi feladat # 7-8-9
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1. Legyen 0 < s <t <ooés FFe F,. Ha0 < s < s <t <t < oo, definidljuk
az (s,t] indikdtordnak aldbbi folytonos kozelitését:

0 ha0<u<s
(u—s)/(s—s) has<u<s

flu)y=< 1 ha s’ <u<t
t'—u)/(t' —t) hat<u<t
0 hau>t.

Legyen X (u,w) = f(u)lp(w), ha (u,w) € Ry x . Léssuk be, hogy ekkor
X adaptélt. Hasonléan, ha ¢ > 0, definidljuk {0} indikdtordanak aldbbi
folytonos kozelitését:

_J 1—(ufe) haO<u<e
g(u)—{o ha u > e.

Barmely Fy € Fy esetén legyen Y (u,w) = g(u)lp, (w), ha (u,w) € Ry x Q.
Léssuk be, hogy Y is adaptalt. Ezeknek alapjan igazoljuk, hogy P C o(c.).

2. Legyen (F;) standard filtracié és S egy megdlldsi id6 (F;)-re. Legyen
Gy = Fsyt hat > 0 (megéllasi id6khoz tartozé o-algebrak!). Mutassuk
meg, hogy ekkor (G;) is standard filtracié. Legyen T : Q — [0, oo] olyan,
hogy T' > S. Lassuk be, hogy T akkor és csak akkor megdlldsi id6 (F)-
re, ha lygcoo) (T — S) megallasi idé (G;)-re. Egy alkalmazds: Legyen B
Brown-mozgés a természetes standard filtracioval, By = 0,

S =inf{t >0:|B(t)] > 1}, T =inf{t > S : |B(t) — B(9)| > 1}.

Igazoljuk az el6zé allitas segitségével, hogy T is megallasi ido.
3. Legyen B Brown-mozgdas a természetes standard filtraciéval, By = 0, és
S =sup{t € [0,1] : B(t) = 0},

vagyis S a B utolsé zérushelye az 1 idépont elott. Léassuk be, hogy S
F-mérhetd valoszintiségi valtozd, P(S = t) = 0 minden ¢ > O-ra, de S nem
megallasi ido.

4. Lassuk be, hogy egy B Brown-mozgés trajektériai 1 valdszinliséggel sem-
milyen intervallumon nem a-Holder-folytonosak, ha o > 1/2. (Beldthaté
viszont, de ez nem része a feladatnak, hogy minden o < 1/2 esetén a
trajektéridk lokalisan a-Holder-folytonosak.) Utmutatés: Hasznaljuk fel,
hogy a kvadratikus varidcié minden [s,t], 0 < s < t < oo intervallumon
t—s>0.



5. Legyen M folytonos, L?-korldtos martingal. Ekkor a martingalkonvergencia-
tétel szerint lim; ,oo My m.b. és a limesz M., € L?. Tovabb4d, mivel
[M] novekvd folyamat, m.b. létezik lim; .o, [M];, mint R, -beli értéki
valészintliségi valtozo, jelolje ezt [M]o. Mutassuk meg, hogy

E([M]e) = E(MZ, — MZ) = E((Mae — My)?) < 0.

Kovetkezésképpen [M]oo < 0o m.b. tovabba lim;_, oo fot MdM m.b. 1étezik
és L'-beli valésziniiségi valtozo.

6. Tegyiik fel. hogy M folytonos lokélis martingél és legyen [M]so = limy—, o0 [M];.
Mutassuk meg, hogy ha E([M].) < oo, akkor M — M, L?-korlatos mar-
tingal.

7. Legyen M folytonos lokalis martingdl és V folytonos, adaptélt, lokdlisan
korlatos véltozasi folyamat. Legyen X = M + V. Ekkor X-et folytonos
szemimartingdlnak nevezziik. Masképpen: szemimartingal minden olyan
folytonos adaptalt folyamat, aminek van ilyen felbontasa. Ez a dekom-
pozici6 egyértelmii, ha Vo = 0 m.b. (Miért?) Legyen t > 0, (A})>2; egy
0-hoz tarté finomsagu felosztas-sorozat és

sn = Z (Xy, — X¢, )"

t;EAY

Léssuk be, hogy S} — [M]; sztochasztikusan, ha n — oo, tehat [X]; =
[M];.

8. (Ebben a feladatban ne hasznéljuk fel a Doléans-mértéket és a sztochasz-
tikus integrélt, mivel pont a Doléans-mérték egy alternativ definiciojardél
van sz6 benne.) Legyen M folytonos és korlatos martingdl és (S;, ¢t € R,),
ami az (SP') L2-beli limesze n — oo esetén, egy folytonos névekvé folya-
mat, amellyel (M2 — Mg — S;,t € Ry) egy martingal. Lassuk be, hogy
ekkor

o0

E / 1a(u) dS.

0

egy mértéket definidl az A € P josolhaté halmazokra. Utmutatés: Elészor
[0, t] x Q2-beli jésolhaté halmazokra bizonyitsunk a monoton osztély tétellel.



