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. Legyen (N, t € Ry) A > 0 paraméterii Poisson-folyamat és (F;,t € Ry)
a természetes sziirés teljessé téve (ami standard sziirés). Legyen M; =
N; — Mt (ami egy martingal). Léassuk be, hogy (M? — M\, F;,t € Ry) is
martingdl. Egyenletesen integralhaté-e ezen két martingal barmelyike?
(Utmutatés: M2 — M2 = (M, — M,)? + 2M,(M, — M,).)

. Legyen (N, Fy,t € Ry) ugyanaz, mint az el6bb és legyen rogzitett n € N
esetén T,, = inf{t > 0 : N; > n}. Léssuk be, hogy T, megéllisi id& és
E(T,) =n/\.

. Legyen (By,t € R,) egy standard Brown-mozgés, By = 0 és B, = By +
B, hat € Ry, ahol By € LP (p > 1) adott valészintiségi valtozé (a
Brown-mozgés véletlen kezdéértéke). Legyen (Fi,t € Ry) a B; éltal meg-
hatdrozott természetes sziirés teljessé téve (ami standard sziirés). Léssuk
be, hogy ekkor (By, Fy,t € Ry) is LP martingdl és (B? — t, F;,t € Ry)
LP/2 martingdl p > 2 esetén.

. Legyen (M, Fi,t € Ry) egy LP martingdl és 7 egy megalldsi id§. Ekkor
(az 6ran igazoljuk) (Minr, Finr,t € Ry) is LP martingdl. Léssuk be, hogy
(Mipr, Fyt € Ry) is LP martingdl.

. Legyen (By,t € R) Brown-mozgis R®-ban, By = z9 # 0. Léssuk be,
hogy ekkor E*°(1/|B;|) — 0 ha t — oo és 1/|B;| € L? minden t > 0
esetén. Nem kotelezs: Lassuk be azt is, hogy sup,sq E“ (1/|B|?) < oc.

. Legyen 7 exponencialis eloszlasi valdszintiségi valtozé A > 0 paraméterrel
és Xy = Ml hat > 0. Legyen F; az X;-hez tartozd természetes
szlirés. Léssuk be, hogy (X, Fy, t € Ry) pozitiv martingdl, de nem egyen-
letesen integralhaté. Legyen Xo_ = Xj és lassuk be, hogy X,_ ¢ L.

. Igazoljuk, hogy ha M pozitiv lokélis martingal, E(My) < oo, akkor M szu-
permartingal. (Utmutatds: Haszndljuk a Fatou-lemmadt feltételes varhaté
értékekre.)



