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1. Legyen M és N két független integrálható folyamat. Ha s ≥ 0, legyen
G1

s = σ{Mu : 0 ≤ u ≤ s}, G2
s = σ{Nu : 0 ≤ u ≤ s} és Gs = σ{Mu, Nu :

0 ≤ u ≤ s}. Lássuk be, hogy ekkor tetszőleges s, t1 és t2 idők esetén

E(Mt1Nt2 |Gs) = E(Mt1 |G1
s )E(Nt2 |G2

s ).

Vezessük le ebből, hogy ha M és N két független folytonos martingál,
akkor MN is folytonos martingál és [M,N ] = 0 azonosan. (Útmutatás:
Először igazoljuk, hogy a fenti egyenlőség baloldala jól definiált. Utána
használjuk fel, hogy a G1

s σ-algebrát az {Mu1 ∈ A1, . . . ,Mun
∈ An} alakú

események generálják, ahol 0 ≤ u1 < · · · < un ≤ s, A1, . . . , An az R
Borel-halmazai és n ∈ N; hasonló a helyzet a G2

s és Gs σ-algebrák esetén.)

2. Tegyük fel, hogy M1 és M2 folytonos lokális martingálok, V 1 és V 2 folyto-
nos, lokálisan korlátos változású folyamatok. Definiáljuk az Xi = M i+V i

folytonos szemimartingálokat i = 1, 2 esetén. Legyen t ∈ R+ rögźıtett és
(∆n

t )∞n=1 a [0, t] egy felosztássorozata, limn→∞ |∆n
t | = 0. Lássuk be, hogy

i, j ∈ {1, 2} és n →∞ esetén∑
tk∈∆n

t

(Xi
tk+1

−Xi
tk

)(Xj
tk+1

−Xj
tk

) → [M i,M j ]t

sztochasztikusan.

3. Legyen X Ornstein–Uhlenbeck-folyamat, X0 = x ∈ R. Lássuk be, hogy
X várhatóérték-függvénye E(Xt) = e−αtx, és kovariancia-függvénye

Cov(Xs, Xt) =
e−α(t−s) − e−α(t+s)

2α
(s ≤ t).

(Mivel X Gauss-folyamat, ez a két függvény egyértelműen jellemzi X
összes véges dimenziós eloszlását.)

4. (a) Legyen most B 1-dimenziós Brown-mozgás, B0 = 0 és X0 a B-
től független, 0 várható értékű, 1

2α szórásnégyzetű, normális eloszlású
valósźınűségi változó, α > 0. Lássuk be, hogy az ezen adatokkal definiált
X Ornstein–Uhlenbeck-folyamat stacionárius, E(Xt) = 0 várhatóérték-
függvénnyel és Cov(Xs, Xt) = ce−α(t−s) (c > 0, s ≤ t) kovariancia-függvénnyel.

(b) Legyen B 1-dimenziós Brown-mozgás, B(0) = 0. Defińıció szerint
legyen Xt = e−αtB(e2αt). Lássuk be, hogy ekkor X folytonos, stacionárius
Ornstein–Uhlenbeck-folyamat.

(c) Lássuk be, hogy egy stacionárius Ornstein–Uhlenbeck-folyamat (ami
Gauss–Markov-folyamat) átmeneti sűrűségfüggvénye

pt(x, y) = (2πc(1− e−2αt))−
1
2 exp

(
− (y − e−αtx)2

2c(1− e−2αt)

)
.
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5. (a) Rögźıtsünk egy korlátos (a, b) intervallumot és legyen B olyan 1-
dimenziós Brown-mozgás, amely egy x ∈ (a, b) pontból indul. Jelölje Px

és Ex a megfelelő valósźınűséget és várható értéket. Legyen τ = inf{t ≥
0 : Bt /∈ (a, b)}. Alkalmazva az opcionális mintavételi tételt a B2

t − t
martingálra, lássuk be, hogy Ex(τ) = Ex(B2

τ ) < ∞ és ı́gy Px(τ < ∞) = 1.

(b) Legyen B d-dimenziós Brown-mozgás, B0 = x ∈ Rd és τR = inf{t ≥
0 : |Bt| ≥ R} (R > 0). Az (a) eredményét felhasználva lássuk be, hogy
Px(τR < ∞) = 1.

6. Legyen B d-dimenziós Brown-mozgás, B0 = x ∈ Rd. Legyen D korlátos
tartomány Rd-ben, f ∈ C2(D0), ahol D0 a D̄-t tartalmazó tartomány. De-
fińıció szerint τ = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ D}. A többdimenziós Ito-formulával
lássuk be, hogy minden x ∈ D̄ esetén f(Bt∧τ )− 1

2

∫ t∧τ

0
∆f(Bs)ds (t ∈ R+)

folytonos martingál Px szerint. Ha f harmonikus D-ben, lássuk be ez
alapján, hogy f(x) = Ex(f(Bτ )) ha x ∈ D̄. (́Igy tehát a várható értéket
kisérleti eredmények számtani közepével közeĺıtve a Laplace-egyenletre vo-
natkozó Dirichlet-feladat egy közeĺıtő megoldását nyerhetjük.)

7. Alkalmazzuk az előző két feladat eredményeit az f(x) = |x|2 (x ∈ Rd)
függvényre, hogy megkapjuk az Ex(τR) = (R2 − |x|2)/d ha |x| ≤ R
képletet.

8. Alkalmazzuk a 6. feladat eredményét az alábbi függvényre

f(x) =

 x ha d = 1
lnx ha d = 2
|x|d−2 ha d ≥ 3,

és használjuk fel a 5. feladat eredményeit is, hogy belássuk az alábbi
álĺıtásokat.

(a) Ha d = 1, (a, b) egy korlátos intervallum, x ∈ (a, b), τa = inf{t ≥ 0 :
Bt ≤ a} és τb = inf{t ≥ 0 : Bt ≥ b}, akkor Px(τa < τb) = (b− x)/(b− a),
Px(τa < ∞) = 1 és Px(τb < ∞) = 1.

(b) Ha d ≥ 2, 0 ≤ r ≤ |x| ≤ R < ∞, τr = inf{t ≥ 0 : |Bt| ≤ r} és
τR = inf{t ≥ 0 : |Bt| ≥ R}, akkor r > 0 esetén

Px(τr < τR) =
{

(lnR− ln |x|)/(lnR− ln r) ha d = 2
(|x|2−d −R2−d)/(r2−d −R2−d) ha d ≥ 3.

(c) Ha r → 0 d ≥ 2-nél, akkor Px(τ0 < τR) = 0 adódik 0 < |x| ≤ R < ∞
esetén. Majd a Brown-mozgás trajektóriáinak folytonossága miatt R →∞
esetén Px(τ0 < ∞) = 0 adódik minden x 6= 0-ra.

(d) Ha d ≥ 3, akkor (b)-ből R → ∞ esetén Px(τr < ∞) = (|x|/r)2−d

adódik, ha 0 < r ≤ |x| < ∞. Összevetve ezt a 5(b) feladattal és a Brown-
mozgás erős Markovitásával, lássuk be, hogy d ≥ 3 esetén a Brown-mozgás
tranziens, azaz minden x ∈ Rd-re |Bt| → ∞ Px-m.b., ha t →∞.
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9. Legyen M = (Mt, t ∈ R+) folytonos és az (Ft) standard filtrációhoz
adaptált folyamat. Lássuk be, hogy az 1-dimenziós Brown-mozgás alábbi
karakterizációi valóban ekvivalensek:

(i) (exp(αMt − 1
2α2t), t ∈ R+) lokális martingál minden α ∈ R esetén.

(ii) M és (M2
t − t, t ∈ R+) lokális martingálok.

(iii) M lokális martingál és [M ]t = t m.b. minden t ∈ R+ esetén.

(iv) Minden f ∈ C2(R) esetén (f(Mt) − 1
2

∫ t

0
f ′′(Ms) ds, t ∈ R+) lokális

martingál.

(v) (exp(iαMt + 1
2α2t), t ∈ R+) komplex értékű martingál minden α ∈ R

esetén.
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