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1. Legyen M és N két figgetlen integralhatd folyamat. Ha s > 0, legyen
Gl=o{M,:0<u<s},G2=0{N,:0<u<s}és Gy =0{M,N,:
0 < u < s}. Léssuk be, hogy ekkor tetszdleges s, t1 és ty id6k esetén

E(MthtQ |gs) = E(Mtl Ig;)E(NtQ |gs2)

Vezessiik le ebbdl, hogy ha M és N két figgetlen folytonos martingal,
akkor MN is folytonos martingal és [M, N] = 0 azonosan. (Utmutatés:
El6szor igazoljuk, hogy a fenti egyenléség baloldala jol definidlt. Utdna
hasznaljuk fel, hogy a G! o-algebrét az {M,,, € Ay,...,M,, € A,} alaki
események generdljak, ahol 0 < u; < -+ < uy < s, Ay,...,4, az R
Borel-halmazai és n € N; hasonlé a helyzet a G2 és G, o-algebrék esetén.)

2. Tegyiik fel, hogy M* és M? folytonos lokalis martingdlok, V'* és V2 folyto-
nos, lokélisan korldtos valtozasu folyamatok. Definidljuk az X = M*+V?
folytonos szemimartingalokat i = 1,2 esetén. Legyen t € R rogzitett és
(A1), a [0,t] egy felosztdssorozata, lim, o |AT| = 0. Lassuk be, hogy
i,7 € {1,2} és n — oo esetén

> (Xi,, — XX, - XE) — M M),
teEAT

sztochasztikusan.

3. Legyen X Ornstein—Uhlenbeck-folyamat, Xy = x € R. Lassuk be, hogy
X véarhatoérték-fiiggvénye E(X;) = e~ 'z, és kovariancia-fiiggvénye
e—a(t—s) _ e—a(t+s)
2a

(Mivel X Gauss-folyamat, ez a két fliggvény egyértelmiien jellemzi X
Gsszes véges dimenzids eloszldsat.)

Cov(X,, X;) = (s <t).

4. (a) Legyen most B 1-dimenziés Brown-mozgds, By = 0 és Xy a B-
tol figgetlen, 0 varhaté értéki, i szorasnégyzetli, normélis eloszlasu
valészintiségi valtozo, a > 0. Léassuk be, hogy az ezen adatokkal definidlt
X Ornstein—Uhlenbeck-folyamat stacionarius, E(X;) = 0 varhatéérték-
fiiggvénnyel és Cov(Xy, X;) = ce= (%) (¢ > 0, s < t) kovariancia-fiiggvénnyel.
(b) Legyen B 1-dimenziés Brown-mozgds, B(0) = 0. Definicié szerint
legyen X; = e~ B(e2?!). Lassuk be, hogy ekkor X folytonos, staciondrius
Ornstein—Uhlenbeck-folyamat.

(c¢) Léassuk be, hogy egy staciondrius Ornstein—Uhlenbeck-folyamat (ami
Gauss—Markov-folyamat) dtmeneti stirliségfiiggvénye

_ e—oztx 2
pelx,y) = (2me(l — ™))% exp (‘M) :



5. (a) Rogzitsiink egy korldtos (a,b) intervallumot és legyen B olyan 1-
dimenziés Brown-mozgds, amely egy x € (a,b) pontbdl indul. Jelolje P*
és E” a megfelel6 valdsziniiséget és vérhaté értéket. Legyen 7 = inf{t >
0: B; ¢ (a,b)}. Alkalmazva az opciondlis mintavételi tételt a B? — ¢
martingdlra, lassuk be, hogy E(7) = E*(B2) < oo és {gy P*(1 < 00) = 1.

(b) Legyen B d-dimenziés Brown-mozgas, By = x € RY és 7 = inf{t >
0:|By > R} (R>0). Az (a) eredményét felhaszndlva ldssuk be, hogy
P~ (TR < OO) =1.

6. Legyen B d-dimenziés Brown-mozgés, By = = € R%. Legyen D korlatos
tartomany R-ben, f € C?(Dy), ahol Dy a D-t tartalmazé tartomany. De-
finicié szerint 7 = inf{t > 0 : B, ¢ D}. A tébbdimenzids Ito-formuldval
lassuk be, hogy minden € D esetén f(Binr)— 3 JAT Af(Bs)ds (t € Ry)
folytonos martingdl P* szerint. Ha f harmonikus D-ben, ldssuk be ez
alapjén, hogy f(z) = E(f(B,)) ha 2 € D. (Igy tehét a varhaté értéket
kisérleti eredmények szamtani kozepével kozelitve a Laplace-egyenletre vo-
natkozé Dirichlet-feladat egy kozelité megoldédséat nyerhetjiik.)

7. Alkalmazzuk az eléz6 két feladat eredményeit az f(z) = |z|? (z € RY)
fiiggvényre, hogy megkapjuk az E®(7z) = (R? — |2/?)/d ha |z|] < R
képletet.

8. Alkalmazzuk a 6. feladat eredményét az alabbi fliggvényre

x had=1
flz)=4¢ Inz ha d=2
|z|¢=2 had >3,

és hasznaljuk fel a 5. feladat eredményeit is, hogy belassuk az aldbbi
allitasokat.

(a) Ha d = 1, (a,b) egy korlatos intervallum, x € (a,b), 7, = inf{t > 0:
B, <a} és 1, =inf{t > 0: B, > b}, akkor P?(r, < 1) = (b—x)/(b—a),
P* (1, < 00) =1 és PP(1, < 00) = 1.

(b)Had >2,0<7r <|z] <R < oo, 7 =inf{t >0:|B| <r}és
Tr = inf{t > 0: |B;| > R}, akkor r > 0 esetén

. [ InR—Inlz|)/(InR —Inr) ha d=2
P (Tr < TR) = { (‘x|27d _ R27d)/(7427d _ R27d) ha d > 3.

(¢) Har — 0 d > 2-nél, akkor P*(1p < 7g) = 0 adddik 0 < |z| < R < o0
esetén. Majd a Brown-mozgés trajektoridinak folytonossaga miatt R — oo
esetén P* (7 < 00) = 0 adédik minden x # O-ra.

(d) Ha d > 3, akkor (b)-bél R — oo esetén P*(7,. < o) = (|z|/r)>~¢
adédik, ha 0 < r < |z| < co. Osszevetve ezt a 5(b) feladattal és a Brown-
mozgas er6s Markovitasaval, lassuk be, hogy d > 3 esetén a Brown-mozgés
tranziens, azaz minden z € R%-re |B;| — oo P*-m.b., ha t — oco.



9. Legyen M = (M, t € Ry) folytonos és az (F;) standard filtrdciéhoz
adaptalt folyamat. Lassuk be, hogy az 1-dimenziés Brown-mozgés aldbbi
karakterizaciéi valoban ekvivalensek:

(i) (exp(aM; — 2a?t),t € R;) lokalis martingdl minden a € R esetén.
(i) M és (M? —t,t € R,) lokélis martingdlok.

(iii) M lokalis martingdl és [M], = ¢ m.b. minden ¢ € R esetén.

(iv) Minden f € C2(R) esetén (f(M;) — & [T f"(M,) ds,t € Ry) lokalis

martingal.

(v) (exp(iaM; + 3at),t € Ry) komplex értékii martingdl minden o € R
esetén.



