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Sztochasztikus analizis 2, hazi feladat # 2
2009. november 23. Beadasi hataridé: december 14. Minden kérdés 10 pontos.

. Legyen B(t) Brown-mozgds a természetes filtraciéjaval, B(0) = 0, és jelolje L(t,z) az x pontbeli

lok&lis idejét. Mutassa meg, hogy

E(L(t,2)|F.) > [B(s) — 2] — |o| - / “sen(B(w) - 0)dBu)  (0<s<1)

Legyen B(t) Brown-mozgas, B(0) = xg, és jelolje L(t,z) az x pontbeli lokdlis idejét. Legyen
7, := inf{t > 0: B(t) = y}, hay € R. Léssa be, hogy E° (L(r,,0)) = 2y, ha y > 0. (Utmutatds:
Hasznalhatja o Tanaka-formula pozitiv részre vonatkozo verzidjat t A T, iddre, majd vdrhato értéket
vehet, végiil pedig hatdrértéket t — oo esetén.) Indokolja meg, hogy ebbdl a Brown-mozgds szimme-
tria tulajdonsdgai miatt kovetkezik E* (L(1y,x)) = 2|y — x| minden z,y € R esetén.

Legyen B(t) Brown-mozgés, B(0) = 0, és jelolje Ly = L(t,0) a 0 pontbeli lokdlis idejét. Legyen
A;:=t+ L, hat > 0. Ekkor A; folytonos, adaptdlt és szigordan né. Legyen 7 := inf{s > 0: A, >
t}, hat > 0: ez A, folytonos, szigorian nové inverze. Legyen M (¢) := B(r). Léssa be, hogy M (t)
folytonos martingdl az (F,)i>o filtrdciéra nézve, és kvadratikus varidcidja ;. Mutassa meg, hogy

At
| twoienas =z @0,

és A; egy megalldsi id6 minden ¢ > O-ra az (Fr,)s>o filtrdciéra nézve. Legyen

At
Y(t):= ‘/0 1R\{O}(M(S))dM(S).

Léssa be, hogy Y () Brown-mozgés az (F;):>o filtrdciéra nézve. (Megjegyzés: M 1in. ragadds (sticky)
Brown-mozgads: pozitiv Lebesque-mértéki idét tolt az origoban, bdr nem marad ott semmilyen idd-
intervallumon.)

......

Legyen a P valészintiségi mérték N (u1,0?) és a Q valészintiségi mérték N (us,0?) a szamegyenesen.
Mutassa meg, hogy e két mérték ekvivalens, és hatdrozza meg a A = dQ/dP derivaltat!

Legyen Y lognormalis, LN (u,0?) eloszlést, azaz Y = eX/, ahol X N(p,0?) eloszlést és legyen
K > 0. Szamitsa ki az E (Yl(y>K)) varhat6 értéket! Utmutatds: Transzformdlja az N(u,o0?)
mértéket N(u+ o2,0?) mértékbe!

Legyen X (t) = B(t) + sin(t), ahol B Brown-mozgds a P valészintiségi mérték szerint. Adja meg azt
a Q valdszin(iségi mértéket a A = dQ/dP derivaltjdval, amely szerint X Brown-mozgés!

Legyen B Brown-mozgés a [P valészintiségi mérték szerint és W, (t) = B(t) + put. Mutassa meg, hogy

P( s W0 <) =) =1- sy
0<t<T

Utmutatds: Felhaszndlhatja a Klebaner-kényv (3.16) és (10.38) képleteit!

Legyen N (t) j.f.b.h. Poisson-folyamat A = 1 rataval, a természetes filtraciéjaval, és N(t) = N(t) —
t. Legyen tovabba H(t) adaptalt, folytonos és korldtos folyamat. Mutassa meg, hogy M(t) =
fot H(s)dN(s) martingal, és

E(M)(t) = exp (_ /OtH(s)ds—i—/Ot log(1 —i—H(s))dN(s)) .

Legyen B Brown-mozgas és N A\ = 1 paraméterii, B-tdl fiiggetlen Poisson-folyamat ugyanazon filtralt
(Q, F,P) val6szinliségi mezén.
(a) Legyen A(t) = e(82)N(=t (0 <t < T) és dQ = A(T)dP. Mutassa meg, hogy B a Q szerint is
Brown-mozgés.
(b) Legyen X (t) = B(t) + N(t). Adjon meg olyan ekvivalens Q valdszin{iségi mértéket, amelyre
B(t) +t és N(t) —t is martingdlok és {gy X (¢) is Q-martingal!



