Sztochasztikus folyamatok J

Simon Kaéroly
Ez az el6adas
Rick Durrett Essentials of Stochastic processes
konyvére épiil
Department of Stochastics
Institute of Mathematics

Technical University of Budapest
www.math.bme.hu/~simonk

F file 2015-05-22

Sztochasztikus folyamatok 2015

Karoly Simon (TU Budapest)

2015-05-22 1/36

Kolmogorov maximalis egyenlétlenség

TETEL 1 (Kolmogorov maximélis egyenlétlenség)

Az Xy, ..., X, v.v.-rol feltessziik, hogy

(a) fuggetlenek,
(b) E[X] =0,
(c) Var(X;) = o2
Legyen S, := X1 + -+ + X, és A > 0. Ekkor
P(max 15, > )\) <t ok (1)
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Normalis eloszls, Gauss folyamat

@ Normilis eloszlas, Gauss folyamat
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Néhany tulajdonsag
X = N(u,0?) és X; = N(p1,07), i = 1,2. Ekkor
(a) E[X] = p, Var(X) = o2.

(b) Fx(x) =P (X < x) = (H).

(€) Xo+ Xo = N1 + pa, 0 + 03).

(d) X = N(0,1), akkor

L
V2m
(d) Y = Bin(n, p), a < b, akkor

lim P (a < ﬁ < b) =®(b)—®(a). (4)

-1, —x2/2

3)

'(xfl—xf) —x*/2 <IP’(X>X> <

l\)‘l—l
B
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Kolmogorov maximalis egyenlétlenség

@ Kolmogorov maximalis egyenlStlenség
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Kolmogorov maximalis egyenlétlenség
KOVETKEZMENY 2
Legyen {X;},2; ..., amelyek kielégitik az 1 tétel (a)-(c)
feltételeit. Tovabba tegyiik fel, hogy
X2
i=1
Ekkor
o8} . .
>. X; konvergens majdnem biztosan.
i=1
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Normalis eloszls, Gauss folyamat

DEFINICIO 3 (Normalis eloszlds (R-en))

Legyen 1 € R és 0 > 0. Az X valdsziniiségi valtozd
(n, 0?) paraméterii normélis (vagy Gauss) eloszlasi
(jelben X = N (u, 0?)), ha siirliségfiiggvénye:

1 G—p)?
f = e 22 .
(X) o \/ﬂ ¢’

Ha =0 és o = 1, akkor az A/(0,1)
standard normalis eloszlast kapjuk. Hasznajuk a
kovetkezo jeloléseket:

1 X
2
o —x%/2 .i
px) = = 10) = | wly)dy.  (2)
0 —00
J
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Brown mozgas
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Egydimenziés Brown mozgas definicidja
(@) Ha0 <ty < t; < --- < t, pozitiv szamok, akkor
B(t0)7 B(tl) - B(to), ceey B(tn) - B(tn—l)

fuggetlenek. (Independent increments.)
(b) Ha s, t > 0, akkor

2t

(Stationary increments.)
(c) Egy valészinliséggel: t — B, folytonos.

Karoly Simon

(TU Budapest)
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P(B(s+t)— B(s) € A) = [ (2rt) " exp <—X2> dx
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Brown mozgas konstrukcidja (cont.)

2/1
van. Rogzitsiink egy t € D, 1 -t. Ekkor valamely
1 <i<2%re:

t_2i—1_1<i—1+ i)
o on+1 - 2 on on ’
ahol tehat B (’_1) és B (;) mar definialt. Legyen

L (o 22)0(2) o)

B(t) ::N(%-(B(i;nl)+3
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o Tegyiik fel, hogy B (i) 0 < i < 2" mér értelmezve
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TETEL 4
n > 1 rogzitett. i =1,...

nesll) ()

,2"-re:

Ekkor
(a) {Zi}i1 fliggetlenek,
(b) Vi-re: Z; € N'(0, ).
(c) Has,t € D, s < t, akkor

6)

B(t) — B(s) e N(0,s — t). (7)
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Brown mozgas konstrukciéja

Legyen Dy := {0, 1} és valamely n > 1-re:

2k — 1
D, ::{
2[1

1< k<2 k paratlan }

D:= { D,.
n=0

a [0, 1]-beli diadikus racionélis szamok halmaza.
B:[0,1] > R véletlen fiiggvény konstrukcidja:

e B(0):=0, B(1) = N(0,1).
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Brown mozgas konstrukcidja (cont.)
Vi=N(0,5%)
B ()
B
B(GH) ¢ <+
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Bizonyitas |
Tegyiik fel, hogy valamely n-ig az éllitas igaz.
i=1,...,2"rea V;és a Z valtozékat mar definialtuk.
Indukcids bizonyitast hasznalunk. Ezért most vezessiik
be az X;, Y; v.v.-ket:
2i —1 i—1
Y’":B< 2r >_B< 2r )
és . 9 — 1
i i—
%= 8(5) 8 (o)
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Bizonyitas |

Tudjuk, hogy a kdvetkezé v.v.-k fliggetlenek:

Itt hasznaltuk az indukcids feltevést és hogy
Var(Z,-) = 2,,71«#2

(TU Budapest)

Karoly Simon
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2y, Lo, Ve, oo, Von,
Az egyittes siirliségfliggvényiik a
(z,v) =(z1,..., 200, V1, ..., van)-ben
2n 2n/2 Z20n 2(n+2)/2 y2on+2
fzv(z,v)=]] —=exp| —— . exp| ——
R e
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Bizonyitas Il
Definialjuk G : R?" x R?" — R?" x R?"

1 1
(x,y) = G(z,v) := (52 —v,5z+ v) . (8)
Annak aki nem érti az el6zot: 1 < < 2"-re:
= —yat ©)
Xj = 221 Vi, Yi ‘= 221 V.

Hasznélva az Appendixbdl a (14) formulat:

fev(x.y) = fzv(GH(x.y)) - |det G'(GH(x.y)) ",

ahol (z,v) = G7(x,y) koordinatasan:
. 1
Zi=Xit Yy €esv= E(y,'—X,').
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Brown mozgés

KOVETKEZMENY 5
Rogzitsiink egy A > 0-at. Legyen

T := sup |B(t)].
0<t<1
teD

Karoly Simon (TU Budapest)
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Brown mozgas

Bizonyitas. Legyen t; := 0 és {t,} monoton novekvé
elemei a (0,1)-nek lim t, =: x.
n—o0

B(t,) = kgl B(t) — B(te_1).

Az X = B(tx) — B(tx_1) helyettesitéssel { X}~ eleget
tesz a 2. Kdvetkezmény feltételeinek ezért ezen
Kovetkezmény szerint {B(t,)} konvergal. m Ez azonban
nem bizonyitja azt, hogy majdnem minden realizaciéra
B(t) folytonos mivel a fenti tételben kontinuum sok nulla
mértéki kivételes halmaz van, amik 6sszesen pozitiv
mértékl halmazt is alkothatnanak.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Elemi tulajdonsagok

(a) Legyen T, A > 0. Ekkor
T
P sup [Bi > M| < —.
(te[o,pﬂ| = ) RS
(b)Skéla fliggetlenség:
t — a /2B(at)

szintén Brown mozgas
(c)1dé megforditas:

t — tB(1/t)

szintén Brown mozgas.
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Bizonyitas Il

Ezeket beirva fzy(z,v) képletébe adédik, hogy az

v.v. egylittes slrliségfliggvénye

2% o(n+1)/2 200+l
exp (— ! ) .

,-131 2T 2
Ez pontosan azt jelenti, hogy az
X]_...‘./X2n./ Y17‘..7Y2n

fiiggetlen A/(0,1/25*1) v.v.-k. Ezutén a (c) rész
igazolasa trivialis. H

2(n+1)/2 )/:'22n+1
Jor P (‘ 2 )
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Brown mozgés

TETEL 6
Legyen x € (0,1).

lim B(t) és

L lim B(t) m.b. (10)

tlx, teD

Ha x € D, akkor ezek a limeszek B(x)-el egyenlSek.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Brown mozgas

TETEL 7

V7<%,EIC>O,5>0, ha0<s<t<1lést—s<eg,
akkor
|B(t) = B(s)| < C- |t —s|". (11)

Ezt Ggy fejezziik ki, hogy B(t) Holder- y osztalybeli ,
minden 0 < v < % Be lehet 1atni, hogy ez v = % mar
nem igaz.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Elemi tulajdonsagok Il

(d) lteralt logaritmus tétel:

_ B(t)
limsup ———— =
t—o0 /2t loglogt

- 7 . . 1
(e) B(t) Holder o osztalybeli minden o < 3-re,

de nem o = %—re.

(f) Majdnem biztosan igaz, hogy a Brown mozgas
trajektériaja nem differencidlhatd sehol sem.

m.b (12)
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Tukrozési elv

Legyen 7 az az id6, amikor az origébdl indulé Brown
mozgas el6szor eléri az eldre adott a szamot. Legyen

= | B(t), hat <T;
B'_{a—(B(t)—a), ha t > .

Ennek grafikonjat gy kapjuk, hogy t > 7 intervallumon
a B(t) grafikonjat tiikrozziik az y = a horizontalis
egyenesre. A B(t) is Brown mozgés.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Sztochasztikus folyamat definicidja

Adott egy (22, A, P) valésziniiségi mezd és egy T index
halmaz. Legyenek X;,t € T az (22, A, P) valdsziniiségi
mezon értelmezett valdszinliségi valtozdk. Azt mondjuk,
hogy X:, t € T sztochasztikus folyamat . A
sztochasztikus folyamatokra ezen X; v.v.-k kozotti
Osszefliggések jellemzéek. Ezeket azzal tudjuk
megszabni, ha minden véges

Xeyy ooy Xt

n

Karoly Simon (TU Budapest)
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Sztochasztikus folyamat definici6ja (cont.)

Példa: Legyen B(t) a standard Brown mozgés az
egyenesen és U egy flggetlen, a [0, 1]-en egyenletes v.v.
Tovabba:

Sy | B(t), hat#U,
B(t) = { 0, hat=U.

Ekkor E(t) és B(t) véges dimenzids eloszlasai azonosak
mégis B(t) trajektdridi nem folytonosak.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Appendix: Eloszlas transzformaciok
(cont.)

ahol az utolsé 1épésben alkalmaztuk a helyettesitéses
integralas formulat. Mivel ez minden H Borel halmazra
igaz ezért

fx(x) = fr(G(x)) - [det (G'(x))] - (13)
Erre alkalmazva az y = G(x) helyettesitést kapjuk, hogy

1

Fr(y) = &(G'(y)) - |det G'(G(y))| (14)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Holder folytonossag

TETEL 8

A d-dimenziés Brown mozgas Hélder folytonos minden
a < %—re. Vagyis, létezik ¢ > 0 és ¢ = ¢(d, )
konstansok, hogy minden |h| <&, t > 0és t+ h > O-ra:

IX(t+ h) —X(t)| < c-h™.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Sztochasztikus folyamat definici6ja (cont.)

csalddra megadjuk az egyiittes eloszlas figgvényt. Egy
sztochasztikus folyamatot, ennek a kurzusnak a céljaira
definidltnak tekintlnk, ha adott:

@ az allapottere
@ index halmaza
@ véges dimenzids eloszlasai

Ezek nem minden esetben hatarozzak meg a
sztochasztikus folyamatot teljesen ha a paraméter
folytonos.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Appendix: Eloszlas transzformaciok

Legyenek X, Y folytonos RY értékii folytonos v.v.-k,
amelyekre

o X, Y slrlségfliggvényei: fx, fy

e Y = G(X), ahol G : R" — R" C! bijekcié.
Ekkor minden H C R Borel halmazra:

[ fx(x)dx = P(X € H)=P(Y € G(H))
= / fy(y)dy
y€G(H)

= [ #(G(x)) - |det(G'(x))| dx,
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Brown mozgés
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Brown mozgés
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Brown mozgés
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