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Feltételes varhato érték

Ismétlés: feltételes eloszlasok

Feltételes eloszlasokrdl [1, 6.5. fejezet]-ben tanultak. Ha
példaul adva vannak az X, Y egyiittesen folytonos
valdsziniiségi valtozdk, egyiittes sriiségfiiggvényik
f(x,y). Képeztik az fy(y) = 70 f(x, y)dx marginlis

—00
striiségfiggvényt. Ha fy(y) # 0, akkor az X valtozénak
az {Y = y} (nulla valészinliségli) eseményre vonatkozd
feltételes siirliségfiiggvénye:

fxy(xly) = !
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Feltételes vérhat6 érték

Ismétlés: feltételes eloszlasok (cont.)

Ennek megfeleléen:

oo

E[X|Y =yl = [ xfqy(x,y)dx,
ha fy(y) > 0. Ezt [1, 7.3 fejezet]-ben tanultak.
Ha Y-t nem rogzitjik, E[X|Y] maga is egy v.v.
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Feltételes varhato érték

Ismétlés: feltételes eloszlasok (cont.)
Ez abbdl jott ki, hogy

Fxiy(xly) = P(X <x|Y € [y,y + Ay))
_ F(X,y—l—Ay)—F(X,y)

P(Y €ly,y +Ay))
F(x.y+Ay)—F(x.y)

o Ay ~ F)I/(X*y)
P(Yely,y+A :
( ED/A)}/, y)) fy(y)

Ezt x-szerint differencialva kaptuk:

F;Cy(xay) _ f(x,y)
fv(y) fr(y)
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Ismétlés: feltételes eloszlasok (cont.)
LEMMA 1

(L. [1, 7.3 fejezet]) Legyenek u, v : R — R Borel
mérhetd fliggvények. Ekkor
(a) E[u(X)-v(Y)|Y]=v(Y)- -E[u(X)|Y], ahol
u, v Borel mérhetd fliggvények.
(b) g :R? — R Borel mérhet fiiggvényre:

ElgX,VI=E[E[gX, VY]] (1

Ez a toronyszabaly . Specidlisan:

™ I\vV1 AREAINE VARVl
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PELDA 2
Hatérozzuk meg I [X|Y]-t, ha

f(x,y) = e_x/yye_y, ha0 < x,y <o0.
Megoldas:
f(x,y 1/y)e*/vey e X/
fv(xly) = o) —__{LY) =

() T (y)exlvevde Y

Tehat E[X|Y =y] = Ofoie’x/ydx =y. Innen
0
E[X|Y]=Y.

(TU Budapest)
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Példék E [X|Y]-ra

PELDA 3
Legyen T :=[0,1] x [0, 2].

Hox+y), ha(x,y)eT;
_ 4 ) ) '
Foay) = { 0, egyébként.

Hatarozzuk meg azt a g : R — R fiiggvényt, amelyre
E[X]Y] = g(Y).

fr(y) = | flx,y)dx = (1 +y).

—00

Megoldas:

Fxy) _ o
leY(X|y) = fy(y) - 21-:;/ ha (Xa)/) eT.
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PELDA 4

Legyen X = Uniform(0, 1) és

Y|X = x = Uniform(0, x), ha 0 < x < 1. Ekkor [1,
6.34. Példa] és [1, 7.39. Példa] tanultdk, hogy

E[X|Y] = X5

Az alabbi lemma ezt a tulajdonsagot fogalmazza meg:
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Egy kis mértékelmélet

Adott egy (Q, A, P) valésziniiségi mezé.
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Egy kis mértékelmélet (cont.)

TETEL 7
@ nés&y,....&vv. (2 ADP).
o F:=0(&,...,&).

Egy n € F, < dg: R" — R, Borel mérheté fuggvény,
amelyre

n(w) = g(&(w), - -, &n(w)) - (5)

A tétel nem csak folytonos v.v.-re szdl, bizonyitasa: [4,
3.6 Fejezet] olvashatd.
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Tehat

E[X|Y =y] = 7X'fX|Y(X|Y)dX

70 2x+y
X-

Jo 14y
1 4+3y

6 1+y’

dx

Legyen g(y) := % . %. Ekkor a fentibél:

EX|Y] = g(Y).
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LEMMA 5

Legyenek X, Yi,..., Y, valdszinlségi valtozék. Ekkor
létezik olyan g : R — R Borel mérhetd fuggvény, amelyre

E[X|Yy,...,Y)] = g(Vi,....Y,). (3)

Ezt arra az esetre lattuk mikor n =1 és az (X, Y)
egyiittesen folytonos. De az altalanos esetben is
pontosan ugyan ezen okbdl teljesiil a fenti allitas.
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Egy kis mértékelmélet (cont.)

DEFINICIO 6

@ Legyen B" a Borel o-algebra R"-en. Ha n =1,
akkor csak B-t irunk.

@ {:Q — R" egy valdszinliségi valtozé (jelben v.v
vagy r.v.), ha ¢ 1(B") C A.

o A&,..

., &y vuv. altal generalt o-algebra

o(&r,- . &) = E7(B"). (4)

@ 1 € A azt jelenti, hogy 1 mérheté A-ra.
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Egy kis mértékelmélet (cont.)

MEGJEGYZES 8
Itt a 7. Tétel jeloléseit hasznaljuk. Legyen A € A egy
esemény. Ekkor
AeF < lpeF (6)
= Jg, la(w) = g(&(w), .- -, &(w)),

ahol g : R” — R Borel mérheté fiiggvény. Vagyis A € A
bekovetkezése pontosan akkor donthet6 el egyértelmiien

L&),
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Példék E [X|Y]-ra

Feltételes varhaté érték egy tulajdonsaga

Jeloljik: E[X; Al :=E[X - 1,4], ahol A€ A.
TETEL 9

(a) E[X|Y] € o(Y)

(b) VAea(Y), E[X;Al =E[E[X]|Y]; Al

Az (a) rész kovetkezik a 7. tételbdl.

(b) rész bizonyitasa. Rogzitsiink a < b tetszbleges
valés szdmokat és legyen A = Y !([a, b]). Nyilvan elég
az ilyen alakd halmazokra igazolni a tétel (b) részét.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Feltételes varhato érték o-algebrara

Definialni szeretnénk a o-algebrara vonatkozé feltételes
varhat6 értéket . Ugy vehetjiik, hogy az Y v.v.-re vett
feltételes varhaté érték p.l. a 9. Tételben, a
o(Y)-algebrara vett feltételes varhatd érték.

Cél: Ezt a definiciét kiterjeszteni tetszéleges (tehat nem
csak a folytonos) v.v-nek egy tetsz8leges F C A
o-algebrara vett feltételes varhatd értékké.

Karoly Simon (TU Budapest)
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MEGJEGYZES 11

e A fenti (a) és (b) pontok a 9. Tétel (a) és (b)
pontjainak az altalanositasai, abban az értelemben,
hogy a 9. Tételben F = o(Y). Vagyis az E [X|F]
az E [X|Y]-nak az altalanositasa, ez utébbinak a 9.
tételben megfogalmazott tulajdonsagai mentén.

@ Ha a Z v.v. teljesiti a fenti feltételeket, azt
mondjuk, hogy Z az E [X|F] egy verzidja.

@ Lent belatjuk, hogy E[X|F] létezik és egyértelmii
meghaladja. Ebben a fejezetben a [3] konyvet
kovetjiik.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Feltételes varhaté érték egy tulajdonsaga
(cont.)

Legyen g(x,y) := x - Ij,4(y) - Most alkalmazni fogjuk
az 1. Lemmanak el6bb a (b) majd az (a) részét:

E[X;A] = Elg(X,Y)]
= E[E[g(X,Y)[Y]]
= E[E[X 1pg(Y)Y]]
= E |1y -E[X]Y]]
— E[E[X|Y]:A].

Karoly Simon (TU Budapest)
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DEFINICIO 10 (o-algebréra vonatkozé feltételes varhaté
érték)
Adott egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd. Legyen
o X egyv.v. amelyre: [ |X(w)|dP(w) < oo.
Q

o F az A-nak rész o-algebréja.

Az X-nek az F-re vonatkozd feltételes varhat6 értéke
(jelben E[X|F]) egy olyan Z v.v., amelyre:

(a) Z € F, (Z mérhetd az F-re) és
(b) VA € F-re:

/ XdP = [ ZdP . ©)
A A

Karoly Simon (TU Budapest)
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F is generated by {[0,3),[3,

Karoly Simon (TU Budapest)
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Feltételes varhato érték definicidja

Legyen & egy integralhaté v.v. az (2, A, P)-n

(J [¢(w)|dw < 0), és legyen F C A rész o-algebra.
Most definialni fogjuk a &-nek az F o-algebrara
vonatkozé feltételes varhaté értékét, E [¢|F]-et. Ennek
[ényege, hogy sok esetben F adja meg a szamunkra
elérhetd informaciét. (Gondoljunk a 7. Tételre.) Ennek
birtokaban az X értékére a legjobb becslés a most
definialasra kerilé E [¢]F].

Karoly Simon (TU Budapest)
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Feltételes varhaté érték definicidja (cont.)

Az E [¢|F] definialasa céljabdl elészor is vezessik be a /i
el6jeles mértéket az A-n:

4e(B) = [€(w)dPw), Be A (8)

Nyilvan si¢ egy elGjeles mérték. Definiciébdl adéddan:

pe < P 9)
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Feltételes varhaté érték definicidja (cont.)

Vegyiik észre, hogy: a fenti (a) és (b) feltétel ugyanaz
mint a 7 Definicidbeli (a) és (b) feltételek, ezért
o E[¢|F] feltételes varhatd érték, létezik,

e E[¢|F] majdnem mindeniitt egyenld a %

Radon-Nikodym derivalttal

@ Radon-Nikodym derivalt mod 0 egyértelmiiségébol
adédéan E[¢|F] is egyértelmii ebben az
értelemben.

o A % Radon-Nikodym derivélt a E [¢]F]

feltételes varhatd értéknek egy verzidja.
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(a) Linearitas:

E[aX + bY|F] = aE [X|F] + bE [Y|F]
(b) Monotonitas:

Ha X <Y, akkor E [X|F] < E[Y|F].
(c) Csebisev egyenlotlenség:

P(IX| > a|lF) <a?E[X?F]. (12

(d) Monoton konvergencia tétel: Tegyiik fel,
hogy X, >0, X, T X, E[X] < oo akkor

E[Xa|F] T E[X]|F].
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Feltételes varhato érték tulajdonsagai Il

(h) X — E[X|F] egy kontrakci6é az LP-n, ha
p=1
E[E[X|F]P] < E[1X]]
(I) Ha F1 C JF>, akkor
Q E[E[X|A][F] = E[X]F]
Q@ E[E[X|F][F] = E[X[F]
Vagyis mindig a primitivebb o-algebra gy6z.
(Ismerds az életbdl?)
(j)) Ha X e F,E[|Y|].E[|XY]] < oo, akkor

E[X -Y|F|]= X E[Y|F]. (15)
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Feltételes varhaté érték definicidja (cont.)

Ha mind /.-t, mind P-t megszoritjuk F-re kapjuk a j|r
és P| » mértékeket. A (9) formulabeli abszolut
folytonossag a megszoritott mértékekre is fenn all:

pelr < Pl (10)
Tekintsik az
£ dulr
= 4Pl
Radon-Nikodym derivaltat. Ekkor

(a) fEF és
(b) VE € F: [fdP = jie(E) = [ €dP
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Feltételes varhaté érték definicidja (cont.)

DEFINICIO 12 (Feltételes valésziniiség)

Legyen F az A rész o-algebraja. Minden A € A-ra az A
feltételes valdsziniiségét az F o-algebrara:

P (A|F) := E[14)F] . (11)
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Feltételes varhato érték tulajdonsagai ll

(e) A fentit Yy — Y,-re alkalmazva: Ha Y, | Y,
E[IYil],E[| Y]] < oo, akkor
E [X:|F] L E[X|F].

(f) Jensen egyenlétlenség: Ha ¢ konvex,
E [IX]], E [lp(X)]] < oo, akkor

(EX|F]) <E[p(X)[F].  (13)
(g) Feltételes Cauchy Schwarz:

E[XY|FP <E[XF|E[Y?|F]. (14)
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Feltételes varhato érték tulajdonsagai Il

(k) E[X|F] mint projekcié: Tegyiik fel, hogy
E [X?] < oc. Ekkor E[X|F] az X-nek a
L2(Q, F,P)-re vett merdleges vetiilete. Més
szbval:

E[(X —E[X|F])?] = min E (X =Y)?].
(1) X = E[X|F] 6nadjungalt az L%(Q, A,P)-n:
EEX|F]-E[Y]F]]
= E[E[X|F]-Y]. (16)

EX-E[Y|F]
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feltételes varhaté érték

Feltételes varhaté érték tulajdonsagai V

Definialjuk: a o-algebrara vonatkozé feltételes variaciét
(L. [1, 7.35 Definici¢] és [1, 7.36. Allitas]):
Var(X|F) == E [X?|F] — E[X|F]*.
Ekkor
(m) Var (X)=E [Var(X|F)]+ Var (E [X|F]).
(n) Q= -@01 Q; diszjunkt uni6 és P(€2;)>0. Legyen
F az {Q;};2; éltal generélt o-algebra. Ekkor
egy X v.v.-re:

Ewﬂ:;%@?

Sztochasztikus folyamatok 2015
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8

0 E M, 1| F] =M,

Karoly Simon (TU Budapest)

Sztochasztikus folyamatok 2015 2015-05-04 37 /87

Martingalok

PELDA 14

Képzeljiink el egy jatékost, aki egy igazsagos (nulla
varhaté értékii) jatékot jatszik egyméas utan nagyon
sokszor. Legyen M, az n-edik jaték utan a nyereménye
(vagy vesztesége ha M, negativ) és légyen Y, az n-edik
jaték kimenetele. Legyen tovabba F, = o(Y1,...,Y,).
Ekkor (M,) egy martingal az F,-re.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Feltételes varhaté érték tulajdonsagai VI

(p) Bayes’s formula: Let F € F és A € A.

Ekkor _
[P(ALF)

P(F|A)—W.

(17)

Konnyen lathatd, hogy ez az allitast a Bayes
tételt adja, abban az esetben amikor F-et egy
particié generalja.

A fenti (a)-(p) allitasok bizonyitasai tobbnyire trivialisak,
gyakorlaton hangzanak el, a vizsga anyagat képezik.

Karoly Simon (TU Budapest)
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@ Martingalok
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DEFINICIO 13

@ o-algebrak egy novekvé F, sorozatét filtracionak
nevezziik.

e X, adaptalt az F,-hez, ha X, € F,, Vn-re.

e (X,) egy martingdl az F, filtraciéra, ha
(a) E[[X|] < o0
(b) X, adaptalt az F,-hez,
(c) E(Xps1]|Fn) = Xi, Vn > 1-re.

Ha (a) és (b) teljesiil, de (c)-ben = helyett
(c)

< van akkor (X,) szupermartingal ,
(c") = van akkor (X,) szubmartingal .

Karoly Simon (TU Budapest)
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PELDA 15

Egy szabélyos érmét feldobunk egyméas utan sokszor. Az
n-edik dobéas eredménye £, =1 ha fej és &, = —1 ha
irds. Legyen X, =& + -+ &, és Fpi=01{&,...,&n}
han>1és Xy =0és Fo={0,Q}. Ekkor

E[Xn+1|fn] = ]E[Xﬂ|]:"] +E[§n+1|]:"] = Xn'
X 0

Tehat X, martingal F-re.

Karoly Simon (TU Budapest)
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PELDA 16

Legyen X1, ..., X, iid. E[X;] = p és

Spi=Sg+ Xy + -+ X, egy véletlen séta. Ekkor

M, = S, — nu egy martingal F, .= o(Xi,...,X,)-re.
Nevezetesen: M, 1 — M, = X, 1 — u fliggetlen

Xny - -y X1, So-tol tehat

E [Mp11 — My|Fy] = E[Xp11] — = 0.

Vagyis

E [Mpi1|Fn] = M,.
Ha 1 < 0, akkor S, szupermartingal, ha i > 0, akkor S,
submartingal.
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Bizonyitas.

E[f(Xo 11, 0+ 1)|F]

Xy: p(Xn, y)f(y,n+1)
= f(Xy, n).
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PELDA 19 (Szimmetrikus egyszerii véletlen séta)

Yi, Yo, ... iid. P(Y,=1) =P(Y; = —1) = 1/2.
So =S+ Y1+ + Y, Ekkor M, := S2 — n egy
martingdl o(Y1,..., Y,)-re.

Nevezetesen: meg kell mutatni, hogy f(x,n) = x> — n-re

(18) teljestl. Vagyis hogy

2 1 2 1 2
x—n=((x-1) —(n+1))+§((x+1) —(n+1)).
Ezt pedig egy trividlis szamolas igazolja.
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TETEL 21
Legyen ¢, 1 : R — R egy konvex fiiggvények és 1)
noévekvo.
(a) Ha M, egy martingal, akkor ¢(M,) egy
szubmartingal.
(b) Ha M, szubmartingal, akkor 1)(M,) egy is
szubmartingal.

Ez a Jensen egyenlétlenségnek ((13) formula) és a
definiciénak azonnali kdvetkezménye.

Tehat ha M, martingél, akkor példaul |M,| és M?
szubmartingal.
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TETEL 17

Legyen Legyen X, egy Markov Lanc, melynek atmenet
valészinliség matrixa P = (p(x, y))x,. Tegyik fel, hogy
az f : § x N — R fiiggvényre:

Flx,n) = X p(x ) (yon + 1) (18)

Ekkor M, = f(X,, n) egy martingal
Fn=0(Xy,...,X,)-re. Specialisan, ha

h(x) =2 p(x, y)h(y) . (19)

akkor h(X,) martingal F, = o(Xi,..., X,)-re.
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PELDA 18 (Gambler's Ruin)

Let Xi, X, ...
p # 1/2-re:

PXi=1)=pésP(X;=—-1)=qg=1—p.

i.i.d. Ggy hogy valamely p € (0,1),

Legyen S, = So + Xi + - - - X,,. Ekkor

egy martingal.

Ez abbdl kévetkezik, hogy h(x) = (%)X teljesiti a (19)
feltételt tehdt a 17. Tétel alkalmazhaté.
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PELDA 20 (fiiggetlen v.v. szorzata)

Adott Xi, Xp,--- > 0i.i.d. és E[X;] = 1. Ekkor
M, = My - Xy --- X, egy martingal
Fni=o0(Xy,...,Xy)-re.

Nevezetesen:
E [Mpi1 — M,|Fo]l = M, - E[Xp41 — 1|1 F,] = 0.

Ez utébbi azért van mert X, figgetlen Xy, ..., X,-tdl,
tehat az altaluk generalt 7, o-algebratdl is fliggetlen
vagyis E [X,+1 — 1|F,| = E[X,11 — 1] = 0.

2015-05-04 46 / 87

Karoly Simon (TU Budapest)

Sztochasztikus folyamatok 2015

TETEL 22

Legyen M, egy Martingal. Ekkor

E (M2, 1|Fo] = M2 =E[(Mas1 — My)*|Fa] . (20)

Bizonyitas.

E [(Mn+1 - M,,)2 |fn] =
E M2, 1| Fn| — 2My E [My 1| Fo] +M;,
M,
—E[M2,|F) - M (21)

mMost a martingal névekmények merdlegességét

igazoljuk.

Karoly Simon (TU Budapest)
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TETEL 23

Legyen M, egy Martingal és legyen 0 </ < j < k < n.
Ekkor
E[(M, — My) - Mj] = 0. (22)

és ennek nyilvanvalé kovetkezménye:

E[(M, — My) - (M; — M;)] = 0. (23)

Bizonyitas. A (22) bizonyitasa:

E[(M, — MM = E[E[(M, — Mo )M;| F]]
= E[M;-E[(M, - MJ)|F]] =0
0

Karoly Simon (TU Budapest)
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Legyen m < n ekkor a definiciébdl nyilvanvalban:
LEMMA 25
e Ha M, martingél, akkor E [M,,] = E [M,],
e Ha M, szubmartingal, akkor E [M,] < E[M,],
e Ha M, szupermartingal, akkor E [M,] > E [M,].

A kovetkezo példa egy hires fogadd stratégiardl szol.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Altalanositas

e X; az i-edik jaték kimenetele (pl. +1).

@ M, a net nyereménye az n-edik jaték utan annak,
aki minden jatékban 1$-t tesz fel.

@ H, egy fogadasi stratégia, ami tehat az els6 n — 1
jaték kimenetelétdl figg vagyis
H, e Fp_1= O’(Mo, Xl, o 7)(,7,1).

e W, a tiszta nyereménye, annak a jatékosnak, aki a
H, fogadasi stratégiaval jatszik.

W, = W + i_l Hp - (Mp— Mp_1).  (24)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Bizonyitas. A nyeremény valtozasa az n-edikrdl az
n + l-edik pillanatra:

Wn+1 - Wn = Fp+1 (Mn+l - Mn)-
Mivel H, 1 € F:
IE[VVnJrl - Wn|]:n] =E [Hn+1 (Mn+1 - Mn) |]:n]
- n+1E [Mn+1 - Mn|]:n] S 0.

Vagyis W, szupermartingal F,-re.
]

Karoly Simon (TU Budapest)
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KOVETKEZMENY 24

A 23. Tétel jeloléseit hasznalva:
E[(M, — Mo)?] = 3 E[(Mk — M)
k=1

Bizonyitas. A (23) formulat hasznéljuk:

E (M, — Mp)?| =E

- élE (M — My_1)?]
+2 > E[(Mc— M1)(M; — M;_y)].

1<j<k<n P4
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Doubling strategy

Egy igazsagos jaték minden forduléjaban Kazmér a
kovetkez6 lUgynevezett doubling strategy -t folytatja:
Ha egy jatékban nyer, akkor 1% tesz fel a kovetkezében.
Viszont amikor veszit a kovetkezd jatékban duplazza az
el6z6 jaték tétjét. Tehat ha négy vesztes jaték utan nyer:

tét| 1| 2| 4| 8|16
jaték kimenete | L| L| L| L|W
profit | -1|-3|-7|-15] 1

Ha k vesztés utan a k + 1-adik jatékban nyer, akkor a
vesztesége: 1+ 2+ -+ + 2k =2k 1. k 4 1-edik
jatékban nyereménye: 2 vagyis az egyenlege: 1$.

Karoly Simon (TU Budapest)
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TETEL 26

Tegyiik fel, hogy
o M, egy szupermartingdl az F,-re.
@ dc, >0, hogy 0 < H, < ¢,
Ekkor W, is egy szupermartingal .

H, > 0 kell, hogy biztositsuk, hogy a fogadé nem veszi
at a haz szerepét.

H, < ¢, kell ahhoz, hogy létezzen varhaté érték. Az
alkalmazasokra nem artalmas feltétel.

Karoly Simon (TU Budapest)
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TETEL 27
Hasznélva a fenti jeloléseket: tegylik fel létezik 0 < ¢,
hogy |H,| < c,. Ekkor
(a) Ha M, egy martingal, akkor W, is martingal
(az Fi-re).
(b) Ha M, egy szupermartingél, akkor W, is
szupermartingal (az F,-re).

A bizonyitas Ggy megy mint a 26. Tétel esetén.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Megallasi ido

(Angolul: Stopping time vagy optional random variable)
Ezt a fogalmat a Markov folyamatok esetén bevezettiik.
Lasd A file ?? slide. Legyen F, = o(X1,...,Xy) az
n-edik pillanatban rendelkezésiinkre 4ll6 informacié.

DEFINICIO 28

Egy T v.v., melynek értékei a {1,2,...} U {oco}
halmazbdl kerlilnek ki, megallasi id6 , ha
{N =n} e F, Vn < oo.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Megallasi id6 (cont.)

Most bevezetjiik a T megallasi idohoz tartozd Fr
o-algebrat, ami lényegében a T idGben ismert
informacidt reprezentalja.

DEFINICIO 31 (megallasi idéhéz tartozé o-algebra)

Fr={Ac A:An{T =n} € F,}.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példa

Legyen Xy, X, ... i.id.
1
]P’(X,zO):]P’(X,zl):E
és
]:n = U(le . 7Xn)
Legyen
k k
N:—min{k:ZX,EQ}/\3
i=1
és

. k+1
N := min{k: ZX,Zz}/\&
i=1

Karoly Simon (TU Budapest)
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TETEL 33

Legyen X1, Xz, ... iid., F=0{X1,..., Xy}, T egy
megéllasi id6. Feltételesen {T < oco}-re:

{XN+n, n > 1} fuggetlen Fy-tl és ugyanaz az eloszlasa
mint X,-nek.

Bizonyitas. Legyen 11 az X; eloszlasa. Vagyis
w(B) :=P(X; € B). Valasztunk tetszbleges k > 1-re,
Al ..., Ac € Aés F € Fy halmazokat.

U:={A N < oo, Xyyj € B;,1 <j <k}

Karoly Simon (TU Budapest)
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Megallasi idé (cont.)

PELDA 29 ("hitting time")

X1, Xo, ... iid., Fpi=o0(Xi,..., X,),

Sp:= X1+ -+ X,. Az A halmaznak az in. hitting
time-ja N :=min{n: S, € A}

LEMMA 30
Megallasi idok 6sszege, maximuma, minimuma is
megallasi idd.

Ennek igazolasa definiciébdl trivialis.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Megallasi id6 (cont.)

LEMMA 32

Legyenek N, T egy megallasi idok. Ekkor
e {T <n} e Fr, vagyis T € Fr.
@ X1, Xp,... iid., Fpi=0(Xy,..., X,),
Spi=Xi 4+ Xy, My :=max{S,: m<n}.
Ekkor Sy, My € F.
o Altaldnosan: ha Y, € F,, akkor Y1 € Fr.
@ Ha N < T, akkor Fy C Fr.

A fenti allitasok beldtasa hazi feladat.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példa (cont.)

Ekkor N megallasi id6, de N nem az. Nevezetesen
1, ha{X; =1} € Fy;
N=<2 ha{X;=0X,=1} € 7, ;
3, ha {Xl :O,XQ = 0} eF, C F3.
és

1, ha {X;=0tU{X; =0,X =1} €Fy;
N=1<2 ha{X;=0X=0Xs=1} &F;
3, ha{X;=0X,=0,X; =0} € Fs.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Elég belatni, hogy ekkor

P(U) =P(AN{N < oc}) f[lu(B,-). (25)
U, = UN{N = n}-re:
P(U,) = P(AN=n Xy, € B,1<j<k)
S PANIN = TTE).  (9)

Ez azért van mert AN{N = n} € F, és az F,
fuggetlen X1, Xyi2,.. .~tél. Mivel P (U) = %jflP(Un)
a (26) formulabdl kapjuk, hogy (25) teljesil. m

Karoly Simon (TU Budapest)

Sztochasztikus folyamatok 2015, 2015-05-04 64 / 87




tét= 1% egy megéllasi iddig

Adott T megéllasi idé és minden jatékban csak 1$ tét. A
jatékot a T id6pontban hagyjuk abba. Legyen

T 1, ham<T;
™10, ham>T.

Belatjuk, hogy H,, € Fn—1 azaz H,, egy legitim

fogadasi stratégia az 53. slide definicija értelmében.
Vagyis és a 26. Tétel alkalmazhaté:

(Hp—0} = U T =k} € Fo .
k=1

Tehat ezzel a stratégidval sem nyerhetiink sokat.
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Bizonyitas

Legyen Wy := Mp. Ekkor a (24) egyenletbdl
Wo= Mo+ 3 Hu(Mp — Mn-1) = My,
m=

Nevezetesen,

@ ha T > n, akkor W, = M, és

@ ha T < n, akkor W, = M.
Hasznalva ezt, a 26. és a 27. Tételeket kapjuk az allitast.
Az (a), (b), (c) pontok a 25. Lemmabdl kovetkeznek.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Kilépési eloszlasok (cont.)

Nyilvan: S, martingal és 7 megéllasi id6. Ha meg
akarjuk hatérozni E, [7]-t, akkor a kovetkezd heurisztika
kinalkozik:

x LB, [S] = a-Py (S, = a)+b-(1-P, (S, = a)). (27)

Ha ez igaz, akkor:

P, (S, = a) = . (28)

A fenti gondolatmenet azért csak heurisztika mert a (27)
formula elsé egyenldsége helyett, a 34.Tétel csak

Karoly Simon (TU Budapest)
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Kilépési eloszlasok (cont.)

Ekkor T és T, nyilvan megallasi idék. A (29) formulabdl
lathatd, hogy

By [S7| =0-Pi(Vo< Vi) +n-Pi(Vo< Vo) =1,
' /
1/n
Vagyis is itt eldobhattuk a An-et. Viszont
14£0=E;[S7].

Vagyis a T esetében An nem hagyhaté el. A kovetkezo
tétel megmutatja mikor hagyhaté el a An.

Karoly Simon (TU Budapest)
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TETEL 34

Tegytk fel hogy M, martingal, szupermartingal vagy
szubmartingédl az F, o-algebrara és legyen T egy
megallasi id6. Ekkor az M,x1 megallitott folyamat is
martingal, szupermartingal vagy szubmartingal az
M,-nek megfeleléen, ahol

TAn:=min{T,n}.

Tovabba,
(a) M, martingdl = E [M1.,] = My,
(b) M, szupermartingdl = E [M7,,] < My,
(b) M, szubmartingdl = E [M7,,] > M.

v
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Kilépési eloszlasok

Most latni fogjuk a 34.Tétel egy alkalmazasat és
vizsgaljuk az altalanos esetben, hogy mikor cserélhet6 ki
a 34. Tétel (a) pontjaban a My,,, Mr-re.

Adottak: a, b€ 7Z, a< b, X1, Xp,... i.id. és
P(Xi=-1)=P(X;=1)=1.
Legyen S, := S+ X1+ -+ X, és

T:=min{n:S, & (a,b)}.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Kilépési eloszlasok (cont.)

x = S;np-t garantédlja. Mikor hagyhatjuk el a An-et?
El6szor is lassunk egy esetet amikor nem:

Legyen V,:=min{n:S, = a}. Emlékezziink, hogy a
B-file (??) formulaban igazoltuk, hogy YN > 0-ra:

Py (Vv < W) (29)

p— N'
Tehat Py (Vo < o) = 1. Valamely n € N-re:

T :=V,és T, := min {Vo, Vi}.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Kilépési eloszlasok (cont.)

TETEL 35

Tegytk fel, hogy hogy T megallasi id6, amelyre
o P(T <o0)=1¢6s
e 1K, hogy |Mrx,| < K.

Ekkor E [M7] = E[My] .

Bizonyitas. A 34. Tételbdl:

E [Mo] = E [Mrn|=E [M7; T < n]+E]| My T > n.

=I‘/,T/\ng’(
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Kilépési eloszlasok (cont.)

Tehat
|E[Mo] —E[Mz; T <n]| <KP(T >n)—0. (30)
Masrészt

EMr]—E[Mr; T <n=E[Mr; T > n]. (31)
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Wald egyenlotlenség

Legyen X1, Xz, ... i.i.d. E[X/] = p. Legyen
Sp = S0+ X1+ -+ X,. Tudjuk, hogy ekkor M, — nu egy
martingal X),-re.

TETEL 36 (Wald egyenlétlenség)
E[St— So) = uE[T].

A tétel bizonyitasa (I. [3]) tdl komplikalt ahhoz, hogy itt
elmondjuk. Mindenestre vegylik észre, hogy az
So = 1-bdl induld egyszer(i szimmetrikus véletlen séta
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Konvergencia

TETEL 37 (Konvergencia tétel)

Ha X, > 0 egy szupermartingal, akkor X, := lim X,
létezik és E [X,] < E[Xo].

A tétel bizonyitasa el6tt egy segéd lemma:

LEMMA 38
Legyen X, > 0 egy szupermartingal és A > 0. Ekkor

P <m>a(>)< X, > /\> < E[X] /.

(32)
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A 37. Tétel bizonyitasanak vazlata

Legyen Sp := 0, a < b és definialjuk a kovetkezo
megallasi idoket:

R :=min{n> S1: X, < a}
Sk :=min{n> Ry : X, > b}.

A segéd lemma bizonyitasanak gondolatmenetével
kapjuk, hogy

P (S < 00|Ry < o0) < %
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Kilépési eloszlasok (cont.)

Using that

EMrT>n < > [E[MT =4

k=n+1

= Y [E[Mir T = K|

k=n+1
< K-P(T>n)—0.

Osszetéve ezt a (30) és a (31) formulékat kapjuk a
bizonyitast. m
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Wald egyenl6tlenség (cont.)

esetén ha T = V4 a nullaba vald els6 érkezés ideje:
H= 0, 50 =1, ST =0, tehat

—1=E[S7 — S] = pE [V]

formulabdl: E; [Vo] = oc.
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A segéd Lemma bizonyitasa

Legyen T :=min{n: X, > A} . Vegyiik észre, hogy
{T<oo}:{m>aé<X,7>/\} (33)

A 34. Tételbdl kovetkezik, hogy
E[Xo] > E[X71an] > AP(T < n).

Tehat
Vn-re: P(T < n) <E[Xp] /A

Innen P(T < oc0) < E[Xo] /A. Ebbdl pedig a (22)
formula miatt kovetkezik a Lemma allitdsa. M
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A 37. Tétel bizonyitasanak vazlata (cont.)
Ezt iterdlva

k
P(Sk < o0) < (%) — 0 exponenciialis sebességgel .

Ezért X, csak véges sokszor metszi 4t az [a, b]
intervallumot alulrdl felfelé. Legyen
Y :=liminf X, és Z := limsup X,
n=0o0 n—0o0
Ha P(Y < Z) > 0 lenne, akkor valamely a < b-re
szintén:
P(Y<a<b<Z)>0.

Sztochasztikus folyamatok 2015,
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—TTTI
A 37. Tétel bizonyitasanak vazlata (cont.)

Ebben az esetben X, az [a, b] intervallumot alulrdl felfelé
végtelen sokszor atmetszené, ami nem lehetséges, vagyis
X = nango X, hatérérték |étezik. Masrészt minden n,
M-re:

E[Xo] = E[X,] = E[Xo A M] = E [Xo A M].

Tehat
E[X] > E[Xo A M] 1 E[Xa] .

Karoly Simon (TU Budapest)
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