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Ismétlés: exponencialis eloszlas
Ebben a részben a [2, Chapter 2]-t kovetjik.
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Ismétlés: exponencialis eloszlas (cont.)
Az exponencialis eloszlas néhany tulajdonsaga (1. [2,
Chapter 2]). Legyenek T ~ Exp(A), T; ~ Exp(\),
i=1,...,n, fuggetlenek .
(@) P(T>t+s[T>t)=P(T >5s).
Orok ifja tulajdonsag .
(b) E[T] =1/X and Var(T) = 1/)2.
(c) Ha S ~ Exp(1), akkor S/A\ ~ Exp(\)
(d1) Az Exp()) az egyetlen eloszlds amely teljesiti
a kovetkezo feltételt:

P(t < X <t+ At|X > t) = AAt + o(At).
(1)
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Ismétlés: exponencilis eloszlas (cont.)

(e) Ha van n darab p paramétrii fiiggetlen
exponencialis 6ram és t egy nagyon kicsi
szam. Annak a valdsziniisége, hogy az elsé
6ra a [0, t] intervallumban (it kérilbelil jut.
Vagyis,
liirg)]P’(min{Tl,...7 To}<t)/t=nu .
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Ismétlés: exponencialis eloszlas (cont.)

DEFINICIO 1

Azt mondjuk, hogy a T egy

A paraméterli exponencialis eloszlasi v.v. jelben
T ~ Exp(A) ha

P(T <t)=1—e* minden t >0 -ra.
Vagy ami ezzel ekvivalens: a T siirliségfiiggvénye

Xe M hat>0;

fr(t) = { 0, hat<o.
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Ismétlés: exponencialis eloszlas (cont.)

(d2) Legyen Toin :=min{Ty,..., T,} és
I €{1,...,n} az az index amire T; = Tyin.
Ekkor Tpin és I fuggetlenek és
Tiin ~ Exp(A1 4+ -+ -+ \p) és

Ebbdl kovetkezik, hogy

2015-04-08
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Ismétlés: exponencilis eloszlas (cont.)

(f) Ha T; ~ Exp()), fuggetlenek, akkor
T =T+ -+ T,eloszlasa (n,\)
paraméter(i gamma eloszlas. Vagyis

fr(t) = Ae“((:t_)nl)l! hat >0 (

Ismétlés: Az X, (o, \)-paraméterii Gamma
eloszlas slirliség fliggvénye:

by —Ax A a—1
{ %, ha x > 0;

M(a)
0, ha x < 0.
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Ismétlés: exponencilis eloszlas (cont.)
ésT(a) = [ ey ldy.
0

E[X] = % és Var(X) = %
(g) Legyen M, :=max{ Ty, To} . Ekkor
My=T1+ Tr — min{Tl., T2}

Tehét a fentiekbdl:
1 1 1

E[M| = —+ — — .
[M:] /\1+)\2 AL+ A2

(3)
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Poisson folyamat: Ismétlés

Itt [6, Chapter 3]-at kovetjik. Ebben a fejezetben az id6
t € [0,00) folytonos. Legyen N(t) azon vésarlok szama
akik egy boltba érkeznek t idovel bezarélag. Harom
feltételt tesziink a vasarlok beérkezésének ratajaval
kapcsolatban.

(i) Ha h, b C [0,00) diszjunkt, akkor az /;-ben és az
h-ben érkez6 vasarldk szama fiiggetlen.

(ii) Tetszdleges kicsi idSintervallumban az atlagosan
beérkez6 vasarlék szama osztva az id6 intervallum
hosszaval egy konstanshoz tart.

(iii) A vasarlok egyesével érkeznek.

Karoly Simon (TU Budapest)

Sztochasztikus folyamatok 2015. 2015-04-08 11 /143

Poisson folyamat: Ismétlés (cont.)

Jelolés: lim
At—0 At
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TETEL 3
(a) Egy adott ty hosszisagti | C RT id6
intervallumban bekdvetkezé események szama:

#{k: Ti € I} = Poi(\ - 1)

(b) A 11,79,... figgetlenek és 7; = Exp(\) .

Bizonyitas. Ezen tétel (a) részét a Valszam 1-ben
lényegében igazoltak I. [1, 43. old.]. A (b) rész a (4) és
az (5) formulakbdl elemi szdmolassal adddik.
Nevezetesen: az nyilvanvald, hogy 7; i.i.d. r.v.

Most megmutatjuk, hogy 7 eloszlasa Exp()).
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Poisson eloszlas: ismétlés

X ~ Poi()), ha

P(X=n)=e* -2 han=0,1,2,...

nl>

A Poisson eloszlas tulajdonsagai: Legyen X ~ Poi()\)
és X; ~ Poi()\), i =1,...,n fuggetlenek. Ekkor
(i) E[T] = Var(T) = \.
(i) Legyen p(n) € (0,1): n-p(n) — X és
Y, = Binom(n, p(n)) . Ekkor Vi-re:
lim P(Y, =i)=2% e

(ii)) X1+ + Xp = Poi(A + -+ + An).

Karoly Simon (TU Budapest)
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Poisson folyamat: Ismétlés (cont.)
Ezeket pontosabban megfogalmazva:
(i) Tegytik fel, hogy N(0) = 0 és minden

55 <t1 <5<t < <5, < t, esetén
N(t1) — N(s1), ..., N(t,) — N(s,) v.v. fuggetlenek.

(i)
P(N(t+ At) = N(t)) =1 — NAt+o(At). (4)
P(N(t + At) = N(t) + 1) = AAt + o(At).  (5)

(iii")
P(N(t + At) > N(t)+ 2) = o(At). (6)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Poisson folyamat: Ismétlés (cont.)

DEFINICIO 2

Ha valamely események (dj vevd jon a boltba,
megcsorren a telefon) a fenti (i")-(iii') feltételeknek
megfeleléen koévetkeznek be, akkor a

t ideig bekovetkez6 események N(t) szamat

Poisson()\) folyamatnak nevezziik . Ezen események
kozott eltelt id intervallumok hossza (inter event times)

rendre: 71,7, .... Az n-edik esemény bekovetkezésének
idopontja:
T, =71+ + T (7)

Tehat N(s) =max{n: T, <s}.
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Legyen x > 0 és egy nagy n-re At = . Legyen y >0
tetszbleges és

Fi(x) =P(Ty <y+x|T-1=y).
Most felosztjuk [y, y + x]-et

{le=ly +(k—1)At,y + kAt]},_, .
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Fy(x) azon valbszinliségek 6sszege, hogy az (-edik
esemény l-ban kovetkezett be. Vagyis:

n—1
Fi(x) = S AAt(1— AAt) T4 n-o(At)
k=0

n—1

= Mt Y (1 - MA  +n-o(At)
k=0

= 1—(1=XAt)"+n-o(At)

oo e

Hasznalva, hogy x rogzitett az utolsé tag 0-hoz tart ha
n — oo. Ezért tehat

(8)

17 / 143

Fg(X) =1 e ™|
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Poisson folyamatok

TETEL 5

Feltételezve, hogy egy tetszéleges [0, ty] id6
intervallumban a Poisson folyamat egyetlen eseménye
kovetkezett be, ezen esemény bekovetkezésének
idépontja egyenletes eloszlasu a [0, tp] intervallumon.
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Poisson folyamatok (cont.)

m Hasonl6 gondolatmenetet kdvetve igazolhat6 (lasd [9,
126.0ldal])

TETEL 6
Legyen 0 =59 < 51 < -+ <5, < t és legyen

F(si,...,s0) =P(Th <s1,..., T, < s,/ X = n).

Ekkor

F(Sl,... (9)

n
75n) = %: II (SJ —Sj—l)-
j=1

4
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Poisson folyamatok: két hianyossag

Tekintsiink egy konkrét példat:
KERDES 8

Hany hallgat6 érkezik a Stoczek menzéara 11:00 és 13:00
kozott?

Ha ennek a kérdésnek a megvalaszolasara a Poisson
folyamatot mint matematikai modellt akarjuk alkalmazni,
akkor ellendrizniink kell, hogy a 11. slide-on bevezetett
definicié (i)-(iii) feltételei teljesiilnek-e. Ezzel a kovetkezd
két stlyos probléma van:
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Ha ¢/ = 1 a fentieket alkalmazva Ty = 0-ra kapjuk, hogy
71 = Exp(A). Ezek utan indukciéval és a teljes
valdszinliség tételével kapjuk, hogy 7, = Exp(\). Az,
hogy {71, 7, ...} figgetlenek szintén kovetkezik a (8)
formuldbdl. m

DEFINICIO 4
Azt mondjuk, hogy a nem-negativ egész szamokat
felvevo & valdszinliségi valtozd egy A intenzitasu
Poisson pontfolyamat az R%n , ha
Q@ A&(A), ..., &(A,) valdsziniiségi valtozdk
fuggtelenek, ha A, ..., A, paronként diszjunkt,
@ Minden korlatos A halmazra, a £(A) eloszlasa egy
A - Leby(B) paraméterii Poisson eloszlas.

»
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Poisson folyamatok (cont.)
Bizonyitas. Valamely 0 < s < ty-re legyen
P :=P(r <s|X, =1). Ekkor

_ Pln <spn{N(n) =1})

_ B P(N(tp) =1)
_ P({N(s) =1} n{N(t) = 1})
P(N(to) =1)
_ P({N(s) = 110 {N(ts) — N(s) = 0})
P (N(t) =1)
_ P({N(s) =1}) -P({N(to —s) = 0})
P(N(tp) = 1)
()\S)e_)‘s . e—)\(tg—s) mm
B
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Poisson folyamatok (cont.)
Ez az jelenti, hogy: Legyenek

U,... U,

fuggetlen egyenletes eloszlast v.v. a [0, t]-n. Ezekbdl
nagysag szerinti sorba rendezéssel kapjuk a

Vi<--- <V,

valészinliségi valtozdkat.

TETEL 7

Feltételezve, hogy N(t) =n , a (T1,..., T,) eloszlasa
ugyanaz mint a fent definialt (V4,...,V,) eloszlasa.
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Poisson folyamatok: két hianyossag
(cont.)

(a) a 11. slide-on az (ii) szerint egy adott
intervallumban érkezé hallgaték szama kb. az
id6 intervallum hossza szorozva egy
konstanssal.

(b) a 11. slide-on az (iii) szerint a hallgatok
egyesével érkeznek.

2015-04-08
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Poisson folyamatok: két hianyossag
(cont.)

Gondoljuk meg, hogy abban az idészakban amikor a
nagy el6adasok befejez6dnek sokkal tobb hallgatdé megy
a menzara mint egyébként ((a) nem teljesil) és sokszor a
hallgaték barati kore egylitt, egyszerre megy a menzara
((b) nem teljesil). Ettél még a Poisson folyamat
valamely variansat alkalmazhatjuk a fenti kérdés
megvalaszolasara az alabbiak szerinti mddositasokkal:

@ Az (a)-ban emlitett nehézség lekiizdésére a
nem-homogén Poisson folyamatot alkalmazzuk.
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B Nem-homogén Poisson folyamat

DEFINICIO 9 (nem-homogén Poisson folyamat)
@ Azt mondjuk, hogy az {N(s) : s > 0}
nem-homogén A(r) rataji Poisson folyamat ha
Q@ N(0) =0,
© N(t) ndvekményei fiiggetlenek,

@ N(t) — N(s) = Poi (f A(r)dr).

Vigyazat: Ebben az esetben, a Poisson folyamattal
ellentétben, az események bekdvetkezése kozotti a.n.
inter even time 7, 7, .. .-ra:

@ 71, 7,... NEM fuggetlenek,
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N Nem-homogén Poisson folyamat
Legyen {N(s):s >0} nem-homogén A(r) rataju
nem-homogén Poisson folyamat. Legyen

b
Aap 1= /)\(r)dr.

Ekkor
ATV I
P(N(b)—N(a):ﬁ):eTa‘b, 1=0,1,2,...
' (10)
A \-paraméterii Poisson-folyamatra:
—\(b—a) A-(b— 14
P (N(b) — N(a) =) = A-(b=2a)) 1.

17
(11)
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el Nem-homogén Poisson folyamat

Compound Poisson folyamatok (cont.)

TETEL 11

(Ez volt [1, 7.38. Példa].) Legyen Y1, Ys,... i.id. r.v.
és adott a toliik fuggetlen N v.v., amely értékeit N-bdl
veszi fel. Legyen

S:=Yi+-+ Yy

Ekkor
Q@ HaE[Y],E[N]<oo=E[S]=E[N]-E[Y].
@ HaE|[Y?| E[N?] < 0o = Var(S) =
E [N] Var(Y;) + Var(N) (E[Y]])*.
@ Ha N = Poisson(\) = Var(S) = A\E [Y?].

Poisson folyamatok: két hianyossag
(cont.)

@ A (b)-beli probléma kezelésére vezetjiik be a
Compund Poisson folyamatot.
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T Nem-homogén Poisson folyamat

o 7;, i =1,2,...NEM exponencidlis eloszlastak.

t
Nevezetesen: legyen p(t) := | A(x)dx. Ekkor Hazi
0
feladat megmutatni, hogy ha £, a 7-nek a siirliség
fuggvénye és f,, ., a (71, 72)-nek az egyiittes siirliség
fuggvénye, akkor:
Q f,(t)=—2P(m > t) = A(t)e V).
e f;'l-,Tz(s7 t) = A(S)e_ﬂ(t) . )\(S + t)e_(ﬂ(5+t)_ﬂ(5))_
Tehét, ha A(r) nem konstans, akkor 71 nem
exponencialis és 11, 7 nem flggetlenek.
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Bl Nem-homogén Poisson folyamat

Compound Poisson folyamatok

PELDA 10 (Motivalé példa)

Esszer(i feltételezni, hogy egy McDonald étterem autds
kiszolgal6 részlegéhez 12 : 00 és 13 : 00 kozott érkezd
auték szama Poi(\). Legyen N(t) a 12 + t éraig
beérkez6 autdk szama. Legyen Y; az i-edik autéban llé
vasarlok szama. Feltehetd, hogy Y; i.i.d. (independent
identically distributed) és, hogy Y; figgetlen az érkezési
idoktol. Ekkor a t ideig beérkezd vendégek szama

S(t)=Yi+-+ Y -

4
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[l Nem-homogén Poisson folyamat

Thinning

Legyen N(t) = Poisson()) és az i-edik bekovetkezd
eseményhez asszocialjuk az Y; i.i.d. r.v., amelyek
fuggetlenek N(t)-tél és értékeiket N-bdl veszik fel.

Ni(t) :=#{i < N(t): Yi=j}.

TETEL 12

Minden t-re, N;(t) = Poisson(\ - P(Y; = i)) fiuggetlen
V.V

A bizonyitads megtaldlhaté: [2, Section 2.4].
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Feljitési folyamatok

@ Felijitasi folyamatok
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Felijitasi folyamatok

Feljitasi folyamatok (cont.)

PELDA 13 (Gép javitas)

Egy gép Dy ideig dolgozik majd Ji ideig javitjak. Legyen
T .= Dy + Ji a k-adik ciklus hossza. Ha a feldjitas a
gépet lényegében (j szer(i allapotba hozza, akkor T;-k
fuggetlenek és egy feldjitasi folyamatot kaptunk.
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Feltjitasi folyamatok (cont.)

TETEL 15

Legyen p az inter arrival time-ok véarhaté értéke és N(t)
az érkezések szama t-ig. Ekkor
N(t)

fim L =

A tétel bizonyitasa a Nagy Szamok Erds Torvényébol
konnyen kovetkezik. (L. [2, 120. oldal]).
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Feldjitési folyamatok

GI/G/1 sorban allas (cont.)

TETEL 16

Ha A < p és a sorban véges sok ligyfél van, akkor véges
idén belil a sor kilril.
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Felajitasi folyamatok

Definicié: A Poisson folyamatok esetén az inter event
time-ok i.i.d exponencidlis v.v. Ennek &ltalanositasa a
Feltjitasi folyamat, ahol az inter event time-ok i.i.d. v.v.
de nem feltétlendl exponencidlis eloszlastiak, hanem
mondjuk az eloszlas fliggvényilk egy adott F, amelyre
F(0) = 0.
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Felijitasi folyamatok

Feldjitasi folyamatok (cont.)

PELDA 14 (Szamlal6 folyamat)

Ha az el6bbi példaban J, = 7 fix idétartam és

Dy = Exp(\) a kovetkezé orvosi alkalmazast kapjuk:
részecskék érkeznek egy szamlaléba Poisson(\) eloszlas
szerint és eltorlaszoljdk a szamlalét egy 7 fix idotartamra.
Az ezen intervallum alatt érkezd részecskéknek nincs
hatdsa. Ezutan a szamlalé djra szabadda valik. Legyen
T, azon pillanat, amikor a szamlalé szabadda valik az
n-edik alkalommal. Ekkor T, felljitasi folyamat.
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GI/G/1 sorban allas

@ Gl : general input. Azaz a 7; inter even times i.i.d.
v.v. és eloszlas fiiggvényiik F, varhaté értékik 1/\.
Azért 1/ mert ekkor a 15. Tételbdl:

N(t) 1

N o

A (12)

o G Az j-edik tigyfél kiszolgalasi ideje i.i.d. v.v. G
eloszlas fliggvénnyel és 1/ varhatd értékkel.
e 1 Egy kiszolgald van.
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Folytonos idejii MC bevezetés

© Folytonos idejii MC bevezetés
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Folytonos idejii MC bevezetés

Folytonos ideji MC, bevezetés

DEFINICIO 17

Az X;, t > 0 egy folytonos idejii Markov lanc (MC) ha
minden i, j-re és minden 0 < s, t-re

P(Xt+s :j|X5 = i)

=P (Xe = j|Xo =) =t pe(i, ) -

v
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Folytonos idejii MC bevezetés

Chapman-Kolmogorov

LEMMA 18 (Chapman-Kolmogorov egyenléség:)
z/(:Ps(ia k)pe(k,j) = pste(i, J)- (14)
Vagyis
Pt+s:Pt'Ps- (15)

Bizonyitas. Ahhoz, hogy a lanc s + t id6 alatt j-bdl
Jj-be érjen s id6 utén kell hogy valahol legyen. Ezek utan
a Markov tulajdonsagbdl kovetkezik az allitds. m
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Folytonos idejii MC bevezetés

Ugras diszkrét MC + Poisson()\) szerint
(cont.)

annak valészinlisége, hogy a t-ig pontosan n ugras volt
e MO Ergrt

Pt(i,j) _ i_c:oe)\t()‘nt!) Un(i,j).
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Folytonos idejii MC bevezetés

Infinitezimalis generator (cont.)
DEFINICIO 20 (i — j ugrasi rata)
Az i-bél j-be ugrés rataja:
q(i,j) = limpo 24 | ha i (16)
ha a limesz létezik. Legyen

A= Z q(’?])

i#

A Q infinitizélis generdtor matrix q(/,) elemét
definidltuk fent, ha i # j. Legyen q(i,i) = —\;.

/
Sztochasztikus folyamatok 2015, 2015-04-08 47 / 143

Karoly Simon (TU Budapest)

Folytonos idejii MC bevezetés

Folytonos idejii MC, bevezetés (cont.)

Folytonossagi feltétel: Csak azokat az eseteket nézziik
amikor A Py = (p¢(i,j))jes, t > 0 atmenetvaldsziniiség
matrixokra teljesiil, hogy:

lim pe(i.j) = diy: (13)
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Folytonos idejii MC bevezetés

Ugras diszkrét MC + Poisson(\) szerint

PELDA 19

Legyen Y, egy diszkrét idejii MC, melynek
atmenetval6szintiség matrixa: U = (u(i,j)ijes). Legyen
N(t) = Poisson(\). Ekkor

Xt = YN(t)

egy folytonos ideji MC.

Legyen u"(i,j) az U" métrix (i, j)-edik eleme. Mivel
minden rogzitett t-re az N(t) eloszlasa Poi(\t), ezért
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Folytonos idejii MC bevezetés

Infinitezimalis generator

Chapman-Kolmogorov egyenldséghdl adédik, hogy ha
tudjuk az atmenetvalészinliség matrixokat kis t-re, akkor
minden t-re tudjuk, hiszen P,, = (P4)". Ez adja az
Otletet, hogy ha az atmenet valészinliség matrixok 0-ban
valé derivaltjat tudjuk akkor minden t-re tudjuk az
atmenetvalésziniiség matrixot.
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Folytonos idejii MC bevezetés

Infinitezimalis generator ||

_)\1 q(1,2) q(173)
Q o Q(27 1) _/\2 q(273)
N Q(?’; 2) q(3)2) -3

Nyilvan
Vi-re: Y q(i,j) =0. (17)
J

A kovetkezok bizonyitasa meghaladja ezen kurzus
kereteit. A bizonyitdsok megtalalhatéak: [5, 1.1 és 1.2
Tételek].
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Folytonos idejii MC bevezetés

Mikor létezik a (16)-beli hatarérték?

Altalanos végtelen allapotterii, folytonos idejii MC esetén
a

limasor 289 = q(i,j), i #j és limpoor =200 = A(i)
(18)

hatarértékek léteznek és
0 < q(i,j)<o0o,i# jde0 < \(i) < oo.

Tehat q(i,j) véges, de A(/) lehet, hogy végtelen. Ha
#S < 0o akkor persze (i) is véges.

Sztochasztikus folyamatok 2015 2015-04-08 49 /143

Karoly Simon (TU Budapest)

Folytonos idejii MC bevezetés

Kolmogorov féle forward és backward
differencialegyenletek

A 31. Lemmaban megfogalmaztuk a Kolmogorov-féle
forward differencialegyenletet:

ip. =P -Q (19)
A kolmogorov-féle backward differencialegyenlet:

%Pt:Q'Pt- (20)
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Folytonos idejii MC bevezetés

Kolmogorov féle forward és backward
differencialegyenletek (cont.)

(F2) Minden rogzitett j-re a (16) formulabeli
konvergencia i-ben egyenletes.

Ezen feltételek mellett az a bizonyitas amit majd az
#S < oo specidlis esetre adunk a 75. slideon 1épésrdl
|épésre miikodik.

A backward egyenlethez csak a fenti (F1)-et kell
megkovetelni. Ez utébbi allitds bizonyitasa hosszabb és
megtalalhaté [8, 10. oldal]. Ne felejtsiik el, hogy mi
feltettik, hogy mindig, hogy (13) teljesiil (csak a 0-ban

Sztochasztikus folyamatok 2015 2015-04-08 53 /143

Karoly Simon (TU Budapest)

Folytonos idejii MC bevezetés

Exponencialis varakozasi idok

Minden x € S-re legyen T, az az idé amit a lanc az
x-ben tolt azutan, hogy az x allapotba jutott.

LEMMA 21

Tegyiik fel, hogy minden x-re A\, < co. Minden
x € S-re, T, =Exp(\) és { T}, fiiggetlenek.

Bizonyitas. Legyen

G(t) =P (T, >1t).
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Folytonos idejii MC bevezetés

Ugrasi rata a 19. Példara

A [0, h] intervallumon legfeljebb 1 ugras van ha h > 0
kicsi. Annak, hogy van 1 ugras a valésziniisége: \he .
Vagyis

Ph(i';J) ~xe M- u(i,j) — Mu(i,j), amint h— 0.

Tehat a 19. Példaban:

q(irj) = Au(i,j) ha i # J.
Altaldban az ellentétes iranyban haladunk, tehat a
feladatbdl kozvetlen felirjuk az ugrasi ratakat, és ebbdl

hatarozzuk meg az atmenetvaldszinliség matrixot.
Példaul ha X; = Poisson(\), akkor
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Folytonos idejii MC bevezetés

Kolmogorov féle forward és backward
differencialegyenletek (cont.)

Ezeknek az egyenleteknek nagyon fontos szerepe van, de
tanulmanyozasuk meghaladja ezen kurzus kereteit.
Javasolt olvasmany: Major Péter: A folytonos idejli
Markov lancokrél sz616 eldadasa:
klikeljen ide
Itt csak néhany észrevétel kovetkezik.
A %Pt = P;Q forward egyenlet teljesiilésének
feltételei:

(F1) A (16) formulaban definialt \(i) < oo, Vi.
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Folytonos idejii MC bevezetés

Kolmogorov féle forward és backward
differencialegyenletek (cont.)

folytonos atmenetvaldsziintiségekkel rendelkezé lancokat
néziink ) és emlékezziink a 49. slideon a diszkussziéra.
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Folytonos idejii MC bevezetés

Exponencialis varakozasi idék (cont.)

Markov tulajdonsdg miatt h — 0 esetén:

G (t+ At) = Gi(t)Gi(AL) =
Gx(t)[1 — AM(x)At + o(At)]

G (t) = —A(x) Gu(1) -
Mivel G,(0) = 1, innen adédik, hogy
1—P (T < t) = Gy(t) = e P,

Tehat T, = Exp(\«). Az nyilvanvalé a Markov
tulajdonsagbdl, hogy { T}, fiiggetlenek. m
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Folytonos idejii MC bevezetés

Exponencialis varakozasi idék (cont.)

LEMMA 22

Tegyiik fel, hogy minden x-re A, < co. Minden o)
x € S-re, amikor a lanc elugrik, x-bél, r(x,y) = q;;y
valészinliséggel ugrik y-ba.

Bizonyitas. Legyen U(x, y) az az esemény, hogy amikor
a lanc kiugrik x-bél, akkor y-ba ugrik. Legyen f a T
striiség fliggvénye. Ekkor

P(U(x,y)) = 7P(U(X,y)| T.=1t) -f(t)dt (21)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Folytonos idejii MC bevezetés

Stationary distribution, ireducibilitas

Az itt bevezetésre keril definiciok akkor is érvényesek,
ha #S = 0.

DEFINICIO 23

X; irreducibilis, ha minden i allapotbdl minden j allapot
elérhetd véges sok 1épésben. Vagyis, ha
Jdko =i, ki,..., ko1, ko = j, hogy

q(ke—1,ke) >0, Vl=1,....n (22)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Folytonos idejii MC bevezetés

Stationary distribution, ireducibilitas
(cont.)

Masrészt, tudjuk, hogy a j-beli varakozasi id6
exponencialis eloszldsd. Ezért minden s > 0-ra:

pelif) > B(T; > s) = exp(—s\) > 0. (24)

Legyen 0 < h < hg és s > 0 olyan hogy t = s + nh.
Ekkor a (23) és a (24) formulakbdl:

pe(i,j) = pon(isj) - ps(i.j) > 0.
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Folytonos idejii MC bevezetés

Stationary distribution, ireducibilitas
(cont.)

LEMMA 26

T valdszinlségi vektor stacionarius eloszlast hataroz meg
akkor és csak akkor, ha

7" -Q=0. (26)
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Folytonos idejii MC bevezetés

Exponencialis varakozasi idék (cont.)

Definicié szerint
im P(XH-At = }’|Xt = X)
At—0 ZSIP (Xisnr = z|X; = x)
ze
A(x)At + o(At)
im
At=0 g(x, y)At + o(At)

_ 9 y) e
= 0 vt

P(UC )T =1) =

Innen és a (21) formulabdl kovetkezik a Lemma allitasa.
n

Karoly Simon (TU Budapest)
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Folytonos idejii MC bevezetés

Stationary distribution, ireducibilitas
(cont.)

LEMMA 24

Ha X; irreducibilis, akkor ¥t > 0 és Vi, j, p:(i,j) > 0.
(Nincs baj a periddussal.)

Bizonyitas. Rogzitsiink egy i, j € S-et és a 23.
Definiciobeli ki, ki, ..., k,-et. A (16) és a (22)
formuldkbdl kapjuk, hogy Jhg > 0, hogy minden
0 < h < ho-ra pp(ke—1, k¢) > 0. Innen

ph/(l',j) >0, Vh < nho-ra. (23)
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Folytonos idejii MC bevezetés

Stationary distribution, ireducibilitas
(cont.)

DEFINICIO 25

A 7 valdszinlségi vektort stacionarius allapotnak
hivjuk, ha
Vt>0ra: ' -P,=x", (25)

ahol @ az infinitezimalis generator mint mindig.

Mivel ezt nehéz minden t-re ellendrizni ezért hasznos:
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Folytonos idejii MC bevezetés

Stationary distribution, ireducibilitas
(cont.)

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy 77 - P, = w . A harmadik
|épésben a Kolmogorov féle forward d.e.-t hasznalva:
d r
0= — (x" - Py)

>3 (i ) alk. ).

(k)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Folytonos idejii MC bevezetés

Stationary distribution, ireducibilitas
(cont.)

Tehat 77 - Q vektor j-edik eleme 0 minden j-re, vagyis
. Q=0

Forditva: Tegyiik fel, hogy 7" - Q = 0. A masodik
|épésben a Kolmogorov féle backwrad d.e.-t hasznalva:

& (Sa00) = a0
= Zﬁ(f);q(i» k)p:(k,J)

1

= S w(ali. k) k) = 0

0

Sztochasztikus folyamatok 2015

Karoly Simon (TU Budapest)
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Folytonos idejii MC bevezetés

Detailed balance condition

A diszkrét ideji MC-re alkotott fogalmat kiterjesztve, azt
mondjuk, hogy a detailed balance condition teljesiil, ha:

DEFINICIO 28

m(k)a(k,j) = 7(j)aU, k) .

TETEL 29
Ha (28) teljesiil, akkor 7 stacionarius eloszlas.

Vj # k.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Véges 3llapot terii folytonos idejii MC

@ Véges allapot terii folytonos idejii MC

Karoly Simon (TU Budapest)
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Véges llapot teri folytonos idejii MC

Adott ratakbdl a lanc ha #S < oo (cont.)

rataval hagyja el. Vagyis ha az i allapotbdl indulunk,
akkor egy kicsi h > 0-ra, annak valészinlisége, hogy a
lanc elugrik i-bdl a [0, h] id&intervallumban egyenld

Aj - h-val. Mindig feltessziik, hogy \; < oo. Ha \; =0,
akkor a folyamat az i allapotot sohasem fogja elhagyni.
Bevezetjik az (r(i,/);;) "routing" matrixot:

r(i,j) = q(i,j)/N\i, hai#jés r(i,i) = 0. (29)

annak a valésziniisége, hogy ha egy kis [0, h]
idintervallumban a lanc elhagyja az i allapotot, akkor
J-be ugrik. Az R = (r(i,j));; egy sztochasztikus matrix.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Folytonos idejii MC bevezetés

Stationary distribution, ireducibilitas
(cont.)

Tehat w7 P, konstans vagyis egyenld 7" Py =7 '-al. m
TETEL 27

Ha a folytonos idejii MC irreducibilis és létezik a 7
stacionarius eloszlasa, akkor

Jim pi(i.J) = () (27)

Bizonyitas. A 24. Lemma miatt minden h > 0-ra P,
matrix irreducibilis és aperiodikus. Ezért a B file 77.
Tétel miatt lim p(i,j) = 7(j). =

Karoly Simon (TU Budapest)
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Folytonos idejii MC bevezetés

Detailed balance condition (cont.)

Bizonyitas.
> m(k)a(k,j) = m(j) X a(k.j) = m()N;,
k#j k#j

vagyis Vj-re:

> n(k)a(k.J) = 7G); =0

A jobb oldal a w" - Q vektor j-edik komponense. m

Karoly Simon (TU Budapest)
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Véges éllapot terii folytonos idejii MC

Adott ratakbdl a lanc ha #S < oo

Itt feltételezziik, hogy
#S < 0. (28)
Emlékeztetd q(i, /) jelentése: Ha h > 0 kicsi akkor
pu(i.) ~ h- a(i.)).

A lanc az i allapotot

)\,’ = Z i, i
l_#q( J)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Véges llapot terii folytonos idejii MC

Adott ratakbdl a lanc ha #S < oo (cont.)

Az R-hez tartozé diszkrét idejii Y MC az az MC, amit a
folytonos idejli X; kovet amikor ugrik.

A 1anc informalis konstrukcidja:

Tegytk fel, hogy a lanc egy adott t > 0 idében az i
allapotban van. Ha \; = 0, akkor a lanc mindorokre
i-ben marad, ha \; > 0, akkor a lanc / ben marad egy
Exp(\;) ideig majd ekkor r(i,j) valésziniiséggel ugrik
J-be.

A 3. slide (d) pontjat hasznalva most elmondjuk
ugyanezt masképpen:

Karoly Simon (TU Budapest)
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Véges llapot terii folytonos idejii MC

Adott ratakbdl a lanc ha #S < oo (cont.)

A fenti masképpen elmondva:
Minden j # i allapotban il egy Exp(q(i,/)) paraméterii
ora.

@ A lanc akkor ugrik amikor az els6 éra megszdlal

@ és oda ugrik, ahol az elsé megszdlald éra van.

Mindezek a 21 és a 22 Lemmakbdl kovetkeznek (1.55 és
57. slideok). A kovetkezé definicié tulajdonképpen mar
a 20. slideon be lett vezetve, ez itt most csak amolyan

emlékeztetd:

Karoly Simon (TU Budapest)
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Véges éllapot terii folytonos idejii MC

LEMMA 31

P: kielégiti a Kolmogorov-féle forward egyenletet:
%Pt:Pt'Q7P0:/7 (31)

ahol | az egység matrix. Ennek megoldasa:

P, =et@. (32)

Bizonyitas. Mar sokszor hasznaltuk a kévetkezo jelolést:

Py (Xe =y) =P (X =y|Xo = x).

Karoly Simon (TU Budapest)
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Véges 3llapot terii folytonos idejii MC

Ha itt mind két oldalt elosztjuk At-vel, és At — 0, akkor

%Px (Xt - y)
= B (X =)+ 5 ) BN =), (33)

A fenti egyenletben a baloldal éppen a %Pt matrix

(x, y)-adik eleme, mig a jobb oldal éppen a P; - Q
matrixnak szintén az (x, y)-adik eleme. Mivel x, y és

t > 0 tetszbleges volt, ezért kapjuk, hogy %Pt =P Q.
|

Karoly Simon (TU Budapest)
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Véges llapot teri folytonos idejii MC

egy irreducibilis sztochasztikus matrix. Legyen u a P-nek
az 1-hez tartozé sajatvektora. Nyilvanvaléan, 77 - Q =0
akkor és csak akkor, haw” - P =7". Innen a 7 létezése
és egyértelmiisége.

(b) rész bizonyitasa: Hau” - Q = a - u’, akkor

u'P= (Q + 1) u’.
a

Vagyis & + 1 sajatértéke a P sztochasztikus matrixnak,
tehat (% + 1’ < 1. Innen Re (% + 1) < 1, vagyis

Re (%) < 0 vagyis Re(e) < 0. Ha Re(a) = 0, akkor
Ima = 0 kell legyen (kilénben (% + 1’ > 1), de akkor
a=0 m
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Véges llapot terii folytonos idejii MC

DEFINICIO 30 (Q-rataja folytonos idejii MC)
Az S véges allapottér minden x, y elemére adott a nem
negativ q(x,y) szamok és képezzik a A\(x) := > q(x,y)

Osszeget. Azt mondjuk, hogy az X; folytonos ideji MC
Q ratakkal, ha Vx # y-ra:

P(Xt+At = X‘Xt = X) =1- )\(X)At + U(At)
P (Xerar = y|Xe = x) = q(x, y)At + o(At) (30))

Célunk, hogy meghatarozzuk a P;
atmenetvalészinliség matrixot ¢ > 0-ra, amelynek
elemei

pe(x,y) =P (X; = y|Xo = x).

Karoly Simon (TU Budapest)
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Véges éllapot terii folytonos idejii MC

Rogzitstink egy kis t > 0-at és x,y € S-et. A teljes
valészinliség tételét hasznalva:

Py (Xizar =y) =P (Xe = y)
=P, (XeratlXe = y) - P (Xt = y)
+ § Py (Xerar = y|[Xe = u) - Py (Xe = u) =Py (X: = y)
= [1 — AMx)At + o(At) — 1] - Py (X = y)
+ 2 ([9(u, y)At + o(At)]) - Py (Xe = u).

u#y

Karoly Simon (TU Budapest)
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Véges éllapot terii folytonos idejii MC

LEMMA 32

Legyen X; egy véges allapottert irreducibilis folytonos
MC. Az infinitezimélis generatort mint mindig, Q -val
jeloljuk. Ekkor
(a) Egyetlen olyan 7 valdszinliségi vektor létezik,
amely Q-nak a 0 sajatértékhez tartozd
baloldali sajat vektora.
(b) A Q minden nem nulla sajatértékének valds
része negativ.

Bizonyitas. (a) rész bizonyitasa: Legyen
a > max;q(i,j). Ekkor

P:=(1/a)Q+1
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Véges llapot terii folytonos idejii MC

Példa: egy specialis két allapotd lanc

Legyen S = {1,2} és tudjuk, hogy q(1,2) =1 és
q(2,1) = 2. Ekkor \(1) =1 és A\(2) = 2. Vagyis

=2 %

Tudjuk, hogy

P; = e (34)

Ennek kiszamitasahoz diagonalizalni kell a Q-t:

o- [ 0| r=[3 2 w2 2]

Karoly Simon (TU Budapest)
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Véges llapot ter(i folytonos idejii N

Példa: egy specialis két allapoti lanc
(cont.)

Ezzel
Q=R-D-R!
Innen
1 0 _
etQ:R|:O e3t:|'R 1
Vagyis
R 2/3 1/3 L3t 1/3 -1/3
12/3 1/3 -2/3  2/3
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Véges éllapot terii folytonos idejii MC

Altalanos két allapotu lanc

Altalanosan: tegyiik fel hogy valamely X, ;1 > 0-ra

A A
Q p—
fo—p
Ekkor a fentihez hasonléan igazolhatd, hogy
A A A
Po= | B 52 | e | T T | )
A Ap A A
Vagyis w1/ := (450 Ai“)—re
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© Szilletési és haldlozasi folyamatok
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Példak sziiletési és halalozasi folyamatokra
(cont.)

Ugrasi ratak:

np, hal<n<s;

g(n,n+1)=X\és q(”-,”l)_{suw ha n> s.

A maésodik lépésben felhasznéltuk a 7. slide (e) pontot.
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Véges llapot terii folytonos idejii MC

Példa: egy specialis két allapoti lanc
(cont.)

Nyilvan 77 = (2/3,1/3)-ra,

7'l'T
7'l'T

]

||m Pt -
t—00
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Véges éllapot terii folytonos idejii MC

Egy négyallapotd lanc

PELDA 33
Tekintsiik azt a folytonos MC-t, amelynek infinitizimalis
generatora:

3 1 1 1
0 -3 2 1
Q=11 2 4 1
0 0 1 -1

Hatarozzuk meg a stacionérius allapotot erre a lancra.

»
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Példak sziiletési és halalozasi folyamatokra

PELDA 34 (M/M/s sorbanallas)

Képzeljiink el egy bankot, ahol s < oo pultnél szolgalja
ki az Ugyfeleket, akik egy sorban allnak ha tébben
vannak mint az 8ket kiszolgalé pultok. Esszerti
feltételezni, hogy az iigyfelek egy Poisson(\) folyamat
szerint érkeznek és az egyes ligyfelek kiszolgalasi ideje
fuggetlen Exp(p) .
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Példak sziiletési és halalozasi folyamatokra
(cont.)

PELDA 35 (eldgazé folyamatok)

Ebben az esetben minden egyed /i rataval hal meg és
minden egyed \ rataval létrehoz egy Uj egyedet. Vagyis

qg(n,n+1)=Anés q(n,n—1) = pn.

Amikor p = 0, akkor ezt a folyamatot

Yule folyamat nak hivjuk.

Sztochasztikus folyamatok 2015,

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példak sziiletési és halalozasi folyamatokra
(cont.)

PELDA 36 (Elagazé folyamat imigraciéval)

Feltételezziink, hogy minden egyed p rataval meghal, A
rataval hoz létre egy (] egyedet mint fent. Tovabb3, (j
bevandorlé egyedek érkeznek v rataval. Ekkor

q(n,n+1) =n\+vés q(n,n—1) = npu.
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Sziiletési és halalozasi folyamatok

Példa: gyorsan novo populaciés modell

PELDA 37

Legyen
u,,EOés)\,,:)\~n2, A>0

Ebben az esetben a populacié nagyon gyorsan né és
véges idon bellil végtelen nagy lesz. Ezt a jelenséget
kordl jarjuk alaposabban a kovetkezo slideokon:
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Tiszta sziiletési folyamatok (cont.)

Magyarazat: Az n-bdl az n+ 1-be valé ugras varakozasi
ideje Exp(\,). Ezek kilonb6z6 n-ekre fuggetlenek és a

N
varhaté érték: 1/\,. Az N-edik ugras ideje X 1/

Mikor %1 1/\, = o0, akkor a Kolmogorov harom sor
tételbéliadédéan T, — 0o majdnem biztosan viszont, ha
Z 1/A\, < oo, akkor {T,} >, korldtos vagyis 3T < oo,

hogy az idé nem megy T folé.
Most ezt kifejtjiik részletesen:
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Robbanas a tiszta sziiletési folyamatban

Bizonyitas 39. Tétel (a) rész. Tegyik fel, hogy
§1 1/\, = oo. Legyen

Xn = EXP()\H)7 Yn - Xn : :[]-X,,Sly Zn = Xn . ]]-X,,>1-
Mivel E [X,] =1/,

E [Yn] = 1//\n —E [Zn] : (37)
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Sziiletési halalozasi folyamatok

A fenti példdk mind a sziiletési halalozasi folyamatok
osztajaba tartoztak mert az allapottér S = {0,1,2,...}
és ha n-ben vagyunk sehova sem ugorhatunk csak

n — 1-be vagy n+ 1-be. Ha n+ 1-be ugrunk az sziiletés,
ha n — 1-be az haldlozas. Definicid szerint X; szuletési
halalozasi folyamat \, sziiletési ratakkal és yu, haldlozasi
ratakkal ha

P(Xerae = n|Xe =n) = 1— (pa+ An) Atto(At)
]P(Xt-‘rAt =n + 1|Xt — n) — )\n At + U(At) (36)
P (Xt+At =n— 1|Xt = n) = Mn At + U(At)
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Sziiletési és halalozasi folyamatok

Tiszta sziletési folyamatok

DEFINICIO 38

Tiszta sziiletési folyamatok olyan sziiletési halalozasi
folyamatok, ahol Vn-re 11, = 0.

TETEL 39
(a) Ha ni) /\i = 00, akkor jé pe(i,j) =1, teljesul
Yt > 0-ra.
(b) Ha % i < 00, akkor Z pe(i,j) <1, teljesul
vt > O—ra.
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Tiszta sziiletési folyamatok (cont.)
TETEL 40 (Kolmogorov harom sor tétel)

Legyen X1, Xp, ... iid. rv. A Z X; véletlen sor

=1
konvergal majdnem biztosan akkor és csak akkor ha mind
a harom aldbbi sor konvergens. Ha csak egyike ezen

o0
soroknak is nem konvergens, akkor > X; majdnem
i=1

biztosan divergens.
o §1P(\Xn| >1) < oo

Q E‘IE [X,, . ﬂ{\anél}} konvergens.

o0
e Zl Var (Xn . ]l{IXn\Sl}> < Q.
n—=
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Robbanas a tiszta sziiletési folyamatban
(cont.)

Most kiszamoljuk E[Z,]-t:
E(Z] = [P(Z,>1t)dt
0

1 00
= [P(Z,> t)dt+ [P(Z,>t)dt
0 1

—\,
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Robbanas a tiszta sziiletési folyamatban
(cont.)

Innen és (37) formulabdl:

1—e
E[Y,] = ———e™"

A Kolmogorov harom sor tétel elsé 6sszege > e ™. Ha
n
ez divergens akkor kész vagyunk. Tegyiik fel, hogy

%‘31 e M < 00 . Akkor A fentiekbdl nyilvanvalé, hogy

n=

Kolmogorov fenti tételében mind a masodik sor ( %1 Ys)
n=
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Sziiletési és halalozasi folyamatok

Stacionarius eloszlas

TETEL 41

Legyen S ={0,1,..., N}, ahol N < cc.
qg(n,n+1) =X, han<N.és
q(n,n—1) = 1, han>0.

1o =0¢és Ay =0, ha N < oo. Ekkor a

An—1An—2--\
7T(n) - Hnﬁlbnq‘z"lioo W(O)

teljesiti a detaliled balance conditiont, tehat stacionarius
N

eloszlast ad, ha 3 Aethe2cdo - (ami mindig
n=1 HnHn-1""0

teljestl, ha N < o0).

4
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Borbély lizletes példa megoldasa

Az allapottér az lzletben tartézkodd vendégek szama:
$:={0,1,2,3}.

w=3,i=1,23é)\=2 i=012
Ha 7(0) = ¢, akkor
2c 22 23
’/T(].) == ?, 7('(2) == ?C, ’/T(3) = ﬁc.
3
Mivel _Zoﬂ(i) =1igy

m(0) = &, m(1) = &, 7(2) = &, ©(3) = &-
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M/M /s sorban allas mell6zéssel |

Emlékezziink az M /M /s sorban éllasi példaban (a 86.
slide) :

np, ha0<n<s;

q(n,n+1)—)\ésq(n,n—1)—{su‘ han>s

Médositjuk ezt, de csak annyival, hogy minden n-ra
adott egy a, valdszinlisége annak, hogy ha a sor hossza
n, akkor az érkezé tgyfél csak a, valdsziniiséggel
csatlakozik a sorhoz és 1 — a, valdszinliséggel elmegy.
Vagyis ez egy sziiletési haldlozasi folyamat, ratai:

np, ha0<n<s;

A”_/\a"esﬂ"_{su, han>s.
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Robbanas a tiszta sziiletési folyamatban
(cont.)

mind a harmadik sor: Zl\/ar(Yn) <Xy <o
n= n= n
konvergens. ®m

A 39. Tétel bizonyitasanak (b) része nyilvanvalé a
Kolmogorov harom sor tételbdl.
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Sziiletési és halalozasi folyamatok

PELDA 42 (Borbély iizlet)

A fodraszaton van egy borbély és két szék a varakozok
szamara. Minden id6t éraban mérve:

e Egy hajvagas ideje Exp(3).
@ A vendégek Poisson(2) folyamat szerint érkeznek.
@ A beérkezd vendég el is megy rogton, ha a
varakozdknak fenntartott mindkét szék foglalt.
Kérdés: A bejovo potencialis vendégek hany
szazalékanak vagja le a hajat a borbély?
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Borbély lizletes példa megoldasa (cont.)

Tehat az id6 % részében van harom vendég, tehat a

vendégek 57/65 = 87.7%-anak a hajat vagjak le.

PELDA 43 (M/M /oo sorban 4llas)
g(n,n+1)=Xés g(n,n—1) = p\.

Ekkor 7(n) = Y1"7(0). So, we choose 7(0) = e/~

n!
and then we see that the stacionérius eloszlas egy

Poi(A/p).
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M /M /s sorban allas mell6zéssel Il

TETEL 44

Ha a, — 0, akkor létezik stacioné&rius eloszlas.
Bizonyitas.
apA

m(n+1) = -

m(n).

Létezik egy N, ha n > N, akkor % < % Ezért egy
n> N-ran(n+1)< (%)'HVW(N). Ezért le(n) <0
n>

és igy 41. Tételbdl adéddan létezik stacionarius mérték.
mHas=1é1/(n+1), akkor m = Poi(\/p).
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Sziiletési és halalozasi folyamatok

Sziiletési és halalozasi folyamatok

Embedded MC Embedded MC (cont.)

PELDA 45 (M/M/1 sorban allas)
q(i,i+1)=X hai>0ésq(i,i—1)=phai>1 Az
embedded MC:

A (29)-ban bevezettik az r(i,j) := q(i,j)/\i, hai#j
és r(i,i) = 0 matrixot. Itt \; = %_q(i,j) volt. Ez egy
JFi

stochasztikus matrix ami egy diszkrét idejii MC-t hataroz A i
meg. Ezt a diszkrét idejii lancot embedded MC -nek r(i,i+1)=—— >0, r(i,i—1)= ,i>1.
A At p

hivjuk. Legyen
Ez egy véletlen bolyongas részben visszavero hatarral.
Tehat mint lattuk

@ pozitiv rekurrens, ha A\ < p.

Vi i=min{t >0: X, = k}

és

o null rekurrens, ha A = .
Te:=min{t>0: X, =késIs <t, S #k}. e tranziens, ha \ > p.

4
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Sziiletési és halalozasi folyamatok

Sziiletési és halalozasi folyamatok

Kilépési eloszlasok embedded MC-vel Kilépési eloszlasok embedded MC-vel
(cont.)

Most azt akarjuk meghatarozni, hogy ha van néhany Tehat nekiink csak Vi ¢ A-ra kell h(i)-t meghatarozni.

elnyeld allapot (ezek halmazat A-nak hivjuk), akkor mi a Ehhez vegyiik észre, hogy : Vi & A:

valészinlisége, hogy a lanc az a € A-ba érkezik. (/ h

Legyen AC S és a € A. h(i) = - h(j) ahol A\; =" q(i,)). (39)

J#' Ai J#i
Innen Vi g A:

%jq(i,j)h(j) =0, ahol g(i,i) = —\;. (40)

Va:=min{t >0: X; € A}, h(i) := P; (Xy, = a).
Ekkor ha b € A\ a:

h(a) =1, h(b) = 0.
Tehat minden i € A van egy egyenletiink, amikbdl h(/),
i ¢ A meghatarozhaté (cf. B File ??. Tétel.)
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Kilépés varhaté ideje: elmélet Kilépés varhaté ideje: elmélet (cont.)
valésziniiséggel. Hasznélva, hogy [E [Exp(\;)] = 1/\;
A varhaté kilépési idore felirjuk (40) analdgjat. kapjuk:
Vai=min{t >0: X, € A}, g(i) :=E;[Va]. ) ) 1 q(i.j) .
Tehét g(i) = 0, ha i € A. Mint mindig Lo
Ezt 4trendezve és hasznélva, hogy q(i, i) = —\;:

(i ))
A= i,j) és r(i, .
) e =Ty igAT Selifsl)=-1 ()

Tudjuk, hogy a lanc az i-edik allapotban Exp();) id6t
tartézkodik majd ugrik a j # i allapotba r(i, )

Ha S véges, ez #S — #A egyenlet az #S — #A szdmu
ismeretlen g(i), i ¢ A-ra.
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Kilépési varhaté ideje: Borbély lizlet Kilépési varhaté ideje: Borbély lizlet
Tekintsiik a 42. Példat (Borbély uzlet). (Cont-)

Emlékeztetd: A vendégeket 3 rataval szolgaljak ki és 2
rataval érkeznek, de vissza is fordulnak, ha mind a két Tehat itt A= {0}, g(0) =0, g(i) = E;[Vo]. Legyen
varakozé szék foglalt: Vagyis
C oy . g(1) 1
q(/',l- 1)_3ha/.f1,2.,3 2(2) | és1 =1
q(i,i+1)=2hai=0,1,2. 2(3) 1
011,23 Ekkor a (41) egyenletrendszer ekvivalens a:
0,0 1|00
1/3/5/ 0 |2/5] 0 Q-g=-1 4
210 [3/5] 0 [2/5 & ’ (42)
30010
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Sziiletési és halalozasi folyamatok

Kilépési varhato ideje: Borbély tizlet
(cont.)

ahol Q a Q megszoritasa az S\ A-ba tartozé (jelen
esetben 0-tdl kiilonb6z8) oszlopokra. Ez az ekvivalencia
abbdl kévetkezik, hogy tudjuk, hogy g(i) =0, ha i € A.
Tehat az i € A oszlopok hozzajaruldsa minden
egyenlethez nulla.

[-5 2 0 B 1/3 2/9  4/27
Q= { 3 -5 2} és —(Q) ' = {1/3 5/9 10/27]
0 3 -3 1/3 5/9 19/27

n (TU Budapest)
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Sziiletési és halalozasi folyamatok

Kilépés varhato ideje: Mikor megy haza az
ovonéni?

Példa: Egy 6vodaban zarasi idében még harom gyerekért
Attila (A), Béla (B) és Cecilia (C), nem jottek a szil6k.
Az 6vénéni addig marad amig mind a harom gyereket el
nem viszik a sziileik. A sziilok telefonaltak, hogy zarasi
id6 utén (a gyerekek nevének sorrendjében)

Exp(1), Exp(2) és Exp(3) 6éra milva érkeznek. (Tehat
varhatéan 1, 1/2 és 1/3 éraval a zérasi id6 utan viszik el
a gyerekeiket (egymastdl fuggetlenil).) Kérdés mikor
mehet haza az événéni?

Karoly Simon (TU Budapest)
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Kilépés varhato ideje: Mikor megy haza az
6vonéni? (cont.)

Hasznaljuk az el6z6 példa jeloléseit és modszerét:

Itt A := (). Tehat (NQ a fenti @ matrix megszoritva az els6
, , =\ 1 sy o
hét sorra és oszlopra. Ekkor a — (Q) matrix elso

sorvektora:
(1/6,1/6,1/2,1/30,7/12,2/15,1/20).

Ennek osszege: 63/60. Vagyis az 6vonéni egy ora és 3
perccel a zaras utan mehet haza.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Markovi sorban allasok

© Markovi sorban alldsok
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Kilépési varhato ideje: Borbély tizlet
(cont.)

A (40) formulabdl:

19/27
43/27

g=—(Q) 1t 1= [ 34/27

vagyis g-nek az i-edik elemét a —(Q) ! matrixnak az
i-edik sor 6sszege adja.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Sziiletési és halalozasi folyamatok

Kilépés varhato ideje: Mikor megy haza az
6vonéni? (cont.)

Megoldas: A MC éallapotai a sziileik altal haza nem vitt
gyerekek nevei és () mikor mindenkit elvittek:

Q |ABC|AB| AC/BC|A B |C |0
ABC| —6 | 3 2 1 ,0|0/|0]|0
AB 0O |-3, 0 0|2|1]0]0
AC 0 0| —-4]0 3]0/|1]0
BC 0 0] 0 |5 0|3 |2]0

A 0 0] 0|0 |-1]0)0]1

B 0 0] 00 ,0|-2/0]2

C 0 0] 00, 0]0|=-3|3

0 0 0] 00, 0]0|O0]O
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Kilépés varhato ideje: Mikor megy haza az
6vonéni? (cont.)

Megjegyzés: Ezt egyszeriibben abbdl az ésszefliggésbal
is megkaphatjuk, hogy barmely a, b, ¢ szamra:

max {a, b,c} =a+ b+ c —min{a, b} —min{a,c}
—min{b,c} +min{a, b,c}.

Ezt és a 6. slide (d2) pontjat alkalmazhatjuk, ha
T; = Exp(\;), i = 1,2, 3 fuggetlenek a
max { Ty, To, T3} meghatarozasara.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Markovi sorban allasok

M /M /1 sorban allas mar megint

@ g(n,n+1)= X\ han>0,
@ g(nyn—1)=phan>1.

Feltessziik, hogy
w<A. (43)

Mint lattuk ez egy sziiletési halalozasi folyamat melyben
Ap = A és i, = .
A (43) feltétel miatt alkalmazhatjuk a 41. Tételt. Innen:

ﬂ(n)_.<2>n-ﬂ(oy (44)
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Markovi sorban allasok

M/M /1 sorban allas mar megint (cont.)

Ahhoz, hogy ez valdszinliségi mértéket adjon:
7(0) :=1— \/p kell. Vagyis

r(n) = (1-2)(2)", n>o0. (45)

Tegyiik fel, hogy a rendszer stacionéarius allapotban van.
Ekkor legyen

@ Q asorhossza, L =E[Q],
e Tq asorban toltott idd, Wo =E[Tg] és
W = Wq + E| kiszolgalas ideje |

Karoly Simon (TU Budapest)
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Markovi sorban allasok

M /M /1 sorban allas mar megint (cont.)

Trivialis atrendezés utan kapjuk, hogy
Fx) = 2 — A)e x (48)

Ezzel bebizonyitottuk, hogy

Karoly Simon (TU Budapest)
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Markovi sorban allasok

M /M /1 sorban allas véges vardszobaval

@ Egyetlen kiszolgald van és egy ligyfél kiszolgalasa
Exp(p) ideig tart.

o Ugyfelek Poisson(\) szerint érkeznek

@ A varéteremben 1 kiszolgélas alatt all6 és N — 1
véarakozé Ugyfélnek van hely. Az az lgyfél, aki
olyankor érkezik amikor ez az 6sszesen N hely el van
foglalva, azonnal elmegy és nem jon vissza.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Markovi sorban allasok

M /M /1 sorban allas véges vardszobaval
1

Bizonyitas. Hasznalva, hogy -re teljesiil a detailed
balance condition, azonnal adédik, hogy, hogy ugyanez
teljestl v-re is, tehat v stacionérius allapot az Y; lancra.
|

Karoly Simon (TU Budapest)
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Markovi sorban allasok

M/M /1 sorban allas mar megint (cont.)
Nyilvan

A
P(Q:O):l—;. (46)

P(Tq=0)=
Legyen f(x) a Ty slirliség fuggvénye a (0, c0)-en.
Vigyazat (46) miatt: ?’Of(x)dx = \/u. Feltételezve, az
0

ugyfél érkezésekor @ = n, (aminek valésziniisége
(45)-ben adott), To = Gamma(n, 11). Igy (2)-bdl:

1— 3) (A)ef(‘;:)l' (47)
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Markovi sorban allasok

M /M /1 sorban allas mar megint (cont.)

LEMMA 47

@ Tg-nak a Tg > 0-ra vonatkozé feltételes eloszlésa
Exp(p — A).
o Wo =E[Tq] = g

Karoly Simon (TU Budapest)
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Markovi sorban allasok

M /M /1 sorban allas véges vardszobaval
(cont.)
LEMMA 48

o Legyen X; egy MC, amelyre létezik létezik 7
stacionarius eloszlas és ez eleget tesz a detailed
balance condition-nak. Az X; lanc infinitezimalis
generatora Q.

@ Legyen AC S és Y; az X; megszoritasa A-ra.
Vagyis az Y, infinitezimalis generatora @, ahol

_ x,y), hax,y € A;
q(X,y)={g( ) .

egyébként.
@ Legyen C := ¥ m(x).
[ o simor (10 ucepes)—— IR
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Markovi sorban allasok

M /M /1 sorban allas véges vardszobaval
\Y

Innen és (45)-bél adédik, hogy a fent leirt N férShelyes
varészobaji M/M /1 sorbanéllasra a stacionarius allapot:

m(n) = ol (A) ha0<n<N. (49)

Véges vardszobanal ez akkor is teljesiil, ha A > u. Csak
akkor nem , ha A = . Ebben az esetben:

m(n) =gz ha0<n<N.
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Markovi sorban allasok

Borbély lizletes példa utoljara

Ismétlés: A Borbély lizletes példat a 100. slide-on
vezettiik be és a 101. slide-on kiszamoltuk a staciondrius
eloszlast:

T=(Z18 12 8
657 657 657 65/ 7

! =
amely egyezik azzal, ami a (49) formulabdl adédik.

A 111. slide-on kiszamoltuk, hogy ha i = 1,2, 3 vendég
van a borbélynal, akkor varhatéan mennyi idot kell varni
amig az uzlet legel6szor kilril.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Borbély iizletes példa utoljara (cont.)

Inn kovetkezik, hogy a hajvagasra varassal toltott idom
varhatéan:

1 14
Wqo =W — 3 57 0.2456 6ra = 14.736 perc .

Karoly Simon (TU Budapest)
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M /M /s sorban allas (cont.)

és

_Jonp, hal<n<s;
q(n,nl)_{sm han>s.

LEMMA 49

Ha A\ < su, akkor létezik egy m stacionarius allapot,
amely eleget tesz a detailed balance condition-nek.

Karoly Simon (TU Budapest)
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M/M /s sorban allas (cont.)

ahol c-t Ggy szeretnénk megvalasztani, hogy 7
valészinliségi mérték legyen. Ez biztosan lehetséges, ha
A<su. =

LEMMA 50

Ha A\ > sy az M/M/s lanc tranziens., Ha A < sy az
M/M /s lanc rekurrens.

Bizonyitas. Ha \ > sy, akkor az M /M /1 sorbanallasra
ny. kiszolgalasi idovel nyilvanvaldan tranziens. Ez abbdl
adddik, hogy az M/M /1 sorbanéllasra van 7 stacionarius
allapot (tehat rekurrens) ha A < po. Az M/M/s lanc p
kiszolgalasi idovel kevésbé hatékony tehat ez is tranziens.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Borbély lizletes példa utoljara (cont.)

Amikor belépek az lizletbe ott i = 0,1, 2,3 vendég lehet.
Az | = 3 esetben haza megyek. Az i = 0,1, 2 esetben az
iizletben toltétt idém vérhatéan (i + 1) - 5 (hiszen az
eléttem lévék hajat és az én hajamat is Exp(3) id6 alatt,
az az varhatban 1/3 éra alatt vagjak le.) Ezeket
figyelembe véve az lizletben toltott idom W varhatéd
értéke:

w - 1_17r(3)[w(0)-§+7r(1)-§+w(2).1
_ =

Karoly Simon (TU Budapest)
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M /M /s sorban &llas

A 86. slide-on vezettitk be az M/M/s sorban allast
@ Egy bankban s ablaknél szolgéljak ki az tgyfeleket,
akik egy sorban allnak, amikor minden kiszolgald
foglalt.
o Az ugyfelek Poisson(\) szerint érkeznek.
e Kiszolgalasi idék: fuggetlen Exp(pu) iddk.
Itt S =0,1,2,... a bankban lévé igyfelek szama.

Amint lattuk ez a sziiletési halalozasi folyamat a
kovetkezd ratakkal:

qg(n,n+1)=X, n>0.

Karoly Simon (TU Budapest)
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M /M /s sorban allas (cont.)

Bizonyitas. Ha felirjuk a detailed balance condition-t a
kovetkezo feltételt kapjuk:

Ae(j — 1) = () haj < s
Ar(j — 1) = psw()) haj>s
Innen
k
il (%) , ha k <s;

Karoly Simon (TU Budapest)
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M/M /s sorban allas (cont.)

A masik irdny kovetkezik a stacionarius allapot
létezésébdl. m

PELDA 51
Hatarozzuk meg a stacionarius mértéket
(a) Az M/M/s sorban éllasra, ha
n=1Ax=2s=3,
(b) Az M/M/1 sorban éllasra, ha
n=3Ax=2s=1.
Ezaltal hasonlitsuk 0ssze ezen lancokat hatékonysag
szempontjabdl.

Karoly Simon (TU Budapest)
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M /M /s sorban &llas (cont.)
Megoldas (a):
k§27r(k) —£.22. .%'50(2/3)1 =6¢c, (0) = c,
- =
(1) = %c = 2c. Vagyis 9c = 1, amibdl ¢ = 1/9. Tehat

7(0) =1, w(1)=2ésm(k)=2(2)" hak>3.
(51)
Megoldas (b): A (45) formulabdl:
1 /2\"
= — . > 0
wn=3-(3) . =0
Vagyis m(0 = ) és 7(1 = 3).
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