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Karoly Simon (TU Budapest)

Stacionaris allapotok Reducibilis MC-re

Ebben a fejezetben mindig feltessziik, hogy az allapottér
véges.
#S < 00.

A B file 109. slidjan talalhaté Peron Frobenius tétel

(i) és (iii) pontjai szerint, még abban az esetben is ha P
reducibilis, a Perron-Frobenius sajatérték A =1 és
megfelel6 baloldali sajatvektorokat valaszthatjuk, gy
hogy minden komponensiik nem negativ, vagyis

Sztochasztikus folyamatok 2015. 2015-04-06 3 /58

Karoly Simon (TU Budapest)

Stacionaris allapotok Reducibilis MC-re
(cont.)

o Az allapottér #S < oo .
A tovabbiakban hasznalni fogjuk az A file 10. Tételt és
annak jeloléseit. El6szor is, rendezzik tgy a MC
allapotterét, hogy legeldl dlljanak az Ry-beli (A file 10.
Tétel jeloléseivel) azutan az Ry-beli,..., az Ry-beli,
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Karoly Simon (TU Budapest)

Reducibilis Markov Lancol

Stacionaris allapotok Reducibilis MC-re
(cont.)

file-beli (10) formulat as a szintén A file-beli 11. Lemmat
azonnal kapjuk, hogy

y tarnziens = Vx, lim p"(x,y) = 0. (3)
Ez azt adja, hogy

Jim Q"= 0. (@
Innen pedig két dolog kovetkezik. Egyrészt:

y tarnziens = 7(y) = 0. (5)
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Karoly Simon (TU Budapest)
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Reducibilis Markov Lancok

@ Reducibilis Markov Lancok
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Karoly Simon (TU Budapest)
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Stacionaris allapotok Reducibilis MC-re
(cont.)

megfeleld norméalds utdn mindig létezik olyan
valészinliségi vektor, amelyre tehat

Vx,m(x) >0, w(x)=1és w’ -P=x". (1)

Az ezen tulajdonsagokkal rendelkez6 -t neveztiik
stacionaris eloszlasnak. Most a stacionaris eloszlassal
foglalkozunk abban az esetben , ha

Feltételek:

e Az (X,) MC reducibilis és

Karoly Simon (TU Budapest)
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Stacionaris allapotok Reducibilis MC-re
(cont.)

leghatul pedig a tranziens, tehat T-beli allapotok. Ezen
atrendezés utan:

e S, Q"

ahol P; a P megszoritasa az R-ebli allapotokra és Q a P
megszoritasa a T-beli allapotokra. Hasznalva az A
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Karoly Simon (TU Budapest)

Reducibilis Markov Lancol

Stacionaris allapotok Reducibilis MC-re
(cont.)
Mésrészt:
1 nem sajatértéke Q-nak. (6)
A (6) nyilvanvalé és az (5) teljesil, mivel (3) formulabdl:
ha y € T, akkor minden & > 0-ra létezik n:
m(y) =2 m(x)p"(x,¥) = 3. m(x)p"(x,y) <e.

xeT

Tudjuk, hogy az R;, i =1, ..., k komponensek zartak és
irreducibilisek, tehat ha a Markov lancot Ry-ra
megszoritjuk egy irreducibilis MC-t kapunk. Tehat az A
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Karoly Simon (TU Budapest)
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Stacionaris allapotok Reducibilis MC-re
(cont.)

file 30. Tételbdl minden i =1,..., k-ra létezik egyetlen
T; staciondrius eloszlas, amire tehat

Vx,mi(x) >0, m(x)=1é w] - P=x]. (7)

Ezenm;, i =1,..., k stacionarius eloszlasok tetszdleges
konvex kombinacidja:

k k
’I'T:Z(Jé,'ﬂ,'7 Oé[ZO,ZOZ,’Z]..
i=1 i=1
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Karoly Simon (TU Budapest)

Stacionaris allapotok Reducibilis MC-re

(cont.)

Bizonyitas. Ha a MC irreducibilis, akkor A =1
multiplicitdsa 1. Ha k > 2-re az irreducibilis
komponensek Ry, ..., Ry, akkor Vx € R;,

ZR p(x,y) = 1. Tehét ha vi(x) = 1 minden x € R;
YeRK;

vi(x) = 0 minden x € R;, j # i, akkor konnyen lathato,
hogy x € T-re megvalaszthaté v;(x), tgy hogy av; a P
métrixnak az 1-hez tartozd sajat vektor legyen. Nyilvan
Vi, ...,V figgetlenek, ezért az 1 sajatérték geometriai

multiplicitasa legalabb k.
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Karoly Simon (TU Budapest)

Stacionaris allapotok Reducibilis MC-re
(cont.)

1 éppen k-szoros algebrai multiplicitast sajatértéke
P-nek. Mivel a geometriai multiplicitas mindig kisebb
egyenld az algebrai multiplicitasnal, ezért kaptuk, hogy
mind a két multiplicitas egyeneld k-val.

]
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Karoly Simon (TU Budapest)

Egynél nagyobb periédusia MC

Alapveto feltételezések: Tovabbiakban mindig
feltessziik, hogy a MC

@ lIrreducibilis és
@ Periédusa g > 1.
Alapveto észrevétel:

Ha p"(x,y) > 0, p(y,x) >0

mod q akkor k =g —r mod g

n=r
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Karoly Simon (TU Budapest)

Stacionaris allapotok Reducibilis MC-re
(cont.)

is stacionarius eloszlas. Tehat ha egynél tobb irreducibilis
komponens van, akkor végtelen sok stacionarius eloszlas
létezik.

LEMMA 1

A X =1 Perron Frobenius sajatérték multiplicitasa (mind
az algebrai mind a geometriai) egyenld az irreducibilis
komponensek (R, ..., Rx az A file 10. Tétel jeloléseivel)
szdmaval.
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Karoly Simon (TU Budapest)

Stacionaris allapotok Reducibilis MC-re

(cont.)

Masrészt, a P méatrixban az 1 sajatérték algebrai
multiplicitasanak meghatarozasahoz, emlékezziink, hogy
az mivel minden P; matrix irreducibilis, ezért az 1
sajatértéke P;-nek, egyszeres (algebrai) multiplicitassal.

Mivel
k
det(P — A\I) = [] det(P; — A\)det(Q — \/)
i=1

ezért a (6) felhasznalasaval kapjuk, hogy A =1 éppen
k-szoros gyoke a P karakterisztikus polinomjanak, vagyis
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Karoly Simon (TU Budapest)

Irreducibilis, de g > 1 periédusi MC

9 Irreducibilis, de ¢ > 1 periédusi MC
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Egynél nagyobb periédusi MC (cont.)

Ez azért van mert x-bdl indulva, x-be csak olyan Gton
térhetiink vissza, melynek hossza a g-nak tobbszorose.
Rogzitsimk egy tetszéleges x-et és particionaljuk S
elemeit az Sy, ... 54 osztalyokba, az x-bdl az illetd
ponthoz vezet6 Gt hossza mod g szerint. Ez particié a
fenti alapvetd észrevétel szerint és ha p(x,y) > 0 és
x € 5;, akkor y € S;;1. Tehat S;-bdl megyiink Sy-be,
onnan Ssz-ba, végiil S4-bél Si-be. Ekkor tehdt a P9 altal
meghatarozott MC szét esik g darab (S1,...,5,
allapottereken) MC-re amelyek kiilén-kiilon
irreducibilisek és aperiodikusak.
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Irreducibilis, de g > 1 periédusi MC

Egynél nagyobb periédusd MC (cont.)

Visszatérve az eredeti, a P atmenetvasldszinliség
métrixhoz tartozé6 MC-re, ennek a A = 1 egyszeres
sajatértéke, de van Gsszesen g-darab 1 abszolut értéki
sajatértéke, melyek a z7 = 1 egyenlet megoldasai. (Ezt
most itt nem latjuk be.) Ehelyett ezt a periodikus
helyzetet végig kovetjiik egy konkrét példan, amely a
Lawler kényvbdl: [4, 20. old.] szarmazik.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Irreducibilis, de ¢ > 1 periédusi MC

Visszaver6 szimmetrikus bolyongas (cont.)
Ekkor létezik egyetlen stacionaris eloszlas:
m=(1/8,1/4,1/4,1/4,1/8).
P sajatértékei: 1, —1,0,1A/2, —1A/2. A megfelel6

(jobboldali) sajatvektorokat (mint oszlopvektorokat)
matrixba rendezve:

1 1 1 -1 1
1 1
1 -1 0 -4 -4
Q=1 1-1 0 0
1 1
11 1 1 -1
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Irreducibilis, de g > 1 periédusi MC

Visszaver6 szimmetrikus bolyongas (cont.)

Mivel nagy n-re a D-beli 1-nél kisebb abszollt értékii
elemek n-edik hatvanya lényegében 0, ezért

D" ~ Diag(1,(—1)",0,0,0).

Tehat
0lolo
1 1 1
2k+1 2k+1 -1 a (1) 2 (1) 4
1050
ololo
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Irreducibilis, de g > 1 periédusi MC

Az altalanos esetben

Ha P irreducibilis és periédusa q, akkor az 1 ugyan egy
egyszeres sajatérték, de osszesen van g darab egységnyi
abszolut érték(i sajatérték. Ezek a z9 = 1 megoldasai.
Létezik és egyértelm{l a 7 stacionarius eloszlas.

lim P" nem létezik.  Viszont, ha ¢ egy tetszleges

eloszlas S-en, akkor

lim % [pTP™ 14 ... + ¢TP™9] =7

n—o0

Karoly Simon (TU Budapest)
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Irreducibilis, de g > 1 periédusi MC

Visszavero szimmetrikus bolyongas

Tekintstk az A file 31. slide-jan bevezetett visszeverd
peremfeltételli bolyongast, amely szimmetrikus, vagyis
p = q = 1/2. Ekkor tehat az dtmenetvaldsziniiség
matrix:

0[1]2]3]4
0o 10|00
1[1/2] 0 [1/2] 0 | 0
200 [1/2] 0 [1/2] 0
300 [1/2] 0 [1/2
4700010
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Irreducibilis, de g > 1 periédusi MC

Visszaver6 szimmetrikus bolyongas (cont.)

11111
EBIEY
Al I B S
R 52 1
i "o 055 i

Ha D = Diag(1, —1,0,1A4/2, —1A/2), akkor tehat
P = QDQ L. Innen

P"=QD"Q".

Karoly Simon (TU Budapest)
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Irreducibilis, de g > 1 periédusi MC

Visszaver6 szimmetrikus bolyongas (cont.)

és 1 1 1
: 0203

0301%0

2k 2kn—1 .o | 1 1 1
Ph=QD*Q '~ |1 0101}
0to0lo

1 1 1

10203

Ennek annyi kéze van a m-hez, hogy

Vx -rer w(y) = lim 5 (p"(x,y) + p"(x,y))

n—o00

Karoly Simon (TU Budapest)
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© Konvergencia Tétel

Karoly Simon (TU Budapest)
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Konvergencia Tétel

Mértékek total variaciés tavolsaga

Ebben a fejezetben szorosan kovetjiik a Levin, Peres,
Wilmer konyv [5, 4. fejezet]-et és ebben a fejezetben
mindig feltételezzik, hogy az allapottér véges.

#S < 0. (8)
Legyen 11, v két valdszinliségi mérték S-en. Vagyis

Su(x)=1pu(x)>06é > v(x)=1v(x)>0.

xeS x€eS

Ekkor a 11 és a v mértékek total variaciés tavolsaga:

it = vlrv = max [u(A) — (A)].

Karoly Simon (TU Budapest)
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Mértékek total variacids tavolsaga (cont.)

Bizonyitas. Legyen B:={x € S: u(x) > v(x)} .
Tehat B = {x € S : u(x) < v(x)}. Ekkor nyilvanvaléan
VA C S-re:

w(A) —v(A) < (AN B) —v(AN B) < u(B) — v(B).
Ugyanigy
V(A) — u(A) < V(B°) — p(B°).

Mivel 11, v valdszinliségi mértékek ezért az el6z6 két
egyenl0ség jobb oldalai megegyeznek. m

Karoly Simon (TU Budapest)
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Konvergencia tétel

El6szor is vegyiik észre, hogy minden y € S-re,
p'(y, ) egy valésziniiségi mérték . Nevezetesen

Py, A) =X p'(y, 2).

z€A

Ennek a tavolsagat vizsgaljuk az egyensulyi allapottdl.
Nevezetesen, belatjuk, hogy ez a tavolsag
exponencialisan kicsi.
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Konvergencia tétel (cont.)

vagyis 3r > 0, hogy P" minden eleme pozitiv.
Valasszunk olyan § > 0-at, amelyre:

P'(x,y) > dm(y), Vx,y€S. (11)

Legyen
0:=1-9. (12)

Definidljuk a @ sztochasztikus matrixot a kovetkezd
egyenléséggel:

P =(1-6)-N+0-Q. (13)
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Konvergencia Tétel

Mértékek total variciés tavolsaga (cont.)

LEMMA 2
1
le=vlirv = 5 3 ulx) —v(x)] 9)
xeS
=% ) — vl
()= ()

Karoly Simon (TU Budapest)
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A T1 matrix definicidja és tulajdonsagai
Legyen I1 az a matrix aminek minden sora w. Vagyis:
M=1-xn".

A kovetkezo tulajdonsagok a definicidbdl trivialisak:
A T1 tulajdonsagai.

(a) M projekci6. Tehat: M% =1.

(b) Ha M egy sztochasztikus matrix, akkor

M =1.

(c) Ha M egy olyan sztochasztikus matrix,
amire 1" M ==x ", akkor MM =T11.

Karoly Simon (TU Budapest)

Sztochasztikus folyamatok 2015. 2015-04-06 28 / 58

Konvergencia tétel (cont.)

TETEL 3

Legyen P irreducibilis és aperiodikus. Ekkor 3C > 0 és
a € (0,1), dgy hogy minden t € N-re:

max [[p’(x,") —7[[rv < Ca’.
x€S

(10)

Bizonyitas vazlat. Emlékezziink, hogy ebben az
esetben a m-nek minden eleme pozitiv (I. A file 30.
Tétel). Az A file 17 Lemmabdl kovetkezik, hogy ha P
irreducibilis és aperiodikus, akkor P egy primitiv matrix,
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Konvergencia tétel (cont.)

Felhasznalva a I tulajdonsagait (I. fent), indukciéval
beladthaté (I. [5, 53. oldal]), hogy

P™(1—6")N + 64 Q" (14)

Legyen 1 < j < r — 1. Mindkét oldalt P/-el megszorozva
és atrendezve a tagokat:

I'I:G"<Q"Pf—l'l>. (15)

Prk+j o

Mindkét oldalon egy rogzitett xp soraba tartozd elemek

abszolut értékeit Osszegezziik és az osszeget osszuk el
kettével . A baloldal: ||p™"(xp) — || v -

Karoly Simon (TU Budapest)
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Konvergencia tétel (cont.)

Most belatjuk, hogy ha ezt a miiveletet a jobboldalon
végre hajtjuk, akkor legfeljebb #*-t kapunk:
A jobb oldalon: el8szér is vegyiik észre, hogy Q¥P/ egy
sztochasztikus matrix, hiszen Q egy sztochasztikus
matrix. Ezért Q¥P/ matrixnak az xp-adik sora egy
eloszlast definial S-en. Nevezziik ezt 7, -nak. Ha a fent
leirt miveletet végrehajtjuk a (15) formula jobb oldalén,
akkor kapjuk, hogy a jobb oldal: % - ||n,, — 7| rv < 6%
<1
mivel valésziniiségi mértékek kozott a totalis variacios
tavolsag legfeljebb 1. m

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példa a 3.Tétel alkalmazasara
Hasznaljuk a 3.Tétel jeloléseit a kovetkezo példa
megoldasa soran:

PELDA 4

Tekintsik az A file beli 28. Lemma beli példat. Vagyis
legyen 0 < a,b<lésa+b#1:
ath }

1—-a a
= { b 1-b

Adjunk minél jobb felsé becslést a 3.Tételbeli f-ra ebben
az esetben!

)7
v+ |
o

} ekkor m =

V.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példa a 3.Tétel alkalmazasara (cont.)

B_1_5< 1-(a+b), haa+b<1;
max{a,b}, haa+b>1.

Karoly Simon (TU Budapest)
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A fejezeten belll mindig hasznalt jelolések,
feltételek

@ Ebben a fejezetben mindig feltessziik, hogy X egy
olyan v.v., amelynek értékei csakis nemnegativ egész
szamok lehetnek.

@ Vk € N-re legyen px:=P(X = k).

@ Az X v.v. generator figgvénye :
gx(s) =E[s"] = pc- s
k=0

A generator fluggvény (roviditése g.f. ) alapvetd harom
tulajdonsaga: (bizonyitasuk:[6, 128. oldal])

Karoly Simon (TU Budapest)
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Kovetkezmény

Legyen
0 #S < o,
@ P irreducibilis és
@ P aperiodikus
tovabba, r, olyan hogy P" minden eleme pozitiv és legyen

§:=1— min " (X’y),
x,y€S 1r(y)

Ekkor
Ip(x, ") — |7y < 6L/

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példa a 3.Tétel alkalmazasara (cont.)

Megoldas: Ekkor a (11)-ben definialt
5 — min POCY)
v m(y)
_ min{a+ b, (1— a)b(a+ b)7 (1—b)(a+ b)}
a

Tehdt 6 = a + b akkor és csak akkor ha a + b < 1.
Haa+b>1 akkor 6 > min{l —a,1— b}. Tehat:

5 > a+b, haa+b<1;
| mn{l—a,1-b}, haa+b>1.

Karoly Simon (TU Budapest)
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@ Generator fiiggvények

Karoly Simon (TU Budapest)
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Generatorfliiggvény

(a) A g.f. egyértelmilen meghatérozza az
eloszlasfiiggvényt,

(b) Fiiggetlen nemnegativ egész értékeket felvevd
v.v. Osszegének generatorfiiggvénye, a
generatorfiiggvények szorzataval egyenld.

(c) E[X(X —1)---(X — k)] = g*+1)(1), ahol
gt a k + 1-edik derivaltja a g g.f.-nek.
Tehat

E[X]=g'(1) s E[X*] =g"(1) + &'(1).
(16)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Generatorfiiggvény (cont.)

LEMMA 5

Legyen X és N fuggetlen, kizarélag nemnegativ egészeket
felvevo v.v., a generatorfiggvények: gx és gy. Legyen

R:=X,+-+ Xy

Ekkor
gr(s) = en(gx(s)).

(17)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Generator filggvények

Generatorfiiggvény (cont.)
Bizonyitas.
gr(s) = E[s"| =E [ "]

= E N

E {5X1+'“+XN]

— Y E [0
n=0

_ i E [SX1+4.4+X,,] P (N _ n)

n=0 >—m——m———

N—n}-]P)(N—n)

= E[gX(s)] = an(8x(s))-

Karoly Simon (TU Budapest)
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Eligazé folyamatok

© Eligazé folyamatok

Karoly Simon (TU Budapest)
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Elégazé folyamatok

Elagazé folyamatok (cont.)

ahol Y1, Ys,... i.id. r.v., melyek eloszlasat a (19)
formula adja. Legyen

vagyis g, az n-edik generaciés egyedek X, szamanak
generatorfiiggvénye. Legyen

g(s) = ai(s) = iﬂ Py s

Karoly Simon (TU Budapest)
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Generatorfiiggvény (cont.)

Innen:

EIR] = g4(1) = gh(gx(1) - g(1) = EIN-E[X].

(18)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Generator filggvények

Generatorfiiggvény (cont.)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Eligazé folyamatok

Elagazé folyamatok

Az A file 21. slide-on vezettik be az eldgazd
folyamatokat. Hasznélva az ottani jel6léseket: Adott a
{pn},q eloszlas az N-en. A 0-adik generécidban
egyetlen egyed van. Xy = 1 biztosan. Tetszlleges

n > 1-re barmelyik n-edik generaciés egyed gyerekei Y
szamanak eloszlasa:

P(Y = k) = p. (19)

Ha tehat az n-edik generacidban X, egyed van, akkor az
n + l-edik generacids egyedek szama:

Xpp1:=Y1+ Yo+ + YX,,, (20)
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Elégazé folyamatok

Elagazé folyamatok (cont.)

Nyilvan, minden m-re az Y,, generatorfiiggvénye éppen a
g(s) fuggvény:
g(s) =gy, (s) Vm-re.

A g, generator fliggvény vizsgalata céljabdl, alkalmazzuk
az 5. Lemmat a kovetkezod helyettesitésekkel: X; — X;,
X, — N és X,.1 — R. ekkor az 5. Lemma és a (20)
formula alapjan

8n+1 = gn(g(s))~

Karoly Simon (TU Budapest)
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Eldgazé folyamatok (cont.)

Innen indukciéval kapjuk, hogy

gn(s) =go---og(s)=: g"(s) (21)
Ezt s = 0-ra alkalmazva:
P (X, = 0) = g(0). (22)

Innen: P ( kihalds valészinlisége ) = lim P(X, = 0)

Karoly Simon (TU Budapest)

Sztochasztikus folyamatok 2015 2015-04-06 49 / 58

| Fléga folyamatok ]
Tehat p, annak a valdsziniisége, 0<g'(g)<1. Ezért ha

hogy egy egyednek pontosan n g"=go---og, akkor
leszarmazottja van. Ekkor ¥

g"(x) = q, Vx<1. Az
el6z0 slide-rol és az
abrabdl: g a kihalas
valdszinlisége.
generator fliggvényt. A g atmegy az
(1,1) ponton. Legyen £ az érintd

0.8}
m = Zl pn - n a leszdrmazottak
e
szdmanak varhaté értéke.
. -7 x
Definialtuk a g(s) := ZO Pn-Ss"
=

egyenese g-nek s = 1-ben. Ekkor / - 7/
meredeksége: g'(1) = m. Ha b e
m > 1, akkor az f-nek a [0,1]*-be =« A(s) :

es6 része az y = x alatt megy tehdt .
létezik a g < 1 "masik" [0, 1]-beli -
fixpontja g-nek. A grafikordl: B L
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Egyszerii véletlen bolyongés Z?-ben

Egyszerii véletlen bolyongés Z9-ben

A B file 67. slide-jan vezettiik be az egyszer(i véletlen
bolyongast grafokon. Az dtmenetvaldsziniiség matrix:

X, y szomszédok;

p(x,y)—{ ) (23)

0, egyébként.

Tekintstk azt az esetet, amikor a graf cstcsai V := 74
és (x,y) € E, ha |[x —y| = 1. Tehat minden cslics foka

1
Vx € Z9, deg(x) = d

Karoly Simon (TU Budapest)
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Karoly Simon (TU Budapest)

E[Y]=g'(1)<l = lim P(X,=0) =1

1

Karoly Simon (TU Budapest)
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Egyszerii véletlen bolyongas Z9-ben

e Egyszerii véletlen bolyongéas Z?-ben

Karoly Simon (TU Budapest)

Sztochasztikus folyamatok 2015. 2015-04-06 52 / 58

Egyszerii véletlen bolyongés Z?-ben

Egyszerii véletlen bolyongés Z9-ben
(cont.)

Az els6 nagyon fontos kérdés: vajon rekurrens-e az
x =07

TETEL 6

RY az egyszerii véletlen bolyongas rekurrens ha d < 2
és tranziens, had >3 .

A bizonyitas meghaladja a kurzus kereteit. Lasd: [2, 186.
oldal] vagy Téth Balint jegyzetében a (kattintson ide)
linken.

Karoly Simon (TU Budapest)
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