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Jelolés

Legyen A = (aj) egy N x N-es négyzetes matrix. A
tovabbiakban mindig feltessziik, hogy A nem negativ .

Vagyis a; > 0.

a,(jm) jeloli az A™ matrix (i,/)-edik elemét.
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Jelolés (cont.)
Masrészt, minden nemnegativ A matrixhoz tartozik egy

Gy iranyitott graf , melyben, V(G) :={1,... N} és

(i,j) € E(G) akkor és csak akkor ha a; > 0.

DEFINICIO 2 (lirreducibilis matrixok )
Az A matrix irreducibilis, ha V(i,j), 3m = m(i,j), hogy
a,(-jm) >0

Nyilvan, A irreducibilis, akkor és csak akkor, ha Gp
erésen Osszefliggd, vagyis barmely két pontot Osszekot at
az iranyitott élek mentén.
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Perron-Frobenius Tétel |

TETEL 4
Legyen A egy N x N-es nemnegativ matrix. Ekkor
(i) Létezik egy nem negativ valds sajatértéke A
(az Ggynevezett Perron-Frobenius sajatérték),
Ugy hogy az A semelyik sajatértékének
abszolit értéke sem nagyobb A-nal.
1 _/:
(iii) A A-hoz tartozé baloldali és jobboldali
sajatvektorokat u and v valaszthatjuk, agy,
hogy minden komponensiik nemnegativ .

T T
u' -A=Xu'. A-v=J\-v.
Kéroly Simon (TU Budapest) Sztochasztikus folyamatok 2015.

.. N N
(i) min > a5 < XA < max ¥ aj.
=1 1
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@ Linedris algebra
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Jelolés (cont.)

DEFINICIO 1 (Iranyitott graf adjacencia matrixa
(adjacency matrix))

Legyen G = (V, E) egy irdnyitott graf. A csiicsok
halmazat V-vel az élek halmazat E-vel jeloljik.

A G graf adjacencia matrixa (csicsmatrix) Ag = (ajj)

o { 1, if (i,j) € E; 1)

aj = .
Y 0, otherwise.

v

Konnyen lathaté hogy

(m) RN
ajj = #{ m hossz(i sétak i-bol j-be }. (2)
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Jelolés (cont.)

DEFINICIO 3 ( Primitiv métrixok )

Azt mondjuk, hogy az A nemnegativ matrix primitiv ha
(M)

> 0.

létezik M, Ggy hogy Vi, j, a

Konnyi latni, hogy ha egy nemnegativ matrix
irreducibilis és legalabb az egyik diagonalis eleme nem
nulla, akkor primitiv.
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Perron-Frobenius Tétel 1l

Tovabbiakban mindig gy normalizaljuk u, v-t, hogy

N N
1U,':1 és ,Zlu,-v,-zl. (3)

I

Ha még feltessziik, hogy A is irreducibilis , akkor:
(iv) A egyszeres sajatérték és az u és v vektorok
minden eleme pozitiv.
(v) A az egyetlen olyan sajatérték, amelyhez
talalhatunk olyan sajatvektorokat, melyek
minden eleme nemnegativ.
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Perron-Frobenius Tétel folytatasa Il

A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy A primitiv
ekkor:
(vi) Vi, j:

Jim. )\_"a,(j") — w7 e (4)
ahol u, v a \-hoz tartozé baloldali, és
jobboldali csupa pozitiv komponensti
sajatvektorai, melyek kielégitik a (3)
feltételeket.

A Perron Frobenius tétel (vi) része a Feldjitasi tételbdl
kovetkezik.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Lineéris algebra

Perron-Frobenius Tétel folytatasa V

(viii) Legyen B egy olyan nem negativ elemii
matrix, melyre Vi, j < N-re

és legyen [3 egy sajatértéke B-nek. Ekkor
@ |f] < \és
@ ha |3| = A, akkor B = A.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Felajitasi Tétel

Legyenek {an}, ", {bn} o és {un}, o szdmsorozatok,
melyekre:

e Az {a,} _, sorozatrdl feltessziik, hogy:
@ a,>0¢és i a,=1.
n=0
o legnagyobb kézés osztéja{n: a, > 0} = 1.

[e.°]
@ Y |by < .
n=0

Karoly Simon (TU Budapest)
Felajitasi tétel

Feltjitasi Tétel (cont.)
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(b) Ha k%g kax = oo, akkor

Jim v, = 0. (8)

Feltjitasi tétel bizonyitasa: [3, 95.oldal].

Karoly Simon (TU Budapest)
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Perron-Frobenius Tétel folytatasa IV

(vii) Legyen
uivy Uxyvp unvi
Ml — U1-V2 UQ-VQ U[\{VQ . uT
u .V/\/ us 'VN unvn

(5)
Nyilvan: My - My = M,. Tovabba, létezik egy
N x N-es M, matrix, melyre
o AP =\N"My+M§, n=1m2,...
("] M1M2 - M2M1 - 0,
e [[M]|| = O(a"), valamely 0 < a < .

Karoly Simon (TU Budapest)
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Feldjitasi tétel

@ Felijitasi tétel

Karoly Simon (TU Budapest)
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Feltjitasi Tétel (cont.)

o Feltessziik, hogy az {u,},-, egy korlatos sorozat,
amely kielégiti a feldjitasi egyenletet:

VYn>0 u,:=b,+ agu, + a1+ ---+ a,up .
(6)

Ekkor lim u, |étezik és
n—o0

(a) Ha k%%O kay < oo, akkor

> by
Jim u, = ko (7)
> > kay
k=0

Karoly Simon (TU Budapest)
Felajitasi tétel
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Feldjitasi egyenlet valdszinliség szamitasi
tartalma

Tekintsilink egy villany kortét, amelynek &-vel jelolt
élettartamat diszkrét egységekben mérjik:

P(fzk):ak,k:0,1,2,...,ak>0, Zak:]..
k=0

A villany kortét, annak kiégése utan azonnal kicseréljiik.
Az els6 korte &, a masodik & + & ideig ég. az n-edik
korte pedig ki & ideig ég, ahol & 4 Eiid. rv.

=1

(independent,_identically distributed, random variables )

Karoly Simon (TU Budapest)
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Feldjitasi egyenlet valészinliség szamitasi
tartalma (cont.)

vagyis a -k fluggetlen, azonos eloszlasi valészinliségi
valtozdk. Legyen:

up := E[# {n-edik pillanatig sziikséges cserék}]

Feltéve, hogy az els6 korte a 0 < k < n pillanatban megy
tonke (ennek valdszinlisége ax), az n-edik pillanatig tartd
cserék varhaté értéke 1+ u,_x (csere a k-adik
pillanatban és a cserék varhat6 értéke a tovabbi n — k
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Feldjitasi egyenlet valoszinliség szamitasi
tartalma (cont.)
pillanatban, akkor nem is kell csere. Tehat

zn:(l + u,,_k)ak

u, =
k=0
n n
= Z Up_kak + Z ak (9)
k=0 k=0
n n
= D an Ukt X a
k=0 k=0
———
by
n
= Z an_kUy + b,.
k=0
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Elokészlletek

Emlékezteté: T, :=min{n>1:X, =y} Legyen

fUO :=0é&s n>1l-re f,-J(-") =P (T;=n).
Mivel p"(i,j) annak a valésziniisége, hogy i-bél indulva n
[épés milva j-ben lesziink, ezért

.. 1, hai=
PO(’)J)—(SU_{O7 hai#j'.
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Markov Lancok hatareloszlas tétele

Elokésziiletek (cont.)

A bizonyitas az i allapotba val6 els6 visszatérés k idejére
valé feltételezésbdl azonnal adédik. (Hazi feladat
pontosan kidolgozni.)

Vezessiik be a kovetkezé generator fliggvényeket:

o0 oo
P;(s) == Zopg -s" és Fi(s) = Zof,-j’ 5" |s| < 1.
n= n=

Az a = {a},_, és b := {bi},_, sorozatok konvolucidja
a ¢ := a x b sorozat, melyre

r

¢ = akby . (10)
k=0
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Feldjitasi egyenlet valészinliség szamitasi
tartalma (cont.)

pillanatokban). Ha nem megy tonkre az elsé n
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Markov Lancok hatéreloszlas tétele

© Markov Lancok hatéreloszlas tétele
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Elokésziiletek (cont.)

LEMMA 5
Ha n > 1, akkor

neion — nf‘f(n—k"
P ) = £ £ (i)

PU(id) = X P G.j) . i#j.n=0.
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Markov Lancok hatareloszlas tétele

Elokésziiletek (cont.)
Konnyen igazolhatd, hogy ha

A(s) =3 ay - s*, és B(s) = Z by - s*
k=0 k=0

az a és b generator figgvénye, akkor a ¢ konvolucié
o0

C(s) = > cx - s* generator fiiggvényére
k=0

C(s) = A(s) - B(s). (11)
Ha a, = £ és by = p'(i, i), akkor Lemma 5 miatt

"(i,iyhal<r.

Sztochasztikus folyamatok 2015,

Cr = (a *k b)r =
Kéroly Simon (TU Budapest)
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Markov Lancok hatareloszlas tétele

Elokésziiletek (cont.)

Viszont cg = 0 # 1 = p°(i,i). Ezért (11) miatt
|s| < 1-re:

1
Fi(s) - Pi(s) = Pi(s) — 1, vagyis P;(s) = T-F()
(12)
Hasonléan kapjuk, hogy
Pii(s) = Fij(s)Pj(s) hai#jés|s <1|. (13)

Nyilvan

py = PAT < 00) = 3 £
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Markov Lancok hatareloszlas tétele

Elokésziiletek (cont.)

DEFINICIO 6
Legyen i egy rekurrens allapot. Azt mondjuk, hogy

@ / null-rekurrens , ha M; = oo.
@ | pozitiv-rekurrens , ha M; < oo.
@ i ergodikus , ha aperiodikus és pozitiv rekurrens.

@ Egy Markov lanc ergodikus , ha irreducibilis és
minden allapot ergodikus.

2015-03-23 27
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Markov Lancok hatéreloszlas tétele

Néhany sz6 a tranziens allapotokrol

Legyen y € S egy tranziens allapot. Ekkor az A file-beli
(10) formuldbdl és 11. Lemmabdl azonnal adédik, hogy

Vagyis, ha y tranziens, akkor Vx-re
lim p"(x,y) =0.
Tovabb4, az A file-beli 13. Lemm3abdl adédéan:
ha 3n, p"(x,y) # 0 = x is tranziens.

Most bizonyitjuk a tételt.

y tranziens = Vx € S, > p"(x,y) < o (17)
n=0

(TU Budapest) Sztochasztikus folyamatok 2015,

Markov Lancok hatareloszlas tétele

Elokésziiletek (cont.)

Definicié szerint: i rekurrens <= p; = 1. Tehat

i rekkurrens <= Z fil =1

n=1

M; = E:[T]=> n-f".
n=1

az i allapotbdl indulva, az i allapotba valé visszajutas
varhat6 ideje.

(14)
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Markov Lancok hatareloszlas tétele
Markov Lancok hatareloszlas tétele.
Tekintslink véges vagy megszamlalhatdan végtelen
allapotteri Markov lancot, amely
@ irreducibilis ,
@ aperiodikus
e allapotai rekurrensek (L. A file, 13. Lemma ).
Ekkor 1 1
lim p"(i,i) = = (15)
n—00 ) % nf,," M,-’
n=0
im P 1) = Jim P 0) = = (16)
im p"(j, 1) = lim p"(i,i) = = =
n n—00 > nf,,” M,.
n=0
X n H nir; g
Ha P nf! = oo, akkor lim p"(j,i) = 0.
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Markov Lancok hatéreloszlas tétele

A (15) formula bizonyitasa

Felhasznalva az 5. Lemmat és azt, hogy po(i, i =1,
kapjuk, hogy

by = p"(i,i) = > f;'in_kpk(i? i) =

1, han=0;
0, han>0.

Ezek utan (15) azonnal adédik a Feldjitasi tételbdl a

n > 0-ra:
up = p"(i, i), a, = f.

Sztochasztikus folyamatok 2015 2015-03-23

kovetkezd helyettesitésekkel: Legyen {b,} mint fent és
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Markov Lancok hatareloszlas tétele

A (16) formula bizonyitasa (cont.)

Hasznalva hogy a Markov lanc irreducibilis és a (15)
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A (16) formula bizonyitasa
Legyen i # j rogzitett. Lemma 5 masodik felébdl:
n
PG =Y £p (), n=0. (18)
r=0
Yo = p"(J, 1), an:=f], és x, := p"(i,i).
Ezzel a jel6léssel (18):
n
Yn = /Eo an—kXk - (19)
2015-03-23 31 /138
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(TU Budapest)

formulat:
o.¢]
an >0, > ap=1 limx,=c (20)
m=0 n—oo
A tétel bizonyitasahoz elég belatni, hogy ekkor
Jim v, =c (21)
2015-03-23 32 /138
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Markov Lancok hatareloszlas tétele Markov Lancok hatareloszlas tétele

A (16) formula bizonyitasa (cont.) A (16) formula bizonyitasa (cont.)
Végjuk szét a (22) beli elsd 6sszeget K-nél, majd a
(20) miatt: K + 1 < k < n tagokra alkalmazzuk a (23) formulat.
Kapjuk, hogy

n oo
Yn—C = > apXxk—C- > a (22) K e 0
k=0 k=0 lyn—c| <MD a, «+ 3 San—, el DD am,
n 0 k=0 r=K+1 m=n+1
= > arulxk—c)—c- > an ~
k=0 m=n+1 =
(24)
A (20) formulabél adédik, hogy Ve > 0-ra IK: ahol M := maxy>o [xk — c|. Legyen N olyan hogy
o0
@ ¢ X a, <,
Vk > K, |xx—c|<eg/3. (23) m=N 3
K n
@ Ya, k= X am<gzyhan=>N.
k=0 m=n—K
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Markov Lincok hatérelossés tétele
- 7/ 7/
A (16) formula bizonyitasa (cont.)
Tehat (24)-bél: |y, —c| <e,han>N. R
MEGJEGYZES 7 L .
@ Stacionarius eloszlasok
Az A allapot terli Markov lancnak legyen egyen R egy
zart és irreducibilis , aperiodikus osztalya , melynek
elemei rekurrens ek. Ekkor a Ps = (p(i,))), jcs matrix
egy sztochasztikus matrix az R allapottéren, hiszen
R-bél nem lehet kimenni. Ezért a fenti tétel a Markov
lancnak R-re valé megszoritasra is alkalmazhaté.
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Bevezetés Bevezetés (cont.)
Ha az allapotér S véges, akkor > pu(i) < oo és igy
ieS
Stacionarius eloszlds az a m valészinliségi vektor az normalassal minden stacionarius mérték stacionarius
. . eloszlassa tehetd.
allapottéren, amelyre " -P=x'.
KERDES 9

DEFINICIO 8
Azt mondjuk, hogy az éllapottéren értelmezett (i) > 0
fuggvény stacionarius mérték, ha

(a) Vannak-e stacionérius eloszlasok, ha igen
hanyan vannak, hogyan talaljuk meg &ket?

(b) Ha létezik egyetlen stacionarius eloszlas ,

%js w(Np(ijg) = pl) - (25) akkor egy u eloszlasbél kiindulva

P L T (valamilyen értelemben) és ha

igen milyen gyorsan?

4
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Ve n Ve L) . - LA Kl
Bevezetés (cont.) Elokésziilet: Egy trividlis lemma
LEMMA 10

Legyen X egy nemnegativ egészeket felvevd v.v.. Ekkor

(A file 30.Tétel): ha #S < oo és P irreducibilis | %
akkor 7 |étezik, egyértelm(i és minden komponense EX] = kz::lP(X = k).

pozitiv. Ezt vizsgaljuk az #S = oo esetben.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy X = k%%l Tix>ky s

tovabbd E [Iix>4] =P(X > k). A Lemma éllitasa
ezen két azonossagbdl azonnal kovetkezik. m
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Stacionarius eloszlasok

Stacionarius mérték létezése

TETEL 11
Tekintsiink egy irreducibilis és rekurrens MC-t.
Legyen x € S. Ekkor

px(y) == EOIP’X (Xo =y, Tx > n) (26)

egy olyan stacionarius mértéket definial, melyre
0 < ux(y) < o0, Yy € S-re.

Nyilvan g, (x) = 1.
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Stacionérius eloszlasok

Cycle trick (cont.)

Ez azt jelenti, hogy 1ix(y) a varhaté értéke annak, hogy
x-bdl indulva, hanyszor latogatjuk meg y-t miel6tt
el6szor visszatérnénk x-be.

Ezt részletesen levezetjiik két slide-al késébb. Hasonldéan

(MI'P)(y):EX[#{iG{1,"'7Tx}:Xi:y}]

Mivel Xy = X7, = x, ezért uy(y) =
15 Stacionarius mérték, ahol
(] - P)(y) = Z 1x(z) - p(z,y). Ezen heurisztika utan

nem sokara megadjuk a bizonyitast, de el6bb

(1! - P)(y) vagyis

Karoly Simon (TU Budapest)
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A (27) formula igazolasa.
Legyen Z:=#{0<i< T.: X

E[7] = gE[z;{Tx:L}l

=y} . Ezzel

00 [-1

= ZE{Z ﬂ{xny,TxL}]
[=1 n=0

= > Y E[lpx-y.r-u

n=0 L=n+1
P(X,=y,n<Ty)
= Y PX,=y,n<T,).
n=0
— ,LLX(}/) :
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Sztochasztikus folyamatok 2015

A 11. Tétel bizonyitasa (cont.)

Elso eset: az altalanos z # x eset:
Si(z) = Y P (X,
y

= Pi(n+1< T, Xpi1=2)= ppalx,2).

=y,n< Ty, Xps1 = 2)

Tehat a (29
;JSX(Z) = Z:oﬁnJrl(Xaz) = /LX(Z)
Vagyis a (29) formulabél, ha x # z:

§ 1x(Y)P(y: 2) = 11x(2). (30)

Sztochasztikus folyamatok 2015 2015-03-23 47 /138

) formula jobb oldala:

Karoly Simon (TU Budapest)

Stacionarius eloszlasok

Cycle trick

A 11. Tétel igazoldsa az in. "Cycle trick" segitségével
torténik. Itt egy heurisztikus okoskodast adunk. A
formalis bizonyitas ezutan jon. Elészor is vegyiik észre,

b
hogy #{a<n<b:X,=y}= 5 Lixy.
Varhato értéket véve:

E[#{a<n<b:X =y}l = ¥ P(X,=y).

px(y) =By [#4{i€{0,...., T, =1} : Xi=y}]. (27)
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Stacionérius eloszlasok

Cycle trick (cont.)

bebizonyitjuk a a (27) formulat. Ehhez hasznaljuk a
kovetkezd jelolést: A C S-re

E.[Z:A] = [ ZdP,. (28)

Sztochasztikus folyamatok 2015. 2015-03-23 44 / 138

Karoly Simon (TU Budapest)

A 11. Tétel b|zony|tasa

ﬁn(XJ/) = Px(Xn =y,n< Tx)
Ekkor
S mWely2) = ¥ p(ey)ely2)  (29)
i::o SP.(x,y)ply, 2) -

S5«(2)

A belsé (sargaval kihdzott) osszeget, amelyet S, (z)-vel
jelolok, fogjuk megbecsiilni két esetre bontva:
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A 11. Tétel bizonyitasa (cont.)
Masodik eset: x = z.
5(2) = TP« (X

B (T=n+1).

=y,n< Ty, Xps1 = X)

Hasznélva, hogy T, > 1, a (29) formula jobb oldala:
Py (T =n+1)=1= px).

Vagyis a (29) formulabdl, ha x = z:

; 1x(Y)P(Y, X) = px(x). (31)
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Stacionarius eloszlasok

A 11. Tétel bizonyitasa (cont.)

Osszetéve a (30) és a (31) formulékat kapjuk, hogy (25)
teljesil, vagyis i, egy stacionarius mérték.
Most belatjuk, hogy

fix(y) < oo Vy-ra.

Mivel 1, egy stacionarius mérték P"-re, Vy-ra és Vn-re
teljesiil, hogy:

1= px(x) = 2 1x(2)P"(2, %) 2 px(y)P" (v, %) -

Egy tetszoleges y-ra az irreducibilitasbél adéddan
taldlunk olyan n-et, hogy p"(y,x) > 0. Erre az n-re

Karoly Simon

(TU Budapest)
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Stacionérius eloszlasok

A 11. Tétel bizonyitasa (cont.)

Ekkor létezik y1,...,yx-1 € S és y; # y, hogy

p(x, y1)P(y1,y2) - - - p(yk-1y) > 0.

Tehat
P,( Xk =y,K < Ty) > 0.
Innen kapjuk, hogy

o

> Pe(Xo=y,n<T,)>00

n=0

Mielott ezt a tételt felhasznalnank a stacionéris eloszlas
megkonstrualasara két tovabbi tételt kell
bebizonyitanunk.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Nagyszamok Eros Torvénye

TETEL 13 (SLLN)

Legyenek Xi, Xy, ... paronként fliggetlen azonos
eloszlast v.v., melyekre E[|Xj|] < co. Legyen
w:=E[X]. Tovabba S, := X; + .-+ X, Ekkor

Jim S,/n=p mb. .

(36)

4

KOVETKEZMENY 14

Legyen X1, X,, ... iid. és E|X/"| = oo, tovabba
E [Xf} < 00. Ekkor nliﬁrgc S,/n = oo m.b. , ahol S, mint
fent. (Bizonyitas: [2, 7.2.Tétel, 58. old.])

»

Karoly Simon (TU Budapest)
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A 12. Tétel bizonyitasa (cont.)

Altaldnosan: vegyiik észre, hogy ha N,(y) = k, akkor
T) <n< TS Vagyis

R(Na(y)) < n < R(Na(y) +1).

RN(y)) o n _ RINu(y)+1) Na(y) +1
No(y) = Na(y) = Na(y)+1  Nay)
A tétel allitasa a (34) és a (38) formuldkbdl adédik.
Ha nem y-bdl indulunk, hanem valamely x # y-bdl akkor
t1 < 0o id6 alatt ériink el8szér y-ba (1. A file 8. Lemma)
és a fenti tételt alkalmazzuk t, t3,.. .-ra t1, to, . ..
helyett.

2015-03-23

Karoly Simon
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Stacionarius eloszlasok

A 11. Tétel bizonyitasa (cont.)

alkalmazzuk a fenti formulat. Kapjuk, hogy px(y) < oo .
Ezzel igazoltuk (a 32) formulat.
Most belatjuk, hogy

fx(y) >0, Vy-ra . (33)

Ez nyilvanvalé y = x-re mert uy(x) = 1. Feltessziik,
hogy y # x. Legyen

K := min {k p(x,y) > 0}.

Karoly Simon

(TU Budapest)
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Stacionérius eloszlasok

Egy allapot latogatasanak gyakorisaga

Legyen N,(y) :=#{1<(¢<n:X,=y} az y éllapotba
valé latogatasok szama az n-edik 1épésig. Mivel a lanc
rekurrens, ezért végtelen sokszor visszatér y-ba, tehat

N,y(y) — oo m.b. . (34)
TETEL 12
Egy irreducibilis és rekurrens Markov lancra:
- Ny(y) 1
I = b. .
"y E, [T)] mb 3)

E, [T,] = oo lehetséges és ekkor 1/00 = 0.

Karoly Simon (TU Budapest)
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A 12. Tétel bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy y-bdl indulunk. Ekkor az y-ba valé
egymas utani visszatérések idopontjai ti, tp, ... i.d.d.
nem negativ v.v. Tehat a Nagy Szamok Torvénye vagy
ha varhaté értékiik végtelen, a SLLN fenti
kovetkezménye alkalmazhaté rajuk. Vagyis, legyen

R(k) = min{n>1:N,(y)=k}= Tyk
= 4+ t. (37)
Ekkor SLLN-bdI
lim K —F [T <cc. (38)

k—o0

Karoly Simon (TU Budapest)
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T és a varhatd visszatérési ido

TETEL 15

Tegyiik fel, hogy a MC irreducibilis és létezik egy
stacionaris eloszlasa. Ekkor

W(Y) = ]Ey[lTy] . (39)

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a lanc els6 eleme Xj nem
egy rogzitett allapot hanem egy val6szinliségi valtozo,
amelynek eloszlasa .

Karoly Simon
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m és a varhatd visszatérési id6 (cont.)

Felhasznalva a 12. Tételt, a Lebesgue féle dominans
konvergencia konvergencia tételbol kapjuk, hogy

Er [Nn(}/)] 1
s n - E,[T)] (40)
Er [Nn()/)} =E, |:éz":0 ]1{X13=y} :Z E, |:2n: H{Xe:y} ﬂ'(X)
= x (=0
= i ZEX [H{szy}} ﬂ'(X)
o p(x.y)
= S Y a()p (xy) = L aly) = m(y).
(=0 X =0
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Stacionérius eloszlasok

Jn <= MC pozitiv-rekurrens

TETEL 16
Egy irreducibilis
(i) Van pozitiv-rekurrens allapot.

MC-re a kdvetkezdk ekvivalensek:

(i) Létezik egy stacionérius eloszlas.
(iii) Minden allapot pozitiv-rekurrens.
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Sztochasztikus folyamatok 2015.

dm <= MC pozitiv-rekurrens (cont.)

Ha (ii) teljesiil , vagyis, ha létezik a 7, akkor az
irreducibiltasbdl kapjuk, hogy
Vz € S-re  w(z) > 0. (43)

Hasznalva, hogy 7(y) = 1/E, [T,] adédik (iii). m
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A 17. Tétel bizonyitasanak vazlata

Elinditjuk a lancot x-bél és roviden T, := TX az x-be
valé k-adik visszatérés ideje, Tg := 0. Az erés Markov
tulajdonsag miatt az

T

Yk = Z

m=Ty_1+1

f(Xm)

i.i.d. rv. . A 11. Tétel bizonyitasaban alkalmazott cycle
trick segitségével a (27) formulabdl belathatéd azonnal
adédik, hogy

E[Yid =3 m()f(y)

Sztochasztikus folyamatok 2015,
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m és a varhatd visszatérési id6 (cont.)

Innen és a (40) formuldbdl kapjuk, hogy
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Stacionérius eloszlasok

dr <= MC pozitiv-rekurrens (cont.)
Bizonyitas. Rogzitsiink egy x € S-et. Legyen (+)
a (26) formulaban bevezetett mérték. Ekkor

o0

= zzzozy:]P’X (Xo=y,n< Ty) (41)

— Y P.(n<T) =BT,
n=0

> 1ix(y)

Ha (i) igaz , akkor E, [T,] < oo és igy a fenti
levezetésbdl, %jux(y) < oo vagyis megkapjuk

L ,UX(Z)
w(z) = %:,Mx(y)' (42)
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Ergod tétel

TETEL 17

Adott egy irreducibilis MC, amelyen

létezik stacionarius eloszlas 7. (Ekkor mint lattuk,
7(y) = (E,[T,])"). Legyen f : S — R, olyan hogy
S |f(x)|m(x) < oo Ekkor

lim
n—oo

S|

S F(Xe) = f(x)m(x) = / f(x)dm(x). (44)
k=1 X 5

V.
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A 17. Tétel bizonyitasanak vazlata (cont.)
Innen és a SLLN-bdI:

1 T. 1 L
;2 fXm) =7 2 Y= 2 (y)f(y).
m=1 k=1 y

Mivel ez csak egy bizonyitas vazlat, itt megfeleldkeziink
az utolsé nem teljes ciklus bizonyos elemeirdl, és igy:

1y No(x) 1 Nolx)
A I B = I
L )
1
BT S m()f(y)
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Stacionarius eloszlasok

A 17. Tétel bizonyitasanak vazlata (cont.)

Hasznélva a (42) és a (41) formuldkat kapjuk, hogy

_oix(y) _oex(y)
"W =@ T BT

Ezt osszetéve a (45) formulaval kapjuk a 17. Tétel
bizonyitasat (legalabbis bizonyitds vazlatat.)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Stacionérius eloszlasok

Példa: Bolyongas grafokon

Legyen G = (V/, E) egyszerii graf (nincsenek sem hurkok
sem tobbszoros élek) V a csiicsok, E az élek halmaza.
Azt mondjuk, hogy x,y € V szomszédok, ha él koti Oket
ossze, tovabba, deg(x) jeldli az x € V cslics fokat vagyis
a szomszédainak szamat. Az

egyszerl véletlen bolyongas a grafon a kovetkezo:
amikor a lanc x € V-ben van véletlenszeriien (egyenletes
eloszlas szerint) kivélaszt egy szomszédot és oda ugrik.

—L _ x, y szomszédok;
p(X,y)={ deg) * ) (46)

0, egyébként.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példa: Bolyongas grafokon (cont.)

PELDA 19
123475
1/ 0 [1/2]1/2] 0 | 0
201/3] 0 [1/3][1/3] 0
3[1/4[1/4] 0 [1/4]1/4
4] 0 [1/2]1/2] 0 ] 0
5/ 0/ 0[1]07]0

Egyszer(i graf és a hozza tartozd egyszerii véleletlen
bolyongas atmenetvaldszinliség matrixa.
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Duplan stochasztikus MC

DEFINICIO 20
Egy MC duplan sztochasztikus, ha a valésziniiségi
atmenet matrix minden oszlopanak Osszege egyenld 1-el.

zp(inj)=1.vj

TETEL 21

Egy véges allapotterii MC duplan sztochasztikus akkor és
csak akkor, ha a staciondrius eloszlas az egyenletes
eloszlas.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy #S = N, akkor

;ﬂ@M&n:%;M&mz%zﬂu)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Stacionarius eloszlasok

Osszefoglalas

TETEL 18

Tegytk fel, hogy egy MC:
@ irreducibilis
@ aperiodikus
o létezik stacionarius eloszlas .
Ekkor
a) A MC pozitiv rekurrens,
b) lim p"(i,j) ==(j), Vi,j
c) Vj, w(j) > 0.
d) A stacionérius eloszlas egyértelmii.

(
(
(
(

V.
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Stacionérius eloszlasok

Példa: Bolyongas grafokon (cont.)

Nyilvan
deg(x
> deg(x)p(x,y) = > ¥ Ca) _ deg(y) .
y szomszédja x-nek eg(x)
(47)
Normalizalas utan kapjuk, hogy
_ deg(y)
) =5 uE (48)

staciondrius eloszlast definidl. A fenti esetben ez:

— (2 3 4 2 1
T= (12712>12712712')

Karoly Simon (TU Budapest)
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Duplén stochasztikus MC

© Duplan stochasztikus MC
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Duplan stochasztikus MC

Példak

PELDA 22 (Bolyongas periodikus peremfeltételekkel)

Tekintsik az A file 32. slide-jan bemutatott bolyongas
periodikus peremfeltételekkel példat. Ez nyilvan duplan
sztochasztikus.

Sztochasztikus folyamatok 2015 2015-03-23 72 /138

Karoly Simon (TU Budapest)




Duplén stochasztikus MC

Példak I

Példa: (Koralaka palyan modulo 6 ugrasok)

Egy korre felcsavarjuk a 0,1,2,...,5 véges
szamsorozatot, Ugy hogy az 5 és a 0 szomszédok. Egy
olyan szabalyos dobdkockat hasznalunk, melynek

@ harom oldalan 1-es,
o két oldalan 2-es,
@ egy oldalan 3-as van.
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Duplan stochasztikus MC

Példak Il (cont.)

kovetkezik, hogy a lanc irreducibilis és aperiodikus,
vagyis a 18. Tétel feltételei teljestilnek. (Nyilvan
w(i) =1/6, Vi-re.)
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Detailed balance condition

Detailed balance condition

Azt mondjuk, hogy 7 teljesiti a
detailed balance condition -t, ha Vx, y-ra

m(x)p(x,y) = m(y)p(y;x) (49)
Ha mind két oldalt sszegezzik y-ra, kapjuk, hogy

>a(y)p(y,x) Zﬂ(X)gp(X,y) = m(x).

=1

Tehét ha egy valdsziniiségi mérték eleget tesz a (49)
formulanak, akkor az stacionérius eloszlas. Van olyan

Karoly Simon (TU Budapest)
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Detailed balance condition

Detailed balance condition (cont.)

Tehat lehet, hogy van stacionarius eloszlas, de nincs
a (49) formulanak eleget tevé stacionarius eloszlas.
Ennek ellenére sokszor ha megsejtjiik, hogy mi lesz a
stacionarius eloszlas, a legegyszeriibben ezt Ggy
ellendrizhetjiik, ha ellenérizzik, hogy a (49) teljesil-e.
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Duplén stochasztikus MC

Példak Il (cont.)

Annyit 1épiink elére amennyit dobunk (modulo 6). Az
atmenet valdszinliség matrix

0(1] 2[3[4]5
0 [1/2]1/3]1/6] 0 | O
00 [1/2]1/3]1/6] 0
000 [1/2]1/3]1/6
1/6/ 0 | 0| 0 [1/2]1/3
1/3[1/6] 0 | 0 [ 0 [1/2
5(1/2|1/3[1/6] 0 | 0 | 0

Azonnal lathatd, hogy az atmenetvaldsziniiség matrix
harmadik hatvanya P3 minden eleme pozitiv. Innen

HWN=O
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Detailed balance condition

@ Detailed balance condition
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Detailed balance condition

Detailed balance condition (cont.)

staciondrius eloszlas ami nem teljesiti a (49) formulat.
Példaul: tekintsiik azt a MC-t aminek
atmenetvalésziniiség méatrixa:

0505 0
P=]03 01 06
02 04 04

Felhasznélva, hogy p(1,3) = 0, konnyi latni, hogy
m(3) = 0 kdvetkezne. Innen és a (49) formulabdl

m(2) =m(1) = 0 jonne ami lehetetlen. Masrészt, P egy
duplan sztochasztikus matrix amire létezik stacionarius

eloszlés, nevezetesen az egyenletes eloszlds: ™ = (3, . 3).

Karoly Simon (TU Budapest)
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Detailed balance condition

Reversible MC

Most a [4, 1.6 fejezetet] hasznéljuk. Jeldlés: Az (X,)
MC esetén bevezetjiik az

XD = (Xo, ..., X) (50)
Tehéat x 1= (xq, ..., x,)-re
{X§=x} ={Xo=x0,...,Xp = Xn} (51)

tovabba egy x = (xo, ..., x,)-re legyen

X = (Xny Xn—1, - - - X1, X0)-
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Reversible MC (cont.)

A (49) formulabdl azonnal kévetkezik (hazi feladat
belatni, hogy):

m(x0)P(x0, X1)* * P(Xn—1.X0) =T (Xn) P(Xn; Xp-1)- - -P(X1, X0)-
(52)

Ezt masképpen irva az x = (xp, ..., x,) jeloléssel:

Pr (X =x) =P (X5 = %). (53)

Tehat ha az (X,) Markov lancnak van stacionérius
eloszlasa, és erre teljesiil a detailed balance condition,
akkor az (Xo, ..., X,) eloszlasa ugyanaz mint az

(Xny ooy Xp) eloszlasa.
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Detailed balance condition

Reversible MC (cont.)

PELDA 24 (Egyszerii véletlen bolyongas grafokon, 67.
slide)

Tekintslink egy egyszer(i véletlen bolyongast egy

G = (V. E) grafon. Hasznalva a (67) slide jeloléseit,
ekkor a stacionarius eloszlas: m(y) = deg(y)/2#E .
Azonnal latszik (hazi feladat), hogy ez teljesiti a detailed
balance condition-t:

m(x)p(x,y) =m(y)p(y,;x), V¥x,y€S.
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Detailed balance condition

DEFINICIO 26 (Forditott idejii lanc)

Adott egy (X)) irreducibilis MC, melynek
dtmenetvaldszinliség matrixa P és staciondrius eloszlasa
7. Definidljuk a P matrixot:

— 7"()’)!(’())’%) . (54)

Ekkor P egy sztochasztikus matrix (minden elem
nem-negativ, minden sor 6sszeg egyenld 1-el.) Tehat P
meghatéroz egy (X,) MC-t, amit az (X,)

time reversal -ének hivunk.

Nyilvan, ha (X,) reversible, akkor P = P.
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Detailed balance condition

Time reversal (cont.)
Bizonyitas. El8szor belatjuk az (a) -részt:

SaBlx) = ()™ ).

Most igazoljuk a (b) részt:

Pr(X§ =x) = m(x0)p(x0. x1)p(x1, %) - -+ p(Xa-1, Xn)
= T(Xn)P(Xn; Xp—1) - - - P(x2, x1)P(x1, X0)
= P, (X§=%).
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Reversible MC (cont.)

DEFINICIO 23 (reversible MC)

Azt mondjuk, hogy az (X,) MC reversible
(megfordithatd) ha létezik stacionarius eloszlasa 7, és

m teljesiti a (49) formulat .
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Detailed balance condition

Reversible MC (cont.)

PELDA 25 (Bolyongas periodikus peremfeltételekkel (A
file 32. slide))

Emlékeztetd: véges éllapottér (szdmossdga N ) a korre
felcsavarva. Az éramutatd jarasaval egyez6 iranyba p
valészinliséggel, az ellentétes iranyba g =1 —p
valészinliséggel ugrunk 1-et. A lanc duplan

sztochasztikus, igy @ = (7...., ;). Azonban

m(k)p(k, k + 1) :% és = m(k+1)p(k + 1, k)

=|a

ezek csak akkor egyenléek ha p = g. Tehat mas
esetekben a detiled balance condition nem teljesiil.

4
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Detailed balance condition

Time reversal

TETEL 27
Hasznalva a 26. Definicié jeloléseit:
(a) m staciondrius eloszlds nem csak (Xj)-re de
szintén (X,)-re is és
(b) minden x-re:

P (X =x) = P: (X7 = %) (59)
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Detailed balance condition

Sziiletési és halalozasi folyamatok

Sziiletési és halalozasi folyamat oknak hivjuk az olyan
MC-t, amelynek allapottere

S:={k,k+1,...,n}.

és soha nem ugorhat 1-nél tobbet. Vagyis a lehetséges
ugrasok: —1,0,1. Az atmenetvaldszinliség matrix:

p(x,y)=0ha |[x —y|>1:
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Sziiletési és halalozasi folyamatok (cont.)

A P atmenetvaldszinliség matrix tehat

p(x,x +1)=pchax<n
p(x,x —1) = qx ha x > k
p(x,x)=1—py—qx hak <x<n.

és minden mas p(x,y) =0. Vigydzatittp+q #1
lehetséges!

Karoly Simon (TU Budapest)
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Detailed balance condition

Sziiletési és halalozasi folyamatok (cont.)
Vagyis ahhoz, hogy (49) teljesiiljon sziikséges, hogy
Px

w(x+1) =
( ) Ax+1

(x). (56)

Ezt iterdlva minden 1 <j < n — k-ra

7r(k + I) _ ﬂ_(k) . Pk+i—1 " Pk+i—2 " " Pk+1 * Pk (57)
Qk+i* Ghi—1" k42 * k41

I

Konnyi 1atni, hogy ha m(k)-t Ggy vélasztjuk, hogy

(k) - (1 +§ r;) =1, (58)

2015-03-23 91 /138

Karoly Simon (TU Budapest)

Sztochasztikus folyamatok 2015.

Detailed balance condition

Sziiletési és halalozasi folyamatok (cont.)

PELDA 29 (7 az Ehrenfest lancra (lasd A file 8. slide))

Itt S=1{0,1,...,N}. Az (57) formuldba valé
behelyettesités utan azonnal kapjuk, hogy

/

N
Mivel 1+ > r; = 2N ezére (i) =27N("), i=0,....N.

Sztochasztikus folyamatok 2015 2015-03-23 93 /138

Karoly Simon (TU Budapest)

Detailed balance condition

Egy maésik javitasi lanc (cont.)

reggelén. Ekkor (X,) Markov folyamat, melynek
atmenetvaldsziniiség méatrixa:

o (1] 2 3
0| 05/05] 0 |0
1/0.05/05|045| 0
2, 0 |01/05|04
3] 0 /003|007

Magyarazat: p(1,0) =0.1-0.5, p(1,2) =0.5-0.9,
p(2,1) =0.2-0.5 és p(2,3) = 0.5-0.8. Az elsé és
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Sziiletési és halalozasi folyamatok (cont.)

TETEL 28
Minden sziiletési és halalozasi folyamat reversible ha
oo n—1
123 hol T1_, := 1.
n§1 kl;[1 g < 00 ahol Iy

Bizonyitas. Azt kell belatni, hogy talalhat6 olyan 7
valészinliségi mérték S-en amely kielégiti a (49)
formuldt. Eszerint x < n-re teljesiilni kell annak, hogy:

m(x + 1) p(x + 1,x) = 7w(x) p(x, x + 1)

Gx+1 Px
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Detailed balance condition

Sziiletési és halalozasi folyamatok (cont.)

teljesiiljon, akkor m egy stacionarius eloszlas, amely
teljesiti a detailed balance condition-t vagyis a lanc
reversible.

m Az Ehrenfset lancra (I. A file 8. slide) mar
kiszamoltuk a stacionérius eloszlast (I. A file 114. slide).
Azt kaptuk, hogy (k) = 2’N(Il\(/>, de ehhez egy
kellemetlen generator fliggvényes levezetés kellett. Most
ezt az eredményt konnyen megkaphatjuk az (57)
formulabdl hiszen az Ehrenfest lanc nyilvanvaléan
sziletési és halalozasi folyamat.
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Detailed balance condition

Egy masik javitasi lanc

Tegyiik fel, hogy egy hivatalban harom gép mikodik .
Minden nap minden miikod6 gépre, 0.1 a valdszinlisége

annak, hogy elromlik . Ha azonban legalabb egy hibas,
akkor

a technikus 0.5 valészinliséggel meg tudja javitani
valamelyik rossz gépet masnapra. Ignoraljuk annak az
esélyét, hogy egy nap legalabb két gép tonkre megy.
Legyen X, a miikodo gépek szama az n-edik nap
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Detailed balance condition

Egy maésik javitasi lanc (cont.)

harmadik sor még trivialisabb. Feladat: hatarozzuk
meg a stacionarius eloszlast!

Megoldas: Mivel ez egy sziiletési és haldlozasi folyamat,
a stacionarius eloszlas eleget tesz a detailed balance

condition-nek. Tehat m-t meghatérozhatjuk az (56)
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Egy maésik javitasi lanc (cont.)
formula segitségével:

Po 0.5

m(1) ==(0) @ € 005 Oc
P 0.45

2) =m(1)- 2 =10c- > = 4

m(2) =x(1) 0 Oc 01 5¢c

P2 0.4
= 2 [— 4 - =
w(3) =7(2) 0 5¢ 03 60c

Tehdt 1 =7(0)+---+7(3) = c(1+ 10+ 45+ 60) .
Innen ¢ = 1/116. Vagyis

1

10 45 60
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Kilépési eloszlasok (exit distributions)

Motival6 példa

Képzeljiink el egy két éves iskolat.

o Az elsé évesek: 60%-a masodéves lesz, 25%-a
vissza bukik elsébe, 15% kilép (K ) vagyis
otthagyja az iskolat.

e Az masodévesek évesek: 70%-a sikerrel elvégzi
az iskolat (S ), 20% vissza bukik masod évesnek,
10%-a kilép.
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Motivalé példa (cont.)

Legyen h(x), x € S annak valésziniisége, hogy a jelenleg
x allapotban 1évé hallgaté valahany év mdlva sikeresen
végez. Ekkor

h(1) = 0.25h(1) + 0.6h(2)
h(2) = 0.2h(2) + 0.7.

Innen h(2) =7/8 és h(1) =0.7.
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Bizonyitas
Legyen T := V,A V). Az A file 6. Lemma kovetkeztében
Vx e C, P (T <o0)=1.

Az (59) formulabdl kovetkezik, hogy Vx # a, b-re
h(x) = E,h(X;). Tovabba n > 1-re

h(x) = Exh(X7pn)- (60)
(Ezt belatjuk a kov. slide-on.) Innen

h(x) = lim Ex [A(Xrn)] = Exh(X7) = B (Vs < V4).
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@ Kilépési eloszlasok (exit distributions)
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Motivalé példa (cont.)

Ekkor ha S ={1,2,S, K} vagyis (elsés, masodikas,
sikeresen végez, kilép), és X, mutatja, hogy egy didk n
év mulva melyik allapotban van, akkor (X,) egy MC,
melynek allapottere S és dtmenetvaldsziniiség matrixa:

1 12]S| K
2510.6| 0 |0.15
0 [02/0.7] 0.1
0

0

01
00| 1

XN 0NN =

2015-03-23
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TETEL 30

Adott egy MC, melynek S allapottere véges. Legyen
a,beSés C:=5)\{a, b}. Tegyik fel, hogy

(a) h(a) =1,

(b) h(b) =0,

(c) Vx € C:

(59)
Legyen V), = min{n > 0: X, = y}. Tegyiik fel, hogy

Vx € C: Py (VoA Vp < o0) > 0. Ekkor
h(x) =Py (Vs < Vp).

y

2015-03-23
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Bizonyitas (cont.)

Most igazoljuk a (60) formulat. Rogzitsiink egy n > 1-et
és egy x € C-t. Legyen

ui(x, a) =P, (X1 = a) = p(x, a)
és k > 2-re

P, (Xx = a, T = k) - h(a)
1

> p(xx)p(xa, x2) - - p(xk-1, a).

X1,y Xk—1€C

u, =
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Kilépési eloszlasok (exit distributions)

Bizonyitas (cont.)

Végiil legyen
Sk= >

X1, Xk €C

p(x, x1)p(xi, x2) - - p(xi—1, Xic) h(xx)-
Nyilvanval6an

Eu[h(Txnn)] = Bax[h( Txnn) T > n]+§i:Ex [h(Txnn) T=K]

n

Sp+ > uk. (61)

k=1

Karoly Simon (TU Budapest)
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Wright-Fisher model I. A file 23. slide

Az allapottér S = {0,1,...,2N}. Az elnyel6 allapotok, 0
és 2N.Kérdés milyen valdszinliséggel kotiink ki a 2N-be
vagyis a modell nyelvén, milyen valdszinlséggel lesz
egyszer csak minden gén A?

Az atmenetvaldszinliség matrix:

o= () ) 020"

binomial(2N,x/2N)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Wright-Fisher model I. A file 23. slide
(cont.)

Tehat alkalmazhatjuk a 30. Tételt, amibdl:

PX(VN< Vo) :h(X): ﬁ (62)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példa: Gambler's ruin (cont.)
Vagyis p (h(x + 1) — h(x)) = q (h(x) — h(x — 1)) . Innen

h(x + 1) — h(x) = % (h(x) — h(x —1))  (64)

Legyen ¢ := h(1) — h(0). Tehat a (64) formulabdl
x > l-ra

h(x) — h(x — 1) = ¢ (Z)Xl .

Innen

1 — h(N) — h(0) = %h(x) “hx-1)=c % (&)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Bizonyitas (cont.)

Az (59) formulabdl adédik, hogy
Sk = Sk-1— g,
ha k > 1 és Sy = h(x). Igy a (61) formulabdl:

Ex [A(X7rn)] = h(x).1

Karoly Simon (TU Budapest)
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Wright-Fisher model I. A file 23. slide
(cont.)

Tudjuk, hogy a binomial(2/N, x /2N) v.v. varhaté értéke
x. Ezért, ha h(y) = y/2N , akkor

hwr—ﬂm&mmn

Legyen a = 2N és b = 0. Ekkor h(a) =1 és h(b) = 0.
Nyilvanvaldan:

Py (VoA Vp <o) >0, VO<x<N.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példa: Gambler's ruin

Itt hasznaljuk az A file 4. slide jeloléseit, ahol a
Gambler’s ruin példa bevezetésre keriilt. Legyen

h(X) = PX(VN < Vo)

Nyilvan h(N) =1 és h(0) = 0. Mint altalaban, legyen
qg:=1—p. Legyen 0 < x < N. Egy |épés utan

Xn+1 = x + 1 lesz p valészinliséggel, és X1 =x—1
lesz g valdsziniiséggel. Vagyis 0 < x < N esetén:

h(x) = ph(x + 1) + gh(x — 1). (63)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példa: Gambler's ruin (cont.)

Vagyis, ha @ = q/p, akkor ¢ = (1 — 0)/(1 — 6V). Tehat

h(x) = h(x) — h(0) = ctzse" = =5

Karoly Simon (TU Budapest)
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Kilépési eloszlasok (exit distributions)

Tenisz 3 — 3-nal

A Probléma: Teniszben egy game gyoztese az aki
elGszor eléri a 4 pontot, kivéve, ha ez 4 — 3 arannyal
torténik. Ebben az esetben addig jatszanak amig
valamelyik jatékos két pontos elonyt nem szerez. Tegyik
fel, hogy a szervalé nyeri a pontot 0.6 valdsziniiséggel és
az egyes pontok nyerési esélye fiiggetlen egymastél. Mi a
valészinlisége annak, hogy a szervald jatékos nyeri a
game-t, ha az allds most (a szervalé jatékos
szempontjabdl) 3 — 2, 3 — 3 vagy 2 — 37

Megoldas: A jatékot a Markov lancok nyelvén
fogalmazzuk meg. Legyen az allapottér

Karoly Simon (TU Budapest)
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Tenisz 3 — 3-nal (cont.)

Legyen h(x) annak a valdszinlisége, hogy Xy = x-bél
indulva a szervalé gy6z. Nyilvan,

h(2) =1 és h(—2) = 0.
Az egylépéses okoskodasbdl:
h(x) =3 p(x, y)h(y) (65)

Tudjuk, hogy h(2) =1 és h(—2) = 0. Legyen
C =5\ {-2,2} vagyis a nem elnyel6 allapotok.
Ezekre:

Karoly Simon (TU Budapest)
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Tenisz 3 — 3-nal (cont.)

a vektor, amit gy kapunk, hogy a h vektornak a C-n
kivili koordinatait eldobjuk. Ekkor: a (66) formula:

R R 0.6
h—R-h=| 0 (67)
0
Ami tehat
1 —-04 O h(1) 0.6
-06 1 —041]-] KO |=]|0
0 —-06 O h(—1) 0

Ir

Karoly Simon (TU Budapest)
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© Kilépési idd (exit time)
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Tenisz 3 — 3-nél (cont.)

S:={-2,-1,0,1,2} és X, a pont kiilonbség a
jatékosok kozott, a szervald jatékos szempontjabdl. A 2
allapot és a —2 allapot elnyel6, mert ebben az esetben
vége a jatéknak. (2 esetén a szervald, —2-nél az ellenfele
nyert.) Ekkor az dtmenetval6sziniiség matrix:

1]0[-1]-2
2/1]0j0ojo0]o0
106 004/ 00
00 06| 0 [04]0
1[0 0060 |04
2]0fofojo]1]
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Tenisz 3 — 3-nal (cont.)
h(1) = 0.6+ 0.4h(0) (66)
h(0) = 0.6h(1) + 0.4h(—1)
h(~1) = 0.6h(0).

Nincs 0.4-es 6sszeadandé az utolsé sorban mivel
h(—2) = 0. Legyen az R = (r(x,y)), ,.c a P matrix

megszoritasa a C-beli oszlopok és sorokra, tovdbba h az

X,ye

Karoly Simon (TU Budapest)
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Tenisz 3 — 3-nal (cont.)

Tehat
h(1) 0.6 0.8769
h(0) | =(/—R)*-| 0 | = |0.6923
h(-1) 0 0.4154

Karoly Simon (TU Budapest)
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Motivald példa

A 99. slide-on bevezetett motivald példat tekintjik
megint. Ott az volt a kérdés, hogy egy k = 1,2-éves
hallgaté mekkora valdszintiséggel végez. Itt most
ugyanerre a példara azt kérdezziik, hogy

KERDES: Atlagosan mennyi idé alatt végez egy diak?
Legyen g(x) a varhaté értéke az x-edikes didk
végzéséhez szitkséges évek szamanak. g(K) = g(S) = 0.
Megint csak azt nézziik mi torténik egy 1épés miulva:

g(1) =1+0.25g(1) + 0.6g(2)
g(2) =1+0.2g(2).

Karoly Simon (TU Budapest)
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Kilépési idé (exit time)

Motivalé példa (cont.)

Innen azonnal kapjuk, hogy g(2) = 1.25 és g(1) = 2.333.
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A 31. Tétel néhany alkalmazasa

Bizonyitas. A bizonyitas hasonléan megy mint a 30.
Tétel bizonyitasa, ezért ez Hazi Feladat. =

PELDA 32

Szabalyos érmét dobunk addig amig kétszer egymas utan
irds nem lesz az eredmény. Kérdés mi ezen dobasok
varhaté szadma?

Megoldas: /-t irunk, ha a dobas eredménye iras és F-et,
ha fej. Legyen T; azon dobéasok (véletlen) szdma amig
el6szor megkapjuk az egymas utani két irast vagyis az
[l-t. Ehhez asszocialunk egy (X,) Markov lancot

Karoly Simon (TU Budapest)
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A 31. Tétel néhany alkalmazasa (cont.)
Legyen
Vo i=min{n>0:X, =2} é g(x) :=E,[V].
Ekkor az egy-lépéses okoskodasbol:

g(0) = 1+ 0.5g(0) + 0.5g(1) (69)
g(1) = 1+ 0.5g(0).

Legyen 1 az a vektor R%-ben, aminek mind a két
komponense 1. Ekkor g(0) = 0 és a (69) formula:
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Tenisz 3 — 3-nal

A 113. slide-on bevezetett tenisz problémat tekintjik
Gjra. Kérdés: Varhatéan meddig tart a jaték, ha az
allas most (a szervald jatékos szemszogébdl) 2 — 3, 3 — 3
illetve 3 — 27

Megoldas: Legyen g(x) a jaték véarhaté idStartama
feltéve, hogy az x € {1,0, —1} allapotbdl indulunk. Az
el6z6 feladat jeloléseivel analég jeldléseket hasznélva:

0 04 0
R=|06 0 04
0 06 0
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Exit time

TETEL 31

Tekintsiik a véges S allapotterii (X,) Markov lancot.
Legyen AC S és C:= S\ A, tovabba
Vs :=min{n > 0: X, € A}. Feltessziik, hogy:

(a) Py(Va<o0)>0,VxeC,

(b) g(a)=0,Vac A,

(c) ¥x € C-re g(x) =1+ 2 p(x.y)g(y).
Ekkor,

8(x) = Ex[Va4]. (68) |
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A 31. Tétel néhany alkalmazasa (cont.)

S :={0,1,2}, allapottérrel, ahol X, az egymas utani
irasok szdma az n-edik dobas utan. Tehat ha az n-edik
dobas eredménye fej, akkor X, = 0, ha iras, akkor

X, =1 vagy X, = 2 attdl fliggben, hogy X,_1 fej volt
vagy iras. A 2 allapotot elnyelonek allithatjuk be mert
Ggyis csak addig dobunk amig ez be nem kovetkezik.
Tehat az atmenetvaldsziniiség matrix:

0]1]2
0[1/2[1/2] 0
1[1/2] 0 [1)2
2[00 |1
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A 31. Tétel néhany alkalmazasa (cont.)

ahol mint kordbban R, az a matrix, amit P-bdl ugy
kapunk, hogy eldobjuk az elnyelé éllapotokat (jelen
esetben a 2-6t), tovabba g az a vektor, amit Ggy kapunk
a g vektorbdl, ha eldobjuk az elnyel6 allapotoknak
megfelel6 komponenseket. Innen

oo [13]-
Vagyis Eo [V4] = 6.
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Tenisz 3 — 3-nal (cont.)

és innen
1 -04 O
|-R=|-06 1 -04
0 -06 1

Vagyis az €l6z6 feladathoz hasonléan:

19/13 10/13 4/13 1
g=(-R 1= [15/13 25/13 10/13] { ]

9/13 15/13 19/13 | |1

Tehat 3 — 3 esetén a varhatd idétartam:

15+25+10
— X = 3.846.
13

Sztochasztikus folyamatok 2015,

g(0) =

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példa: Amator énekesek |
Ez a feladat a Resnik kényvbdl van: [5, 106. oldal].

Egy étteremben amator énekesek 1épnek fel. Ezek a
barataikkal egyitt jonnek fellépni, akik tobbnyire hasonlé
képességliek énekesek ezért az egymas utani fellépok
képességei nem fliggetlenek egymastdl, hanem a
kovetkezo slidon adott P atmenetvalésziniiség méatrix
altal meghatarozottak. Az énekeseket 1-5 osztalyba
soroljak. (Az elsd osztaly a legjobb.) Az 6todik osztalyd
énekesek az esetek 0.3 részében lazadast valtanak ki.
Ennek helyreallitdsa utan folytatédik az énekesek
fellépése. Az els6 énekes mindig egy masodosztalyd
énekes.
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Megoldas: Amatdr énekesek | (A)

Hasznélva a 30. Tétel jeloléseit: A := {1}, B:= {6} és
C :=1{1,2,3,4}. Tovabba: legyen

03 03 03 0.05 0.05

p._| 020303 01 | | 005
~ 1020303 01 "7 7| 005
0.1 0.1 0.1 0.39 0.01

Legyen )

hi=(U-R)'-Y,
ahol | a 4 x 4 egység matrix (diagonalis matrix, melynek
minden diagonalis eleme egyenl6 1-el.) Az altalunk
keresett érték h(1) = 0.557 .

Karoly Simon (TU Budapest)
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Megoldas: Amatdr énekesek Il (B)

Legyen
g:: (IﬁR)il']'?

ahol 1 € R® az a vektor aminek mind az 5 komponense
egyenld 1-el.

2.068 4.854 6.541 7.229 3.333
1.152 6.389 7.046 7.788 3.333
1.123 5.149 7.869 7.644 3.333
1.122 5149 6.869 8.644 3.333
0.591 2.815 3.678 4.066 3.333

(I-R)y*'=
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Példa: Amator énekesek Il

0.05 10.15 03 03 02| 0
0.05 | 03 03 03 0.05| 0
p_ 00502 0303 01| 0
| 00502 03035 010
0.01 | 0.1 0.1 0.1 03903
0.2 ‘ 02 02 02 02 H 0
Kérdések:

(A) Mi a valdszinlisége, hogy legalabb egy elsdosztalyd
énekest latunk az elsé lazadas elott?

(B) Varhatban hany énekest latunk az els6 lazadas elétt?
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Kilépési idé (exit time)

Megoldas: Amatdr énekesek | (B)

Itt az elnyel6 allapot A = {6}. Tehat itt csak a 6. sort
és a 6. oszlopot dobjuk ki, hogy az R matrixot
megkapjuk (kilonbozik az (A) rész R matrixatdl.)

0.05 0.15 0.3 03 0.2
0.05 03 03 0.3 0.05
R:=1005 .2 3 03 0.1
0.06 .2 3 035 01
0.01 01 01 0.1 0.39
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Kilépési idé (exit time)

Megoldas: Amatdr énekesek 111 (B)

24.026
25.710
25.119
25.119
14.484

g=(-R 1=

Mivel masodosztalyl énekessel kezdiink ezért amit
keresiink az g(2) = 25.710 . Vagyis masodolytalyd
énekessel kezdve varhatéan 25.710 dalt hallunk a lazadas
elott.
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