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Példak, Alapfogalmak Példak Markov lancokra

P(Xo1=i+1Xo=i,Xoo1=ln-1,...,X0 =)
=P(Xpr=i+1Xp=i), (1)

amely valésziniiség egyenld 0.4-el feltételliink szerint.
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Karoly Simon (TU Budapest)

Példak, Alapfogalmak Példak Markov lancokra

A Gambler’s ruin példaban ha N = 4, P az alabbi
5 x 5-6s métrix:

01,23 4
010,000
1106 0|04, 010
2, 01/06 0104 0
3/0|006/0/04
4,000 0 |1

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példak, Alapfogalmak

@ Példak, Alapfogalmak
@ Példak Markov lancokra

@ Bolyangasok
@ Bolyongasok {0,1,...,n}-en

@ Chapmann-Kolmogorov egyenldtlenség
@ Megallasi id6, Eros Markov tulajdonsag

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példak, Alapfogalmak Példak Markov lancokra

Gambler’s ruin Képzeljiink el egy olyan szerencse jatékot,
amelynek minden forduldjaban:

@ p = 0.4 val6sziniiséggel nyeriink $1-et
@ 1 — p = 0.6 valészinliséggel veszitiink $1-et.

A megall ha elériink egy el6re adott N = 4 dollar értéket,
illetve, ha a pénziink elfogy.

Az n-edik jaték utan X, dollarunk van. Ekkor

X, "Markov tulajdonsagd" . Vagyis :

ha ismerjiik az X, értékét, akkor barmilyen mas tovabbi
informacié arra vonatkozélag, hogy az elsé n — 1 jaték
utan mennyi pénziink volt, semmit nem segit abban,
hogy a leheto legjobb becslést adjuk az X, 1 értékére.
Vagyis:
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Homogén diszkrét ideji Markov lanc

DEFINICIO 1
Azt mondjuk, hogy X, egy homogén diszkrét idejli
Markov lanc, a P = p(i,j) dtmenetval6szinliség

métrix-al, ha minden n, re és minden i j, i, 1,...,ip-ra:

P (Xopr = [ Xo =1, Xo-1 = in-1,..., Xo = i)
= p(i.j) (2)

A P matrixot Markov-matrixnak is hivjak.

A P matrix irja le a jatékszabalyokat. A Gambler's ruin
példaban:
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Ehrenfest lanc

Adott két urna, amelyekben Gsszesen N goly6 van. Az
egyik urnat jobboldali a masikat baloldali urnanak hivjuk.
Véletlenszeriien kivalasztjuk valamelyik golydt és
athelyezziik a masik urnaba. Legyen X, a baloldali
urnaban lévo golydk szama az n-dik athelyezés utan.
Ekkor X, homogén Markov lanc hiszen

N—i

plisi+1) = =, p(i.,i—l):ﬁhaogigN

és p(i,j) = 0 egyébként.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Ehrenfest lanc (cont.)

Az atmenetvaldszinliség matrix:

012 3[4
0o 10|00
1(1/4] 0 [3/4] 0 | 0
200 [2/4] 0 [2/4] 0
300 [3/4]01/4
4700010

Karoly Simon (TU Budapest)
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Szocialis mobilitasi lanc

Legyen X, egy csalad szocialis osztalya az n-edik
generaciéban, ha

alsé osztaly:1 kézép osztaly:2 felsé osztaly:3
Tegytk fel, hogy a valdsziniisége a szocialis osztaly
valtozasnak a kovetkez6 Markov matrix altal adott:

1123

1/0.7]0.2]0.1
210.3/05/0.2
3/02/04/04

Kérdés: Az egyes osztalyokba tartozé emberek aranya
stabilizalédik-€?

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példak, Alapfogalmak Példak Markov lancokra

Diszkrét sorbanallasi lanc (cont.)
varakozik egy igény sem, akkor holnap reggel ¢ igény fog
varakozni. Vagyis

Xn+1 - (Xn - 1)+ + gn .

Innen adédik, hogy

dyp 41 dp a3 aa
0 a a1 a a3

P= 0 0 dy a1 a
0

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példak, Alapfogalmak Példak Markov lancokra

Készletezési lanc (cont.)

Egy konkrét példa: Legyen s =1,5 =5 és
P(Dn+1 — 0) — 037 ]P(DnJrl = 1) — 04
P(Dn+1 = 2) = 027 P(Dn+l = 3) =0.1

012|345
00| 0|01/02/04/03
1/0/01]01/0.2(0.4/|0.3
2|03|04/03/0/|0|0
3/01/02/04/03, 010
410 (01/02/04/03| 0
5/0001|02|04/03

Karoly Simon (TU Budapest)
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|dojarasi lanc

Legyen X, értéke egy bizonyos sziget idGjarasi allapota
altal meghatarozott. Nevezetesen X, = 1 ha az nedik
napon esds az id6 és X, = 2 ha napos. Tegyiik fel, hogy
annak valdszinlisége, hogy esos idot esds kovet 0.6 és
hogy napos ido kovet 0.4. Tovabba a valésziniisége,

hogy napos idot esés kévet 0.2 és napos kovet 0.8
valésziniiséggel. Ekkor a Markov-matrix:

12
110604
2/0.2/0.8

Kérdés: Hossz( tdvon mi a napsiitéses napok aranya?

Karoly Simon (TU Budapest)

Sztochasztikus folyamatok 2015 2015-02-24 10 / 139

Diszkrét sorbanallasi lanc

Egy kiszolgalasi rendszerbe minden nap egyetlen igényt
tudnak kielégiteni (ha van igény egyaltalan). Az n-edik
nap beérkezé igények szdma egy valdszinliségi valtozd
(v.v.) &, melynek eloszlasa

P(&, = k) = ak, ahol k=0,1,2...

azonos minden n-re és &, v.v.-k fliggetlenek. Legyen X,
az n-edik nap reggelén kiszolgalasra varé igények szama.
Ha ma reggel i > 1 igény var kiszolgalasra, akkor holnap
reggel i — 1 + & igény varakozik, mig ha ma nem

Karoly Simon (TU Budapest)
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Készletezési lanc

s, S raktarozasi stratégia:Ha a nap végén a boltban
egy adott arubdl tobb mint s darab van, akkor masnap
reggelre nem hozatnak ebbdl az arubdl egyet sem.
Azonban, ha a nap végén ezen arubdl s vagy annal
kevesebb van, akkor annyit hozatnak, hogy masnap
reggelre S darab legyen ebbdl az arubdl. Legyen X, ezen
aruk szama az n-edik nap végén és D, ;1 jeloli, hogy ezen
arubdl milyen nagy a kerslet az n + 1-edik napon.
Hasznélva a x™ := max {x, 0} jelolést:

M EC Do), ha X, >s;
n (§—D,1)*, haX,<s.
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Példak, Alapfogalmak Példak Markov lancokra

Készletezési lanc (cont.)

Feltéve, hogy minden eladott drun 12%-t nyeriink, de
2%ba keriil az aru egynapi raktarozasa
Kérdés:

@ Mi lesz a hosszl tavi nyereség ezen az arun?

@ Hogyan kell valasztani s, S értékét, hogy a haszon
maximalis legyen.

Karoly Simon (TU Budapest)
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7/ Ve - /
Javitasi lanc

Egy gépben harom olyan alkatrész van, amelyek tonkre
mehetnek, de a gép miikodik amig legalabb az egyik ezek
kozil az alkatrészek kozill miikodd képes. Amint elromlik
legalabb kett6 ezen alkatrészek koziil, azokat kicserélik
rogton és a gép masnap reggeltdl djra mikodik.
Feltessziik, hogy semelyik két alkatrész nem hibasodik
meg ugyanazon a napon, tovabba annak valésziniisége,
hogy az 1l-es a 2-es és a 3-as alkatrész meghibasodik
rendre: 0.01, 0.02 és 0.04.

Ha Markov lancokkal szeretnénk ezt a folyamatot
modellezni, célszerli az allapot térnek a

Karoly Simon (TU Budapest)
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Javitasi lanc (cont.)

Kérdés: 1800 nap alatt kb hany alkatrészet hasznalunk
el az 1-es,2-es és a 3-as tipusok kozil?

Karoly Simon (TU Budapest)
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Elagazé folyamatok

(Branching processes) Tekintsiink egy populaciét,
amelyben a 0- adik generacid egy személybdl all és az
n-edik generaciéban mindenki egymastdl fiiggetlenil py
valészinlséggel ad életet k gyereknek, akik az n + 1-edik
generacidba tartoznak. Itt k =0,1,2,... Legyen X, az
n-edik generacidba tartozé egyedek szama. Az allapot
tér tehat N = {0,1,2,...}. Ha Yy, Y,... figgetlen
valészinliségi valtozdk, melyekre P (Y, = k) = p« ,
akkor az atmenetvaldsziniiség matrix: p(0,0) és

p(i,j) =P(Yi+---+Yi=j) hai>0ésj>0,
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Karoly Simon (TU Budapest)

Példak, Alapfogalmak Példak Markov lancokra

Wright-Fisher model

Egy rogzitett nagysagli populacié minden lépésben 2V
génbdl all melyek egy része a a tobbi pedig A tipusi. Ha
a szll8 populaciéban j € {0,...,2N}, a tipusd gén van,
akkor a kovetkez6 generacid felépitését 2N darab
fliggetlen binomialis kisérlet hatarozza meg a

Pi=3%y q4G=1—3
valészinlséggel. Vagyis ha X, az nedik generaciéban az
a-tipust gének szama, akkor a megfelelé Markov-matrix:

. , 2N B
P (Xni1 = k| Xy = j) = p(j, k) = ( p )pqu’v . (3)
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Karoly Simon (TU Budapest)

Sztochasztikus folyamatok 2015,

Javitasi lanc (cont.)

{0,1,2,3,12,13,23} halmazt vélasztani aszerint, hogy
éppen melyik alkatrészek hibasak. Az atmenet
valészinliség matrix:

0 1 2 3 1213 | 23
0 (0.93/0.01{0.02{0.04| 0 0 0
1,0 (094] O 0 |0.02(0.04] 0
2|0 0 |095| 0 [0.01) O [0.04
3]0 0 0 |097| 0 |0.01]0.02
12 1 0 0 0 0 0 0
13| 1 0 0 0 0 0 0
13| 1 0 0 0 0 0 0
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Karoly Simon (TU Budapest)

Elagazé folyamatok vizsgalatanak
torténete

Francis Galton 1873-ban az Educational Times-ben
kérdezte: mi a valdszinlisége annak, hogy kihal egy
csalad férfi agon vagyis "kihal a név"? Reverend Henry
William Watson megvalaszolta a kérdést és ketten egyiitt
1874-ben irtak egy cikket On the probability of
extinction of families cimmel. Ezért a megfelelé Markov
lancot Galton-Watson folyamatnak hivjuk. Tehat itt csak
a fid gyerekek kiilonb6z6 generacidkba tartozd szamat
kovetjiik mert Ok viszik tovabb a nevet.
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Karoly Simon (TU Budapest)

Példak, Alapfogalmak Példak Markov lancokra

Elagazé folyamatok (cont.)

Specialis eset: Az utédok szdma geometriai eloszlasd:
pe = P (utédok szama = £) = ¢’p.
Ekkor az 4tmenetvaldsziniiség matrix (k, £)-edik eleme:

(k-1
p(k, 0) = ( , )p q“.

(Hazi feladat ellendrizni.)
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Karoly Simon (TU Budapest)

Példak, Alapfogalmak Példak Markov lancokra

Wright-Fisher model (cont.)

Ebben a modellben az x = 0 és az x = 2N elnyeld
allapotok. Ez azt jelenti, hogyha a folyamat ezen
allapotokba jut, akkor 6rokre ott is ragad.
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Karoly Simon (TU Budapest)




[Tl Példak Markov lancokra

Mutaciés Wright-Fisher modell

Az (j generacid létrehozasa el6tt mindegyik gén
mutalédhat. Egy a génbdl A lesz oy valdszinliséggel még
egy forditott irdnyt mutalédas valésziniisége . Igy az
atmenet matrixot tovébbra is a (3) formula hatarozza
meg de most mar a mutacié miatt médositott
valészinliségekkel:

pj = ;W(l — ()51) + <1 — ;W) o,

és

J )(1—042).

J
qjiial‘F(l*ﬁ

2N

Itt nincsenek elnyeld allapotok.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Két-lépcsés Markov Lancok (two stage
Markov chains) (cont.)

Ekkor az éllapot tér: {SS,SK,KS, KK} és az
atmenetvalésziniiség matrix:

SS |SK | KS |KK
SS[3/4|1/4] 0 | 0
SK| 0|0 23|13
KS|2/3/1/3] 0 | 0
KK| 0| 0 |1/21/2
Magyarazat: Ha (X, 1, X,) = (S, K), akkor annak

valdsziniisége, hogy (X, Xp11) = (K, S) egyenld 2/3-al.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Tl Bolyangasok

Bolyongasok Z-n.

Egyszerii szimmetrikus bolyongas S = Z%-n:

ha [|x —y|| = 1;
egyébként.

)= { g (@

Altalanos bolyongas S = Z9-n:
p:7Z9—[0,1]; > p(x) =1, é az atmenetvalésziniiség
XEZ

matrix P = (p(x,y)):

p(x,y) = p(x —y).
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Karoly Simon (TU Budapest)

Tl Bolyangasok

Visszavero peremek

HWN=O

oo on | oo
O OQ | O | =
oQ | OT|ION
= ot | oo w
OoOT | OO o b
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Karoly Simon (TU Budapest)

[Tl Példak Markov lancokra

Két-lépcsés Markov Lancok (two stage
Markov chains)

A kovetkez6 példaban

Xni1 fugg az (Xi-1, Xp) értékétd| .

Kosarlabda lanc

Képzeljik el, hogy egy kosarlabda jatékos a kovetkezo
valészinliségekkel dobja be a biintetdt:

1/2 ha mind a két korabbi biintetét amit dobott kihagyta
2/3 ha a két korabbi biintetd egyikét kihagyta

3/4 ha mind a két korabbi biintet6t bedobta.

Legyen tehdt X, = S a sikeres biintet6 esetén és X, = K
a kudarc esetén.
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Karoly Simon (TU Budapest)

Sztochasztikus folyamatok 2015

Kettot hatra egyet elore lanc

0[1[2] 3]4]5
0[5[3][0]0]0]0
1/2/0][3][0]0]0
2/;/0/0]35]0]0
3/0[3]/0/0]35]0
4/10/0[5]00]3
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Karoly Simon (TU Budapest)

Sztochasztikus folyamatok 2015.

Tl Bolyangasok

Elnyelo peremfeltételek:

@~ @8l _e.__e

0/1/2(3/4
0/1/0/0/0/0
1/g|0|p|0]0
2|/0/qg|0|p|0
3/0/0|q|0|p
4/0/0/0/0/|1

Tl Bolyangasok

Periodikus peremfeltételek

0/1/2/3|4
0/0[p|0]0|g
1/g|0|p|0]0
2/0|qg|0|p|0
3/0/0|q|0|p
4/p|0|0]qg|0
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Tobblépéses atmenetvalosziniuség
matrixok

Jeloljuk p™(i,j) -vel a annak valdszinliségét, hogy a

P = p(i,j) atmenetvalésziniiség matrixd Markov lanc az
i-b6l m 1épésben a j allapotba jut.

Célunk az m lépéses atmenet matrix felirdsa a P matrix
segitségével. Nézziink ezt a szocialis mobilitas lanc
esetén keresztiil:

1123

1/0.7/0.2]0.1
2103|0502
3/02/04/04
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Karoly Simon (TU Budapest)

Tobblépéses atmenetvaldsziniiség
matrixok (cont.)

A valddi kérdés a kétlépéses atmenet szempontjabdl:
Feltéve, hogy valakinek a sziilei kozéposztalybeliek voltak
mi a valdszinlisége, hogy az illeté gyerekei alsé
osztalybeliek lesznek?

3
PO = 11X =2) = > P(Xo =1, X1 = k[ Xp = 2) =
k=1

3
= > p(2,k)p(k,1) =0.21.
k=1
Karoly Simon (TU Budapest) Sztochasztikus folyamatok 2015. 2015-02-24 35 / 139
Példak, Alapfogalmak Ch: -Kolm

Tobblépéses atmenetvaldsziniiség
matrixok (cont.)

time 0 m m+n

Bizonyitasa az abrabdl nyilvanvald: Indukcids feltétel
szerint annak valdszinlisége, hogy i-bdl m Iépésben
k-ban lesziink p™(i, k). Indukciés feltétel szerint annak
valészinlisége, hogy k-bdl n lépésben j-ban lesziink
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Karoly Simon (TU Budapest)

Példak, Alapfogalmak [ “Kolm

Tobblépéses atmenetvaldsziniség
matrixok (cont.)

leszarmazottak aranya a fenti komponensek szerint oszlik
meg.

A gambler’s ruin példaban, ahol az dtmenetvalészinliség
matrix:

01,23 4
010, ,010/0
1106 0|04, 010
2, 01(06 0104 0
3/0|0 06004
4,001,001
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Karoly Simon (TU Budapest)

Tobblépéses atmenetvaloszinuség
matrixok (cont.)

Kérdés: Tegylik fel, hogy valakinek a sziilei a kozép
osztalyba tartoztak (2). Mi a valdsziniisége, hogy &
maga a felsé osztalybeli (3) és a gyerekei az alsé
osztélyba tartoznak (1)?

P(Xo=1X =3[X=2) =
—PXo=1X=3X=2)P(X; =3X =2) =
p(3.1) p(23)
=p(2,3) p(3,1).

Karoly Simon (TU Budapest)
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Tobblépéses atmenetvaldsziniiség
matrixok (cont.)

Vegyiik észre, hogy ez a P2 métrixnak a (2,1)-es eleme.
Hasonldéan lathatd, hogy a két-lépéses atmenet matrix a
P? matrix és altaldban az m-lépéses dtmenet métrix a
P™ matrix. Ennek igazolasa azon mdlik, hogy tetszdleges
n,m-re P"M =P". P™ aminek (i, /) edik elemére tehat

P = SRR P k). ()

Ezt nevezzitk Chapman-Kolmogorov egyenléségnek.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Példak, Alapfogalmak Ch: -Kolmoy

Tobblépéses atmenetvaldsziniiség
matrixok (cont.)

p"(k,j). Ez a két esemény a Markov tulajdonsag miatt
fuggetlenek. Tehat annak valdsziniisége, hogy ibdl n+ m
[épésben j-be jutunk Ggy hogy n Iépés utan k-ban
voltunk: p™(i, k) - p"(k,j). mivel k tetszéleges a
Chapman-Kolmogorov egyenléséget bebizonyitottuk.
Késébb be fogjuk latni, hogy a szocialis mobilitasi lanc
esetén P” tart egy olyan matrixhoz aminek minden sora
(22/47,16/47,9/47). Ez azt jelenti, hogy barmilyen
hatérrel is rendelkeztek a nagyon régi 6sok, a
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Karoly Simon (TU Budapest)

Példak, Alapfogalmak [ -Kolmoy

Tobblépéses atmenetvaldsziniség
matrixok (cont.)

A hatarérték lim P" szintén létezik és latni fogjuk, hogy
a kovetkez6 matrix:

0/1/2|3|4
0 1/0/0|0|0

57 8
B0 o
2 g 0/0]0 &
3/10/0]0
4/0/0(/0/0]|1
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Jelolések, fogalmak

P.(A) =P (AlXp = x).

E, jeloli a varhaté értéket a P, valdszinliségre.
Az els6 visszatérés ideje y-ba:

T, =min{n>1:X,=y}

Annak valészinlisége, hogy y-bdl indulva valaha is
visszatériink y-ba:

Py =Py (T, < o0)

Karoly Simon (TU Budapest)
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Megallasi id3, Erbs Markov tulajdonsag
7/ 7/ . . ”

Megallasi ido

Nyilvanvaléan T, egy megallas id6 mivel:

{T}/:n}:{xl#yw“aXn—l?éy?Xn:y}'

PELDA 3
@ T = k konstans idopont megallasi id6 nyilvan.
@ Az els6 idopont amikor az X, belelép egy elére adott
halmazba. T(A) :=min{n: X, € A}.
@ Barmely rogzitett k-ra, az els6 idopont amikor a
folyamat k-adik alkalommal |ép egy elére adott A
halmazba. (Ezt be fogjuk latni késébb.)
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Karoly Simon (TU Budapest)

Megallasi id8, Erbs Markov tulajdonsag
Eros Markov tulajdonsag

TETEL 5

Legyen X, egy Markov lanc P = (p(i,J))
atmenetvaldszinliség matrix-al és T egy megallasi ido.
Feltéve, hogy T = n és X7 = y, minden mas az

Xo, - .., X7-re vonatkozé informacié irrelevans a jovot
illetden (vagyis X7« értékeinek becslése szempontjabdl)
és k > 0-ra, X7 ugy viselkedik mint egy Markov lanc,
melyet az y-bdl inditottunk.

A T = k esetben kapjuk a Markov tulajdonsagot ebbdl.
Miért igaz ez?

Karoly Simon (TU Budapest)
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Megallasi id8, Erbs Markov tulajdonsag
Erés Markov tulajdonsag (cont.)

Vagyis V, azon x = (xo, . .., X,) halmaza melyekre

Xo=x0,.. ., Xn=x,= T =nés Xyt =y
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Megllasi id6, Erés Markov tulajdonsag
Jelolések, fogalmak (cont.)

Intuitiven: annak valésziniisége, hogy y-bédl indulva
legalabb kétszer vissza tériink y-ba egyenld piy—el, hiszen
az, hogy mi torténik az elsé visszatérés utan érezziik,
hogy fluggetlen kell attdl, hogy mi tortént elétte. Ahhoz
hogy a fenti érzésiinket igazoljuk, bevezetjiik a
megallasi id6 (vagy Markov-idépont) fogalmat.

DEFINICIO 2 (Megallsi idé (stopping time))

Azt mondjuk, hogy T megallasi id6, ha a {T = n}
esemény (megallunk n-ben) bekévetkezését vagy be nem
kovetkezését el tudjuk donteni az Xy, . . ., X, értékeinek
ismeretében.

Karoly Simon (TU Budapest)
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7/ 7/ = . ”
Megallasi id6 (cont.)

Ellenben: Az utolsé idépont amikor a folyamat egy
adott halmazba eljut nem megallasi id6 mert ahhoz, hogy
ezt leellendrizziik a folyamat egész jovojét kellene ismerni.

LEMMA 4

Két megallasi id6
@ Osszege
@ maximuma
@ minimuma

is megallasi ido.

A bizonyitas trivialis.
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Megallasi id8, Erbs Markov tulajdonsag
Erés Markov tulajdonsag (cont.)

Csak annyit bizonyitunk most be, hogy
P(Xrp1=2z[Xr=y,T=n)=ply.z).  (6)

Egy tetszéleges x = (xo, - . ., X,) sorozatra, ahol x; az
allapot tér valamely eleme, Legyen X{(x) az az
esemény, hogy Xg = xp,..., X, = x, . Legyen V, azon
x-ek halmaza, melyekre az X{(x) esemény maga utan
vonja, hogy:

T=nés Xr=y.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Megallasi id8, Erbs Markov tulajdonsag
Erés Markov tulajdonsag (cont.)

IP(XT+1:Z,XT:y,T:n) =
=2 P(Xo1=2,X(x)) =

xeV,

= 2 P(X1 = 2|X7(x) P (X7 (x)) =

xeV,

p(y,2)

=ply,z) > P(X7(x)) =

xeV,

= p(y,2) - P(T=nXr=y).
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Megllasi id6, Erés Markov tulajdonsag
Erés Markov tulajdonsag (cont.)

Ha elosztjuk mind két oldalt P (T = n, X7 = y)-al
kapjuk, hogy (6) teljesdil.
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Allapotok osztalyzasa

aromszog és négyzet lanc
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Rekurrens, tranziens allapotok (cont.)

e If p,, <1, akkor annak valésziniisége, hogy k-szor
visszatér a folyamat y-ba p}’jy — 0. Ezért a folyamat
egyszer csak nem talal vissza y-ba. Ebben az
esetben az y allapotot transiensnek nevezziik.

_ ; Cook 4

o If py, =1. Ekkor minden k-ra: py, = 1. Ezért a
folyamat végtelen sokszor visszatér y-ba. Az y
allapotot ekkor rekurrensnek nevezziik.

Nézziik ezt a
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Tramiens & rekarrens Saptok
Rekurrens, tranziens allapotok (cont.)

A fenti példaban nyilvanvald, hogy y = 3-bdl indulva
annak valdszinlisége, hogy 3-ba legel6szor n-nél tobb
|épésben ériink vissza:

HD3 (T3 > n) < 0.9".

Altalanosan:
LEMMA 6

Ha P, (T, < k) > a > 0 minden x € S esetén, akkor

P (T, > nk) < (1 —a)".
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Allapotok osztalyzasa

@ Bolyongasok {0,1,...,n}-en

@ Allapotok osztalyzasa
@ Tranziens és rekurrens allapotok
@ Zart és irreducibilis osztalyok
@ Allapotok periédusa
o Példa: tranziens és rekurens osztalyok
meghatarozasa
@ Az irreducibilis matrixok struktdraja
o Feldjitasi lanc
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Rekurrens, tranziens allapotok

Legyen T := T, és

T}f‘ ‘= min {n > Tyk_1 X, = y}

az y-ba valé k-adik visszatérés ideje. Az erés Markov
tulajdonsag miatt

P, (Tk < oo) = ply‘y
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Rekurrens, tranziens allapotok (cont.)

e Gambler’s ruin példan: Ekkor a 0 és a 4 allapotok
elnyel6ek, tehat rekurensek. Az 1,2,3 allapotokbdl
pozitiv valészinliséggel mehetiink az elnyeld
allapotokba, ahonnan nincs visszatérés. Tehat az
y = 1,2, 3 esetén p,, < 1 vagyis ezen allapotok
tranziensek.

e Szocialis mobilitasi példa esetén: Barmely
allapotbdl barmelyikbe léphetiink legalabb 0.1
valészinliséggel. Tehat minden y = 1,2 3-ra az
y-bél indulva y-ba véges idon beliil visszatériink.
Vagyis p,, = 1. Tehat minden allapot rekurens.
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Tramians & rekarrens Saptok
Rekurrens, tranziens allapotok (cont.)

DEFINICIO 7

Azt mondjuk, hogy az x kommunikal az y-al (jelben
x ~+ y) ha x-bél indulva pozitiv annak a valésziniisége,
hogy valamikor (nem feltétlen egy lépésben) eljutunk
y-ba. Vagyis

x ~y ha py =P (T, <o0)>0.

A Markov tulajdonsagbdl adédik, hogy

Ha x ~~ y és y ~» z akkor x ~~ z. (7)
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[Tl Tranziens és rekurrens allapotok

Rekurrens, tranziens allapotok (cont.)

LEMMA 8

Ha p., > 0 és p, < 1, akkor x egy tranziens allapot.

Ez nyilvanvald, hiszen pozitiv valdszinlséggel teljesiil,
hogy x-bdl indulva véges sok |épésben y-ba jutok,
ahonnan viszont pozitiv valészinliséggel nem jutok vissza
x-be. A Markov tulajdonsadg miatt igy x-bdl indulva,
pozitiv valészinliséggel nem jutok vissza x-be, vagyis x
egy tranziens allapot.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Allapotok osztalyzasa Zart és irreducibilis osztalyok

Zart és irreducibilis osztalyok (cont.)

Az allapot tér S = {1,...,7} elemeib8l mint cstcsokbdl
grafot készitiink olymddon, hogy az (i, ) iranyitott élet
behdzzuk, ha p(i, ) > 0.

\*
|

o
N

*
|
4]

Karoly Simon (TU Budapest)
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Allapotok osztalyzdsa Zart és irreducibilis osztalyok

Zart és irreducibilis osztalyok (cont.)
irreducibilis és zart halmazok: {1,5} és {4,6,7}. A
kovetkezd tétel mutatja ezen fogalmak fontossagat:
TETEL 9

Ha C C S véges, zart és irreducibilis, akkor Vx € C
rekurrens.

Ennek kovetkeztében a fenti 7 allapotd Markov lanc
1,5,4,6,7 allapotai rekurrensek. A 9. tétel bizonyitasat
kés6bbre halasztjuk. El6szor, ezen tétel felhasznalasaval
belatjuk, hogy

Karoly Simon (TU Budapest)
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el Zért & irreducibilis osztalyok

Zart és irreducibilis osztalyok (cont.)

Ekkor nyilvanvaléan Vx € T tranziens (8. Lemma).
Belatjuk, hogy S\ T miden eleme rekurrens. Valasztunk
egy x € S\ T elemet és jeloljik:

Coi={y:x~y}.

Ekkor Yy € Ci-re y ~~ x. Ekkor
o C, zart: Ez kovetkezik (7)-bdl.
o C, irreducibilis: Legyen y,z € C,. Ekkor mint fent
lattuk y ~~ x és definicié miatt x ~~ z, tehat megint
csak (7) miatt y ~~ z.

Karoly Simon (TU Budapest)
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ATl Zirt és irreducibilis osztalyok

Zart és irreducibilis osztalyok

Tekintsiik a kovetkezd 7 allapotil lancot:

1123/ 45|67
110700 01|03/0]|O0
2/0.1/02/03|04, 0|00
300 ,05/03/02{0/0
4,000 |05/ 01050
5/06/ 00 |01|04/0]0
6/ 0,000/ 0]02/08
770001000

Karoly Simon (TU Budapest)
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Allapotok osztalyzasa Zart és irreducibilis osztalyok

Zart és irreducibilis osztalyok (cont.)

Egy A C S halmaz zart ha nem lehet beldle kijutni.
Vagyis

i€ Aés ¢ A akkor p(i,j)=0.
A fenti példan: {1,5} és {4,6,7} halmazok zartak, ezek
anidja is zart, sét {1,5,4,6,7,3} és maga S is zart.
Egy B C S halmaz irreducibilis ha barmely két eleme
kommunikal egymassal:

Vi,je B, i~j.

Vagyis a fenti grafban a B barmely elemébdl barmelyikbe
eljuthatunk iranyitott élek mentén. A fenti példaban az

Karoly Simon (TU Budapest)
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Allapotok osztalyzésa Zart és irreducibilis osztalyok

Zart és irreducibilis osztalyok (cont.)

TETEL 10

Tegytk fel, hogy az S allapot tér véges. Ekkor léteznek
diszjunkt T, Ry, ..., Rx C S halmazok, hogy

(a) S=TURU---UR,

(b) T a tranziens allapotok halmaza,

(c) Vi=1,..., k-ra R; zart és irreducibilis
halmaz. (Az R; elemei tehat rekurrensek.)

Bizonyitas. Legyen

T:={xeS:3yeSs, x~yésy, x}

Karoly Simon (TU Budapest)
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el Zért s irreducibilis osztalyok

Zart és irreducibilis osztalyok (cont.)

Mivel C, zart és irreducibilis, minden C,-beli allapot
rekurrens. Legyen Ry := C, Ha S\ (C, U T) # (), akkor
ezt az eljarast folytatva kapunk véges sok (S véges)
diszjunkt Ry, ..., Ry rekurrens halmazokat. m

Karoly Simon (TU Budapest)
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ATl Zirt és irreducibilis osztalyok

A 9. tétel bizonyitasa

Emlékeztetd:

y
Az er6s Markov tulajdonsaghdl adédéan:
Py (Ty < 0) = py - 1y,

Legyen

N(y)=#{n>1:X,=y}.
Ekkor nyilvan

{N(y) > k} = {Tyk < 00}

Karoly Simon (TU Budapest) Sztochasztikus folyamatok 2015 2015-02-24

Tk = min {n> T}ffl : Xo =y} és py =Py (T, < 00).

(8)

(9)
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Allapotok osztalyzasa Zart és irreducibilis osztalyok

A 9. tétel bizonyitasa (cont.)

LEMMA 11
E.N(y) = le”(X-,y),

hatvanyanak az (x,y) index{i eleme.

ahol p"(x,y) a P atmenetvaldszinliség matrix n-edik

Karoly Simon (TU Budapest) Sztochasztikus folyamatok 2015,

2015-02-24
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Allapotok osztalyzasa Zart és irreducibilis osztalyok

A 9. tétel bizonyitasa (cont.)

TETEL 12
Egy y € S rekurrens akkor és csak akkor, ha

ép“(y,y) _E,(N(y)) = co.

Ennek alkalmazasaként belatjuk:
LEMMA 13

Ha x rekurrens és x ~» y, akkor y is rekurrens.

Karoly Simon (TU Budapest) Sztochasztikus folyamatok 2015,

2015-02-24
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el Zért s irreducibilis osztalyok

A 9. tétel bizonyitasa (cont.)

baloldal is. Vagyis %0 p"(y,y) = oo vagyis y
m=

rekurrens. m

Még egy lemmara van sziikséglink:

LEMMA 14

rekurrens allapot.

Ha x rekurrens, akkor a jobb oldal divergens, tehat a

is

Ha A C S véges és zart, akkor A-ban van legaladbb egy

Karoly Simon (TU Budapest) Sztochasztikus folyamatok 2015

2015-02-24
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Tl Zirt és irreducibilis osztalyok

A 9. tétel bizonyitasa (cont.)
Ezt hasznélva, ha p,, <1, akkor

E«N(y) = kZ Py (N(y) = k) = kZ P, {T, < oo}
1 =1
— k-1 Pxy
= pX p =
Y I(X::I Yy 1— Dyy
Vagyis, belattuk, hogy
ha p,, < 1, akkor ExN(y) = %~ (10)
1 —pyy

Innen kovetkezik, hogy I, N(y) < oo akkor és csak akkor
ha p,, < 1. Masrészt:
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Allapotok osztalyzasa Zart és irreducibilis osztalyok

A 9. tétel bizonyitasa (cont.)

Proof.
N(y) = %jol Ix,—,. Varhat6 értéket véve:
n=

EN(y) = im(xn:y)

n=1
p"(x.y)
o0

= > p"(x,y)

n=1

Lemma 11 és (10) kovetkezménye:
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Allapotok osztalyzasa Zart és irreducibilis osztalyok

A 9. tétel bizonyitasa (cont.)

Bizonyitas. Tegylk fel, hogy x rekurrens és x ~~ y
vagyis px, > 0. Tudjuk (Lemma 8), hogy ekkor p,, = 1.
Vagyis létezik, j, £, hogy

Py, x) > 0és p'(x,y) > 0.

Ekkor minden k-ra
Py y) = P(yax) - pH(xx) - pl(x,y). Tehdt

55 ) 2 pln)- (£ 900 )
prs k=0
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el Zért s irreducibilis osztalyok

A 9. tétel bizonyitasa (cont.)

Bizonyitas. Ha minden A-beli dllapot tranziens, akkor
(10) formulabdl adéddan Vx,y € A-ra E,N(y) < oco.
Hasznalva, a 11. Lemmat és hogy A véges kapjuk:

o B YENy) =Y Y p(x.y)

yeA yeAn=1
o0 z o0
= Y Yoy 2 v
n=1ycA n=1
1
= OQ.

Ez az ellentmondas igazolja a lemmat. m
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TRl Zart és irreducibilis osztalyok

A 9. tétel bizonyitasa (cont.)

A 9 tétel bizonyitasa a 13. és a 14. Lemmakbdl azonnal
adédik.
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ATl Allapotok perisdusa

Allapotok periédusa (cont.)
LEMMA 17

Ha az x allapot periédusa 1, akkor 3ng, hogy Vn > ng-ra,
ne .

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az x periédusa 1. Az
elébbi lemma miatt elég belatni, hogy I, tartalmaz két
egymas utani szamot. Ehhez felhasznaljuk azt a
szamelméleti tételt, hogy ha az /, elemeinek legnagyobb

kozos osztdja 1, akkor talalhaté olyan iy, ..., iy, € Iy, és
Cl,.-.,Cm € Z, hogy
m
Z Ckik = 1. (1].)
k=1

Karoly Simon (TU Budapest)
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el Allapotok perisdusa

Allapotok periédusa (cont.)

DEFINICIO 18

Azt mondjuk, hogy egy Markov lanc aperiodikus, ha
minden allapot periddusa egyenld 1-el.

LEMMA 19

Ha p(x,x) > 0, akkor az x periédusa 1.

Ez nyilvanvald, hiszen ha p(x, x) > 0, akkor 1 € /.
Ebbdl azonnal adédik, hogy az id6jarasi lanc, a szocialis
mobilitasi l1anc aperiodikus. Azon lancok vizsgalatara,
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Tl Allapotok perisdusa

Allapotok periédusa (cont.)

de
¢ := periédus(x) > peridédus(y) =

e
Tudjuk, hogy p*™™(x,x) > p*(x,y) - p™(y,x) > 0, ezért
k + m € I,. Mivel ¢ = periédus(x), c osztdja kell legyen
k 4+ m-nek. Hasonléan, ha ¢ olyan hogy p‘(y,y) > 0,
akkor pT*M(x, x) > 0, tehat k + £ + m-nek is osztdja
c, vagyis (-nek is osztéja c. Mivel ¢ € |, tetszOleges,
ezért ¢ osztdja az |, minden elemének vagyis ¢ < d. Ez
ellentmond a feltételnek. m

A lemmabdl adédik, hogyha egy lanc irreducibilis, akkor
minden allapotnak ugyanaz a periddusa.
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e At Allapotok periédusa

Allapotok periédusa

DEFINICIO 15

Egy x allapot periddusa a [, :={n >1: p"(x,x) > 0}
halmaz elemeinek legnagyobb k6zos osztdja.

LEMMA 16

Ha i,j € I, akkor i +j € I,. Vagyis I, zart az
Osszeadasra.

Ez a Markov tulajdonsagbdl teljesen nyilvanvald.
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ATl Allapotok perisdusa

Allapotok periédusa (cont.)

Legyen

ag = { (C)k"

legyen L = k§ axi és R = k§ byix Ekkor (11)
-1 -1

ha ¢, > 0;

by —ck, hac, <0;
egyébként. ke

0, egyébként.

egyenléségetihasznélva: L=R+1 vagyis egymas utani
szamok és a 16. Lemma miatt L, R € I, hiszen az ay, by
szamok pozitiv egészek. ®
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el Allapotok perisdusa

Allapotok periédusa (cont.)

amelyek esetén a diagonalisban vannak nulldk
hasznalhatjuk:

LEMMA 20

Ha py, >0 és p,, > 0 (vagyis x ~> y és y ~» x), akkor
x-nek és y-nak a periddusa azonos.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy valamely x, y
allapotokra létezik k, m, hogy

p(x,y) > 0és p"(y,x) >0,
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Tl Allapotok perisdusa

Allapotok periédusa (cont.)

o A készletezési lanc (14. slide) példara ez jél
alkalmazhaté. Nevezetesen, a x € {2,3,4,5}
esetben p(x,x) > 0, tehat ezen &llapotok
aperiodikusak. A lanc irreducibilis (hiszen P?
minden eleme pozitiv), tehat a 20. Lemma miatt a
0 és 1 allapotok periddusa is 1 lesz.

o Kosarlabda lanc (26. slide) példaban SS és KK
allapotok periédusa 1. A lanc irreducibilis ezért
minden allapot peridédusa 1 vagyis a lanc
aperiodikus.
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At el Allapotok periédusa

Allapotok periédusa (cont.)

Tovabbiakban harom példat nézziink az allapotok
periédusaval kapcsolatban:

Sztochasztikus folyamatok 2015 2015-02-24 81 / 139

Karoly Simon (TU Budapest)

Allapotok osztalyzasa Példa: tranziens és rekurens osztalyok meghatarozasa

Tekintsiik a kdvetkezé 9 x 9-es 0 — 1 matrixot:

[ary
N
w
S
(=)]
N
(=]
(=]

O ONOOAPWN =
O OO OO OO ===
Ol = OO OO O k=t =
O O == OO OO
= O OO O MO oo
OO0 O M=o oo oCm
Ol = OO OO o o
O OO OO O =Ko
Ol O OO oo oo
= OO OO MO O O

Karoly Simon (TU Budapest)
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Tl Példa: tranziens és rekurens osztalyok meghatarozasa

Az eloz6 slide diagramjainak elemzése

e {1,2} tranziens és {3,7} rekurrens irreducibilis
osztaly,

e {4,9} rekurrens irreducibilis osztaly,

e {5} rekurrens irreducibilis osztaly,

@ 3 megjelenik az 1. abran tehat {6} tranziens,

@ megjelenik: 2 az elsé abran, 6 a harmadik abran
tehat {8} tranziens.

Permutaljuk a koordinatakat Ggy hogy:
(a) A rekurrens osztalyoknak megfeleld
koordindtakat elore hozzuk,
(b) kisebb pzicién 1évé tranziens osztalybdl nem
ugorhatunk nagyobb sorszamdira.
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el Példa: tranziens és rekurens osztalyok meghatarozasa

A matrixok kanonikus alakja

Ha A egy nem negativ elem( matrix, akkor a fenti
modszerrel, vagyis a koordinatak megfeleld
permutacidjaval ugy nevezett kanonikus alakra
hozhatjuk:

A 0 0|0 Q 0 0
0 A --- 010
A=+ + . 010 Q= - e ’
00 0 A0 o 0
(12)
ahol: Ay, -+ Az, Q1, -+ Q, négyzetes matrixok és a *

helyén barmilyen matrix lehet.

Karoly Simon (TU Budapest)
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e At Allapotok periédusa

Ehrenfest lanc (8. slide) N = 3 golyéval:

PELDA 21
PlOo[1]2]3 PZT 01273
olof[1]o0]oO 0[1/3] 0 |[2/3] 0
1/1/3] 0 [2/3] 0 1[0 [7/9] 0 [2/9
2| 0 |2/3] 0 [1/3] [ 2]2/9] 0 |7/9] 0
300|110 3]0 [2/3]011/3

A konstrukciordl adédik, hogy minden paratlan n-re
p"(x,x) = 0 (paritds minden Iépésben valtozik).
Masrészt p"(x,x) > 0 ha n paros igy minden elem
periédusa kettd.
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Allapotok osztalyzasa Példa: tranziens és rekurens osztalyok meghatarozasa

4
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Karoly Simon (TU Budapest)

Allapotok osztalyzésa Példa: tranziens és rekurens osztélyok meghatérozasa

Az A matrixbdl a koordinatak fent leirt permutalasaval
kapjuk:

5747 9[3[7]1[2]6]8
5(1/0[0]o0/0f00]0]0
afof1]1]olofolofofo
9(of1[1]o/0fo0]o]0

. [3]ofojofo/1[olofofo0
A=7Tololo1lo]ol0]0]0

1000001 /L]0]0
20000 1[1[1[L1]0]0
(6]oJojof1jofo[0]1]0]
(8JoJojofojofof1]1]1]
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el Példa: tranziens és rekurens osztalyok meghatarozasa

Ekkor persze

Ak 0 0]o
0 Ak 00 Qf 0 0
A=l o oo o= T 0
0 0 0 A0 o 0
R ‘Qk * ok QY
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Allapotok osztalyzasa Példa: tranziens és rekurens osztalyok meghatarozasa Allapotok osztalyzasa Az irreducibilis matrixok struktdrja

Emlékezziink: Egy n x n-es nem-negativ A matrix
irreducibilis , ha minden 1 < i,j < n-re latezik olyan
Lemma 2.1 m = m(i, j), hogy A7 > 0. Ahhoz, hogy megértsiik az
irreducibilis matrixok struktdrajat szitkség van néhany a
linearis algebra korébe tartozé konnyd allitasra. Ezek
bizonyitasara ezen targyban idonk nincs. Az érdekl6do
hallgatd a bizonyitdsokat megtaldlja a Senata kdnyvben

Innen kapjuk, hogy

Egy martix nem irreducibilis (vagyis reducibilis)
pontosan akkor, ha a koordinatak permutaciéjaval a
kovetkez6 alakra hozhatéd:

A AlO (14) (standard referencia konyv a nem-negativ matrixok
-\ B|C )’ elméletében, itt ezt a konyvet kovetjik). [9, Section 1.3]
ahol A és C négyzetes matrixok. Adott tehat egy n x n-es nem negativ A méatrix. Az A

elemeit a,??-val jeldldom. Ennek periédusat d-vel jeldlom.
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T el Az irreducibilis matrixok struktiraja T R el Az irreducibilis matrixok struktiraja
Lemma 2.2

< .
Legyen A egy n x n-es nem negativ irreducibilis matrix Fey 0 < r < d definidljuk

Minden i < n-re létezik egy No = No(i), hogy minden C={e{l,.. . ntr=r} (15)
k > Np-ra:
3,(/kd) > 0. ) Nyilvanvalban:
) {Co,..., Cy-1} (16)
TETEL 22 az {1,...,n} halmaz egy partici6jat adja.

Rogzitsiink egy i € {1,...,n} indexet. Ekkor minden
J€{L,..., n}-re létezik egyetlen r; € {1,...,d}, hogy
(a) Ha a’(.js) > 0, akkor s = r; (mod d), Az (16)-ben szereplé particié nem figg az i € {1,...,n}
(b) (kd-+1,) ) ) ] valasztasatdl.
aj; > 0 minden k > N(j), ahol N(j)
valamely pozitiv egész.

TETEL 23

y
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Az reducibilis mtrok struktdrdja Az reducibilis matrok struktdrdja
KOVETKEZMENY 24 Legyen
Tegyuk fel, hogy a nem—angatlv irreducibilis A matrix Bi=Qiit1 Qiid-1itd,
periédusa d > 1. A koordinatak permutalasaval az A . . . , "
e 1 ,, , ahol az indexben az 6sszeadds mod d értend6. Ekkor
matrix kovetkez6 alakra hozhaté:
B, 0 --- 0
0 Qo1 O 0 0 0 00 B 0 0
0 0 Q20 0 0 A=| T T (18)
~ : : : .. : : : : o 0
A= : : : ' ' : 0 0 0 B
0 0 0 0 Q43> 0 -1
Q 0 8 8 8 8 Qd*éd*l ahol a 23. Tételbdl adéddan: By, ..., By 1 négyzetes
d-10 17 primitiv matrixok. (Nem-negativ matrixot primitivnek
o o Lo i (17) hivunk, ha valamelyik hatvanya csupa pozitiv elemekbdl
A fenti piros szinli matrixok altaldban nem négyzetes all.)
matrixok. )
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‘Az irreducibilis matrixok struktiraja e Az irreducibilis matrixok struktaraja

Emlékezziink: C, azokbdl all
akiket mod k

PELDA 25 G lépésben ériink el egy
Talaljuk meg a fenti felbontast a kdvetkezd matrixra: adotl;c Pontblé|| ami jelen
esetben az 1 lesz.
172 3[4]5]6 (2) 1e6, peca,
;01 2 202 {3,4,6} C G,
0]0 0 1,5} c Gz and 2€ (.
A=[3]1]0]0/0/1]0 (19) O W 'Iiehét}Co SGeG- G
4/1/0/0|0|010 Vagyis:
5[0/1]0]0[0]0 ONOORO
600/ 0[01]0 G ={1.5}, G = {2},
’ @ G ={3,4,6}. Tehat a
kanonikus alak:
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R ARSI Feliae tine
Feldjitasi lanc
PELDA 26
1/5] 2]3]|4/6 Legyen {fi},—; egy tetszbleges eloszlés a pozitiv
110/0]1]0]0)0 egészeken. Azt a lancot tekintjiik, amelyben az allapot
 5/0]0J1]0]0]O tér S={0,1,2,...} és
A=[2][0[0]01]1]1] _ _
3[1/1]oofo]o0 0 fhf
4/1(0[00]0]0 1000
6/0/1]0]0[0]0 p_ 0100
0010
0001
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Feldjitasi lanc (cont.) )
PELDA 27
Vagyis, minden i > 0-bdl biztosan i — 1-re ugrunk, amig D @ e @ P|-2 -1/]0/1/2/3
a 0-ba vissza nem jutunk. A nullabdl f; valésziniiséggel - Y -2/ 0]0]1/0/0]0
ugrunk minden k > 1-re. Abban a speciilis esetben L1 . ) -1)1],0]0j] 000
amikor: 0|0 (05/0|05[/0/|0
e 110000 (1]|0
f = 0.5, ha k =5 vagy k = 15; 2100 lolo]o]1
0, egyébként, 3|0y0(|1/0/0/0
az x = 0 periédusa 5 lesz. Nyilvanvalé, hogy 3,4 € ly. Ezért (Lemma 16)
lh=1{3,4,6,7,8,9,10,...}. Tehat 1 a O-peridédusa.
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@ Bolyongasok {0,1,...,n}-en
© Stacionarius eloszlas
@ Stacionarius eloszlas definicidja és példak
@ Véges allapotteri irreducibilis lanc
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Stacionarius eloszl3s definicioja és példak Stacionarius eloszl3s definicioja és példak
Stacionarius allapot definiciéja Stacionarius allapot definicidja (cont.)
Képzeljiik el, hogy az allapot tér minden elemében van lépést is tesziink a Markov lanccal mindig az eredeti q(/)
egy elég nagy edény. Egy liter vizet szétosztunk ezek mennyiségli viz marad az egyes edényekben. Ezt a
kozott Ggy hogy az i-edik edénybe qg(i) litter viz kerdl. q = (q(i)); vektort nevezzilk staciondris eloszlasnak
Mikor tesziink egy Iépést a Markov lanccal, az i-edik (stationary=mozdulatlan). Mivel a stacionarius
edény tartalmanak p(i,j)-ed része tkeriil a j-edik eloszlasnak nagyon fontos szerepe van ezért egy specialis
edénybe. Tehat ezen 1épés utan a j-edik edényben nevet kap 7-nek fogjuk hivni. A 7 tehat az a
osszesen X q(i)p(i,j) liter viz lesz. Ez éppen a valdsziniiségi vektor amelyre,
1
Jj-edik komponense a q - P vektornak, ahol q az a - P=n'. (20)
vektor aminek i-edik komponense g(i). Vagyis ha ezen
lépés utan minden edényben ugyanannyi viz (q(i) litter) Jelolés: Nekem minden vektor oszlop vektor. Ha sor
marad mint amennyi eredetileg is volt, akkor akarhany vektort akarok kiteszem a T-t a felsd indexbe.
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Stacionarius eloszlas definiciéja és példak
Stacionarius allapot: Példa A

0.6 0.4
0.2 0.8

m = (m,m2) valdsziniiségi vektort, amelyre

Az id6jaras lanc esetén P = [ } Keressiik azt a

0.6 04
(7T177T2) : |: 0.2 0.8 :| = (771,7'['2).
Az eredmény: T = (%,% .
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Stacionarius eloszls definicioja és példak
Szocialis mobilitasi lanc esetén
0.7 0.2 0.1

0.3 05 0.2
02 04 04

A szocialis mobilitasi lanc esetén P =

aw’ -P=a" egyenlet:

0.7my + 03m + 02713 = m
0.2m; + 05m + 0473 = m
0.1m + 02m + 0413 = m3

A harmadik egyenlet semmi informaciét nem ad az els6é
kettd utan ezért az elhagyhatd. Helyette beirjuk, hogy a
T komponenseinek Osszege 1-el egyenlo:
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BIEISCUEGICIREIEEN)  Stacionarius eloszlés definicidja és példak

Szocialis mobilitasi lanc esetén (cont.)

ahol
-03 021
A= 03 -05 1
02 041
Vagyis
x7 =(0,0,1)- A! (23)

A 7 vektor meghatarozasanak menete: Kiindulunk a
P atmenetvalésziniiség matrixbdl. P foatléjanak minden
elemébdl egyet levonok, majd az utolsé oszlopot csupa
1-re cserélem. Igy kapom az A matrixot. Ekkor (23)
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Sztochasztikus folyamatok 2015

BEISCLERICRCLEIECN)  Stacionarius eloszlés definicidja és példak

Kosarlabda lanc (26. slide) Példa C

Koévetve a fent leirt mdédszert, a  staciondrius eloszlas
meghatarozasa céljabdl a P matrix féatldjanak minden
elemébdl egyet levonunk, majd az utolsé oszlopot
egyesekkel helyettesitjik. Kapjuk

~1/4 1/4 01
0 -12/31
2/3 1/3 -1 1
0 01/21
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Stacionarius eloszlas definiciéja és példak
Stacionarius allapot: Példa B

LEMMA 28

Egy két allapotd Markov lanc atmenetvaldszinliség
matrixa felirhaté a kévetkezd alakban:

1—-a a
P:[ b lb}

Ekkor a stacionaris eloszlas: m = (be, ;‘ab)
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Stacionarius eloszls definicioja és példak
Szocialis mobilitasi lanc esetén (cont.)

0.7m 4+ 03m + 02713 = m

027 + 05m + 04m = m (21)
T + T + m = 1
Innen:
—03m + 03m + 02713 = 0

02m + —05m + 047 = 0 (22)
T+ T + m3 = 1

x’-A=(0,0,1)

?
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BIEISCLEGIOEIEIEEN)  Stacionarius eloszlés definicidja és példak

Szocialis mobilitasi lanc esetén (cont.)

formulabél: Az A~! maétrix utolsé sora éppen w. Ez
jelen esetben:

9 20 70
a8 _% 8
% %Y

47 47 47

T _ (22 16 9
Innen 7 _(ﬁ,ﬁ,ﬁ).
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Stacionarius eloszlas definicioja és peldak
Kosarlabda lanc (26. slide) Példa C
(cont.)

_13 _ 5 11 43
RS N
Ekkor A~! = 7? 18 19 2 1. Ennek utolsé sora
TR S
2 16 16 8
7. Vagyis
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DEEEUEUIEIEEAECR  Stacionrius eloszlas definiciéja és példék

Kosarlabda lanc (26. slide) Példa C
(cont.)

Emlékeztetek, hogy a komponensek sorrendje:
(SS,SK,KS,KK). (S: siker, K: kudarc.) Tehat hosszi
tadvon a sikeres kosar dobasok aranya:

3 11

7T55+7TK5:7T1+7T3:§+E:T6~

Karoly Simon (TU Budapest)
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Stacionarius eloszls definicioja és példak
Stacionarius allapot: Példa D (cont.)

Hatarozzuk meg a stacionérius allapotot erre a lancra.
ElGszor is felirjuk az atmenet valdsziniiség matrixot:

01 0 0 - 0]
Lo~ 0 ... 0
2 n—2

p._ |07 0 2.0
00 0
oo o ~t o !
(00 0 0 1 0]

Karoly Simon (TU Budapest)
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BIEISCUEGICIREIEEN)  Stacionarius eloszlés definicidja és példak

Stacionarius allapot: Példa D (cont.)

Innen trivialis atalakitasok utan adédik, hogy

(1+x)g'(x) = ng(x).
Vagyis
g(x) = C(1+x)".
Mivel g(1) = 1, ezért C = 27". Tehét a binomiélis
tételbél: m =27"(}) .

Karoly Simon (TU Budapest)
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Véges allapotterdi irreducibilis lanc
Irreducibiltas = 7 egyértelm(

TETEL 30
e Ha az allapot tér véges és
@ P irreducibilis , akkor

a) m létezik,
b)
c) ™ minden komponense pozitiv.
)

m(y) =

T egyértelmi és

(
(
(
(

d teljesiil Vy € S-re.

E, [Ty]
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Stacionarius eloszlas definiciéja és példak
Stacionarius allapot: Példa D

PELDA 29

Tekintstk Ehrenfest lancot, vagyis azt a Markov lancot,
melynek allapot tere S :={0,1,2,...,n} és
@ Egy valdszinliséggel ugrik a 0-bdl 1-be és n-bal
n — 1-be.
@ Barmely 0 < i < n-re, i-bdl i/n valészinliséggel
ugrik i — 1-be és 1 — ﬁ valészinliséggel ugrik
i+ 1-be.

Karoly Simon (TU Budapest)
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Stacionarius eloszls definicioja és példak
Stacionarius allapot: Példa D (cont.)

Mivel 77 - P =", ezért bevezetve a 71 i= mpy1:=0
jeloléseket:

Ty 1(1—7>+7Tk+1 =7, k=0,1,.

Vezessiik be a g(x) = Z x¥T generator fiiggvényt,

majd beszorzunk, n-el és x* majd ésszegezziik k-ra:

n n—1 n
S(n—k+Dx*me 1+ 3 mea(k +1)xK=n S xFny.
k=1 k=0

g(x)

Karoly Simon (TU Budapest)
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BIEISCLEGIOEIEIEEN)  Stacionarius eloszlés definicidja és példak

T a kettot hatra egyet elore lancra:

A 28. slideon vezettitk be. A - P = 7 egyenletbdl:
T = %(71’0—0—7T1—|—7T2) és

Vk > 1-re :m = %(m,l + Tkio) . Ezen két
egyenletbdl teljes indukcidval azonnal adédik, hogy

Vk > 0-ra : mf = Tpi1 + Thpo. (24)

p)p~, k >0,
ahol p az aranymetszés aranya: p = —‘[ L Hazi feladat

mas stacionarius eloszlas nincs. Tehat a fonamat az ido
tobb mint 99%-at a {0,1,...,9} halmazban tolti.

Ennek nyilvanvaléan eleget tesz a 7, = (1 —

Karoly Simon (TU Budapest)

Sztochasztikus folyamatok 2015 2015-02-24 118 / 139

Véges allapotterdi irreducibilis lanc
Irreducibiltds = 7 egyértelmi (cont.)

Bizonyitas. Legyen k := #S5, vagyis P egy k x k-as
sztochasztikus matrix. Legyen | a k x k -as egység
matrix. Mivel a P — | matrixban minden sor vektor
komponenseinek 6sszege nulla. Ugyanez képletben:

(P—1)-1=0,

ahol 1 az a k komponensii vektor , melynek minden
komponense egyenlé 1-el. Ezért det(P — /) = 0. Vagyis
1 sajatértéke P-nek. (Amit eddig mondtunk az minden
sztochasztikus métrixra igaz.) Tehat van olyan v € R*

Karoly Simon (TU Budapest)
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Il Veges allapotterd irreducibilis 1anc

Irreducibiltds = 7 egyértelml (cont.)

vektor, ami a P matrixnak az 1 sajatértékhez tartozé
baloldali sajat vektora:

v P=v"

Vezessiik be a lusta lancot: Ennek valdsziniiség
atmenet matrixa

Q=(+P)/2

A lusta lanc szerint mozgd személy, amely most éppen az
i € S allapotban van, feldob egy szabalyos érmét. Ha
ennek eredménye fej akkor a személy egy helyben marad

Karoly Simon (TU Budapest)
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BIECEGICILAEEN  Véges allapotterii irreducibilis lanc

Irreducibiltds = 7 egyértelml (cont.)

x,y € S esetén x ~» y. Mivel a legrévidebb Gt amelyen
eljutunk x-bdl y-ba a Markov lanchoz tartozé grafban,
nem megy at x-en keresztiil ezért x-bél y-ba mindig
eljuthatunk egy legfeljebb k — 1 hossz( Gton. Ha ez az
Gt révidebb mint k — 1, akkor egy helyben maradunk
annyi ideig, hogy k — 1 lépés kijojjon. Ezért r(x,y) >0
minden x, y-ra (ugyanez nem igaz P-re).

Most belatjuk, hogy ¥ minden komponense azonos
elojelii:

Karoly Simon (TU Budapest)
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B Véges allapotterd irreducibilis 1anc

Irreducibiltds = 7 egyértelml (cont.)
Feltehetjik, hogy Vx, v, > 0. Mivel
vy = EX:I/XI’(X,}/),

kapjuk, hogy v, > 0 minden y — ra (hiszen v # 0).
Ezzel a tétel (c) részét belattuk.

Most belatjuk az unicitast vagyis a tétel (b) részét:
Ha a P — / matrix rangja k — 2 vagy annal kisebb, akkor
van v 1w, amelyekre

vV P=v éswP=w'.

Karoly Simon (TU Budapest)
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B Veges allapotteri irreducibilis 1anc

PELDA 31

Szabalyos érmével dobunk. Legyen Tp az elsé idépont
amikor a dobds sorozatban a FI megjelenik. Kérdés: (a)
E[Th] =7, (b) E[Tg] =7

Megoldas
Tekintstk a kétlépéses lancot. Ennek atmenet
valészinliség matrixa:

FE[FI[IF | 1
FF[1/2[1/2] 0 | 0
P=FI| 0| 0 |1/2]1/2
IF[1/2[1/2] 0 | 0
m[o | o0 |1/2]1)2

Sztochasztikus folyamatok 2015,
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Tl Veees allapotterd irreducibilis 1anc

Irreducibiltds = 7 egyértelmii (cont.)

ha iras akkor ugrik még pedig a j allapotba p(/, )
valészinliséggel. Tehat 1/2 valészinliséggel helyben
marad 1/2 valészintiséggel gy viselkedik, ahogy a P
matrix diktalja. Legyen R := Q¥~1. Nyilvan:

vV Q=v ésv'R=v"

Az Q-hoz tartozd graf abban kiilonbozik a P-hez tartozd
graftél, hogy minden a P-hez tartozé grafban mend él
megmarad, csak fele akkora sllyal és minden csticshoz
hozzaadunk egy tovabbi hurok élet 1/2 sdllyal. Tudjuk,
hogy P irreducibilis. Ez azt jelenti, hogy barmely

Karoly Simon (TU Budapest)
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BIESCEGICIEAEEN]  Véges allapotterii irreducibilis lanc

Irreducibiltds = 7 egyértelml (cont.)

Ha ez nem igy lenne, akkor felhasznalva, hogy Vx, y-ra
r(x,y) > 0, kapjuk, hogy Vy-ra:

] =[S rrtx,y)| < S alr(x.y).
Innen hasznélva, hogy R egy sztochasztikus métrix:

Dyl <Xl
y X

ami ellentmondas. Ezzel a Tétel (a) részét belattuk
hiszen (7 egyenld: a v normalizélva.)
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B Véges allapotteri irreducibilis 1anc

Irreducibiltds = 7 egyértelml (cont.)

Fentiek miatt feltehetd, hogy Vx-re: v, > 0 és w, > 0.
Ekkor viszont w és v nem lehetnének merdlegesek. Ez
ellentmondas.

(d) bizonyitasa: Egy alatlanosabb tételbdl (File B 15.
Tétel) azonnal kovetkezik. m
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B Veges allapotteri irreducibilis 1anc

Megoldas (Folyt.)

Ahogyan azt a 109. slidon explicitté tettiik a P-hez
tartoz6 staciondrius eloszlas meghatarozasahoz el6szor
elkészitjik az A matrixot, gy hogy a P féatldjanak
minden elemébdl levonunk 1-et, majd at utolsé oszlopot
a csupa 1-bdl allé sorra cseréljiik:

~1/2 1/2 0 1
A_| 0 -1121
T2 12 -11
0 0 1/21
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CACCRl Véges allapotterii irreducibilis lanc

Megoldas (Folyt.)

-15 05 05 15
0. -—-1. o 1.

-05 —-05 —-05 15

0.25 0.25 0.25 0.25

At =

A 110. slideon leirtak szerint 7 az A~! utolsé sora Ez

a 30. Tétel (d) pontja szerint azt jelenti, hogy barmelyik
elembdl az 6Gnmagaba vald visszatérés varhaté ideje
egyenld 4-el.

Ere [Tre] = Eq [Tr] = Ef [Tie] = Eu [Tu] = 4. (25)

Most megvalaszoljuk a kérdéseket:
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RIECCLEGIEREREAEER  Véges allapotterii irreducibilis lanc

Megoldas (Folyt.)

(b)Hasonléan: Képzeljiik el, hogy a —1-edik pozicién F
és a 0-adik pozicién is az F van. Ezutan dobunk az
érmével és az n-edik dobas eredménye Z,, n > 1.
Definici6 szerint legyen Z_1 = F és Zy, = F. Két
lehetOség van. Legyen N > 1 az els6 1épés amikor az FF
meg jelenik.

e Ha Z; = F, akkor N = 1.
o Ha Z; = I, akkor N = 1 + Tgr. Tehat, alkalmazva
a (25) formulat:

1 1
4=Err [Teel = 5 -1+ 5 (L+E[Tr]).

Innen E[Tee] =6.
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ZACCll Véges allapotterdi irreducibilis lanc

Megoldas (Folyt.)

(a) Képzeljik el, hogy a —1-edik pozicién F és a 0-adik
pozicién az | van. Ezutan dobunk az érmével és az
n-edik dobas eredménye Y, n > 1. Definicié szerint
Y,leéS YOI/

Most jon a lényeg: Az Y_ 1, Y0, Y1, Yo, ... sorozatban
az els6 n > 1 amire egy Fl éppen bekovetkezett egyenlo
Tri-vel. Vagyis az, hogy Fl-vel kezdiink nem segit mert
két egymas utanni F/ blokk DISZJUNKT kell legyen.
Ezért alkalmazva (25)-6t:

E[Ta] =Eq[Ta] =4.
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