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TARTALOMJEGYZEK

[6.2. Magasabb rendi derivaltak




1. fejezet

I. el6adas

1.1. Kiegészités az A2-ben tanultakhoz: Deter-
minans
(Q)2

Legyen
aip ... Qip
A=
[07%%} cee Qpp

egy n x n-es matrix. Az A matrix a;; elemének minorja M;; annak a méat-
rixnak a determinansa, amelyet tgy kapunk, hogy az A matrixboél eldobjuk
az i-edik sort és a j-edik oszlopot. A

Cz” = (—1)i+jMZ'j
szamot az a,; elem cofactoranak hivjuk. Ekkor
det(A) = az-lC'Z-l + CLZ'QCiQ 4+ 4+ amC’m (11)

Ezt a kifejezést a determinéns i-edik sor szerinti cofactor kifejtésének
mondjuk.

[\]

1. PELDA: Legyen A = . Ekkor tekinthetjiik az utols6 sor

O NN W
N = =
O W~

szerinti cofactor kifejtést:

det(A) = (-1)*2.2.(3-4-2.2) =16
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A 3 x 3-as méatrix determinansat meg kaphatjuk a kovetkezé modon is:

a1; Q12 a3
det Qo1 Q22 (23 = Q11022033 + (12023031 + 13021032 —
aas; azz ass

—  (@13092a31 + 12021033 + ar1aszaszs) (1.2)
Ennek egy elmés altalanositasaként egy tetszGleges n x n-es determinans
kiszamithat6. Ennek leirasdhoz sziikség van a koévetkezs fogalomra: ha
az {1,2,...n} szamok sorrendjének tetszéleges felcserélésével megkapjuk
a {j1,...,Jn} szamokat, akkor azt mondjuk, hogy a {ji,...,j.} szdmok az
{1,2,...n} egy permutacioja. Azt mondjuk, hogy a {ji,...,j,} permu-
tacio paros, ha azon cserék szama amivel a {ji,...,7,}-b6l az {1,2,...n}
vissza nyerheté egy paros szam. Egyébként a permutacioé paratlan. Példaul:
han =3 az

{1,2,3} ,{2,3,1}, {3,1,2}
permutéciok parosak, mig a
{3,2,1}, {2,1,3}, {1,3,2}
permutaciok paratlanok. ElGjeles elemi szorzatnak nevezziik a
Faij,a2j, - - - Anj,

alakt szorzatokat, ahol a + jelet akkor valasztjuk, ha a {ji,...,j,} permu-
tacio paros egyébként a minusz jelet valasztjuk.

1. TETEL: det(A) egyenls az sszes lehetséges elGjeles elemi szorzatok
Osszegével.

Vegyiik észre, hogy ez éppen (|1.2]) altalanositasa. Ezen tételt hasznalva be
lehet latni, hogy:

2. TETEL: Minden A négyzetes (n x n-es valamilyen n-re) matrixra
det(A) = det(AT).

Ez azt is jelenti, hogy az (1.1))-ben adott sor szerinti cofactor kifejtés helyett
az oszlop szerinti cofactor kifejtést is hasznalhatjuk. Vagyis minden 1 < j <
n-re:

det(A) = &UCU + Clnggj + - AnjC’nj. (13)
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1.1.1. Elemi sor transzformaciok hatasa a determinans-
ra:

Emlékezziink, hogy elemi sor transzformécionak neveztiik ha

1. Az i-edik sor c-szeresét a j-edik sorhoz adjuk.
2. Az i-edik sort és a j-edik sort felcseréljiik.

3. Az i-edik sort egy ¢ # 0 szammal megszorozzuk.
Vegyiik észre, hogy egy:

e Az 1. sor transzformaciot megvalosithatjuk az A matrixon, ha az A
matrixot balrol megszorzunk egy olyan métrix-al, amely az I, egység
matrixtol csak abban tér el, hogy a j¢ edik eleme nem nulla hanem ¢
Jeloljiik ezt a matrixot Ej;(c)-vel.

e A 2. sor transzforméciot megvalosithatjuk az A métrixon, ha az A
matrixot balrél megszorzunk egy olyan métrix-al, amely az I, egység
matrixtol csak abban tér el, hogy

— 1j-edik és ji-edik eleme 1
— 1i-edik és jj-edik eleme 0.

Legyen ezen a matrix neve: Fj,;

e A 3. sor transzforméciot megvalosithatjuk az A métrixon, ha az A
matrixot balrol megszorzunk egy olyan métrix-al, amely az [, egység
matrixtol csak abban tér el, hogy #i-edik eleme nem 1 hanem c. Legyen
ezen a matrix neve: E;;(c).

Mivel
det(E”(c)) = 1, det(EH_U) = —]_7 d€t(E”(C)) = C,

ezért az 1. sor transzforméacié6 nem valtoztat a determinéns értékén. A
masodik a determinanst elGjelét megvaltoztatja, a harmadik a determinanst
c-szeresére valtoztatja.
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1.1.2. Determinans geometriai jelentése:

Egy (négyzetes) matrix determinénsa mindig egy szam. Ennek van abszo-
lat értéke és elGjele. ElGszor megértjiik a determinans abszolut értékének
geometriai jelentését, azutan pedig a determinéns elGjelének a geometriai
jelentését értjiik meg.

A determinéns abszolit értékének a jelentése:

Jeloljiik az
a1 P QA1ny
A=

Ap1 - -+ App

matrix j-edik oszlop vektorat u;-vel. Vagyis

ail 12 a1n

a1 22 A2p
u; = . ,Ug = . s, Uy =

an1 an2 Ann

Ezt agy is irhatjuk, hogy
A=[u,uy,...,u,)

Vegyiik észre, hogy
/4'62 = U,

ahol e; az i-edik koordinata egység vektor, vagyis az a vektor, aminek min-
den koordinataja 0 kivéve az i-edik koordinatat ami viszont 1-el egyenld.
Ezért az

y—> Ay (1.4)

leképezés az R"™ egység kockajat vagyis a
K ={(z1,29,...,2,) : 0 < xy,29,...,2, <1}

halmazt 1 — 1 értelmten ra képezi az uy, us, ..., u, vektorok altal kifeszi-
tett P < uy,us,...,u, > parallelepipedonra. A determinans abszolut
értéke éppen ezen P < uj, uy,...,u, > parallelepipedon térfogata.
Vagyis az A métris determinansanak abszolut értéke azt mondja meg, hogy
az

fiy—A-y
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linearis leképezés esetén egy H C R™ halmaz f(H) képének térfogata hany-
szorosa a H térfogatanak. Képletben:

térfogat f(H) = |det(A)| - térfogat(H ).

A determinéns elGjelének jelentése:
Ha a determinans elGjele pozitiv, akkor az

fiy—A-y

leképezés iranyitas tartd (mint példaul a forgatasok). Ha a determinéns
elgjele negativ az f iranyitas valto (mint példaul a tiikrozések).



2. fejezet

I1. el6adas

2.1. Gauss-Jordan eliminacid

Az A2 el6adéason tanult Gauss eliminacio soran a matrixot sor-echelon alakra
hoztuk elemi sor transzformaciok egymés utani alkalmazasaival. Emlékez-
tetek, hogy egy matrix sor echelon alakban van ha:

1. A csupa nullabdl &all6 sorok (ha vannak a maétrixban egyaltalan) a
matrix utols6 sorai.

2. Ha egy sornak van nem nulla eleme, akkor az elsé nem nulla elem
egyes.

3. Két egyméas utani sor mindegyike tartalmaz nem nulla elemet, akkor
az elsé nem nulla elem (ami sziikségszeriien egyes) az als6 sorban,
jobbra van a felsg sor elsé nem nulla elemétdl (ami szintén egyes).

Nevezziik a fenti definicioban szereplé minden nem csupa nulla sor elején
allo egyeseket pivot elemeknek és ezen elemek oszlopait pivot oszlopoknak.
A sor echelon alakbol a redukélt sor echelon alakot tgy kapjuk hogy ha a
sor-echelon alakboél indulva, a pivot elemek sorainak megfelels tébbszoroseit
levonva a felettiik 1évé sorokbdl elérjiik, hogy a matrixban a pivot elemek
felett csak nullak legyenek.

2. PELDA:
00 —-20 7 12
A=12 4 —10 6 12 28
2 4 -5 6 -5 —1

8
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Az A matrixbol sor-echelon alakra hozés utan kapjuk az:

12 -5 3 6 14
A=100 10 - -6

o0 o000 1 2
métrixot, ahol a pirossal irt elemek a pivot elemek. Most alakitjuk ki a
redukalt sor-echelon formét:

Az utols6 nem csupa nulla sor (vagyis a mi esetiinkben a harmadik sor)
megfelel6 szam szorosait hozzdadjuk a megel6z6 sorokhoz, hogy az utolsod
nem csupa nulla sor pivot eleme felett csak nullak legyenek:

Vagyis az utolso sor %—szeresét hozzéadjuk a méasodik sorhoz és ugyaneb-
ben a lépésben az utolsd sor —6 szorosat hozzéadjuk az els6 sorhoz. Kapjuk:

12 -530 7
00 100 1],
00 001 2

ahol a kék szin jeloli az ijonnan kialakitott nullakat az utols6 sor pivot eleme
(piros 1-es) felett. Most az igy kapott matrix masodik soranak pivot eleme
feletti pozicion akarunk nullat kialakitani. Ehhez, hozzaadjuk a mésodik
sor 5-szOrosét az elsé sorhoz. Ennek eredményeként kapjuk a redukalt sor-
echelon alakii méatrixot:

120307
A"=10 0 1 0 0 1
00001 2

Lathato, hogy az A’ sor-echelon alakban és az A” redukalt sor-echelon alak-
ban a pivot elemek ugyanazok.

Azt a folyamatot, amelynek soran az A matrixboél a redukélt sor-echelon
alakiu A” matrixot létrehoztuk Gauss-Jordan eliminaciénak hivjuk.

> with(linalg):
> A:=matrix(3,6,[0,0,-2,0,7,12,2,4,-10,6,12,28,2,4,-5,6,-5,-11);
00 —2 0 7 12

2 4 -10 6 12 28
24 -5 6 -5 -1
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>gaussjord(A) ;

120307
001001
000012

3. PELDA: Adott a sikon 4 pont, melyek z koordinatéi kiilonbézéek. Eh-
hez létezik egyetlen olyan legfeljebb harmadfokd polinom, amely mind a
négy adott ponton atmegy. Hatarozzuk meg ezt a polinomot, ha a pontok

P=(=2,-2), P=(-1,4), Py=(1,2), P, =(2,3).

Megoldas: Jeloljiik a keresett (legfeljebb) harmadfokd polinomot p(x)-el.
Ekkor

p(z) = ag + a17 + asx® + aza’®.
Azt hogy a p(z) polinom atmegy az adott négy ponton a kovetkezs négy
egyenlet irja le:

Q
w
I

1 -2 4 -8 -2
1 -1 1 -1 4
1 11 1 2
1 2 4 8 3

Ezt Gauss-Jordan eliminacioval redukalt sor-echelon alakra hozzuk:

1000 2
0100 —7/4
0010 —5/6
0001 3/4
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Az utolso oszlopban &ll6 elemek adjak rendre ag, a1, as, ag értékét. Vagyis a
keresett polinom:
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Ezt az abrat a kovetkezd MAPLE program eredményezi:

> x1:=[-2,-1,1,2]:

> y1:=[-2,4,2,3]:

> #corresponding data points:

> with(stats) :with(plots):

Warning, these names have been redefined: anova, describe, fit,

importdata, random, statevalf, statplots, transform

> pts:=zip((x,y)->[x,y],x1,y1):

> pt_plot:=pointplot(pts):

> inter_poly:=interp(xl,yl,x):

> ip_plot:=plot(inter_poly, x=-3..4,color=GREEN):

> 1s_fitl:=fit[leastsquare[[x,y],y=a*xx+b, {a,b}]]([x1,y1]):

> ls_plotl:=plot(rhs(ls_fitl),x=-3..4,color=blue):

> 1ls_fit2:=fit[leastsquarel[[x,y],y=a*x~2+bxx+c, {a,b,c}]]([x1,y1]):

> 1s_plot2:=plot(rhs(ls_fit2),x=-3..4,color=red):

> display([pt_plot,ls_plotl,ls_plot2,ip_plot]);

2.2. Kifeszitett altér bazisanak meghatarozasa

Adottak az S = {vi,...,v,} € Ré%beli vektorok. Legyen W C R? az S
altal kifeszitett altér. Vagyis W azon vektorok Osszesége, amelyek elGallnak
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S-beli vektorok linearis kombinaci6jaként.
W ={w:3a,...,05; W=01Vy + -+ asvs}.
Két természetes probléma fordul el nagyon gyakran:
1. Talaljuk meg W egy tetszileges bazisat.
2. Talaljuk meg W egy olyan bazisat, amely S-beli vektorokbol all.

Az els6 problémat megoldottuk A2-ben. Nevezetesen az S-beli vektorokbol
mint sor vektorokbol alkottunk egy B métrixot. Ezt a B matrixot Gauss
eliminacioval sor-echelon alakra hoztuk. A nem nulla sor vektorok alkotték
a W egy bazisat. Ez igy egyszerid és nagyon gyors, viszont az ilymodon
kapott bazis vektorok altalaban nem az S-beli vektorok koziil keriilnek ki
tehat ez a modszer megoldja az els6 problémét de nem oldja meg a nehe-
zebb méasodik problémét. A mésodik probléma megoldasdhoz sziikséges a
kovetkezs észrevétel:

Eszrevétel:
Legyen A egy k x s méretd matrix melynek oszlop vektorai ci, ..., c, € R*:
air ... Qig
A= ; : Cl=la e ] (2.1)
Qp1 ... Qkg

Tegyiik fel, hogy az oszlop vektorok kozott fennall

C, = E apCl.

ki

Hajtsunk végre egy tetszéleges elemi sor transzforméciot az A matrixon. Igy
kapjuk az A’ métrixot, melynek oszlop vektorait jeldljiik c, . . ., ¢, € RF-vel.
Vagyis az elemi sor transzformécié eredménye:

ay, ... d
A = : : : =[c ... ¢ ]. (2.2)

/ /
CLkl PN aks
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3. TETEL: Hasznélva a fenti jel6léseket:
c. = Z QiCl.
ki

Vagyis az A’ maétrix oszlop vektorai kozott ugyanazok az Osszefliggfségi
viszonyok vannak mint az A matrix esetén.

A fenti 2. probléma megoldasa az Eszrevétel segitségével:
Legyen A az a k x s méret matrix, melynek oszlop vektorait az S elemei
ugyanazon sorrendben.

a1 Lo Qg
A= + 1l =[vi ... v ]. (2.3)

a1 ... Qg

Hajtsuk végre a Gauss-Jordan eliminéciot. Vagyis az A matrixbol kiindul-
va hajtsuk végre elemi sor transzformaciok azon sorozatit, melynek ered-
ményeként kapunk egy redukalt sor-echelon alakt méatrixot, melyet A’-nek
neveziink. Ennek a pivot oszlopainak megfelel§ S-beli elemek alkotjak a
W-nek S-beli bazisat.

4. PELDA: Legyen W a kivetkezs vektorok altal kifeszitett altere R*-nek:

1 2 0 2 5

| -2 I ) 1 | -1 | -8

vV = 0 , Vo = -3 , V3 = 3 y Vg = 4 y Vs = 1

3 6 0 -7 2
Hatarozzuk meg a W egy olyan bazisat, melynek minden eleme ezen vy, ..., vs

vektorok kozil keril ki.

Megoldas: Legyen A az a matrix, melynek oszlop vektorai az adott vekto-

rok:
1 2 0 2 5

-2 -5 1 -1 =8
0 -3 3 4 1
3 6 0 -7 2

Alkalmazzuk a Gauss-Jordan eliminaciot a MAPLE segitségével::

A:
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> with(linalg):
> A:=matrix(4,5,[1,2,0,2,5,-2,-5,1,-1,-8,0,-3,3,4,1,3,6,0,-7,2]):
> gaussjord(A);

10 2 01
01 -1 0 1
00 0 11}
00 0 00

ahol a kékkel irt elemek a pivot elemek az oszlopaik a pivot oszlopok. A tétel
értelmében a pivot oszlopoknak megfelel6 sorszamiu v vektorok alkotjak a
W bazisat. Vagyis a

{vi,va, va}

a W egy bazisat adja.
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2.1. abra. A Py,..., P, pontokat legjobban megkozelits els6- (kék) méasod-
(piros) és harmadfokiu (z6ld) polinomok.



3. fejezet
I1I. el6adas

3.1. Attérés egyik bazisrol a masikra

Az R természetes bazisanak hivjuk a T' = {ey, ..., e,} bazist, ahol
(1] [0 ] [0 ] [0 ]
0 1 0 0
e = O ; €9 = O , €3 = 1 .. € = 0
i 0 | i 0 | i 0 | i 1 ]

A v vektor természetes bazisban vett koordinatait vagy [v],-vel jeloljiik
vagy egyszerten csak v-t irunk.

Ha B = {uy,...,u,} egy tetszéleges bazisa az R"-nek, akkor Vv € R"™
vektor egyértelmten felirhato

VvV =xju; + ...+ a,Uuy,

aq
alakban. Ekkor azt mondjuk a B bazisban a v vektor koordinatai: :
Qnp
Jelben:
aq
Vg = :
Qp

17
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5. PELDA: Ha u, = {;] ,u2:|:_31:| éSV:|:_;:|,akkOI'
v =2u; — 3uy
) 2 .
tehat [v]p = [ 3 } , ahol a B = {uy,uy} bézis.

4. TETEL: Ha B = {uy,...,u,} egy tetsz6leges bazisa az R"-nek, akkor
Vv € R" vektorra:

[V]T = [ula e 7un] ’ [V}B ’
ahol [uy, ..., u,| egy méatrix, melynek els§ oszlopa u;, mésodik oszlopa us,

. ,n-edik oszlopa u,. Ezt a jelolést kés6bb is hasznaljuk.

a
Bizonyitas. Ha [v]; = : |, akkor
7%
aq
Vlp =oqm +.. .+ au, = [ug, ..., u,)- =, Vg
Oy,

1. KOVETKEZMENY: Egy v € R" vektor koordinatait a B = {uy,...,u,}

bézisban a kovetkezd formula adja:

-1

Vg =[ur,...,u,] - [V]p. (3.1)

2. KOVETKEZMENY: Ha B = {uy,...,u,} és B' = {u),... ul} ba-
zisai az R™nek és v € R", akkor

Vg = [, ..., 0] u, . w)] - V] (3.2)

1. DEFINICIO: A [v),...,u,] ' [uy,...,u,] matrixot a B bazisrol a B’

n
bazisra valo attérés matrixanak hivjuk.

6. PELDA: Hatéarozzuk megav = [ 2 } vektor koordinatéit a B = { [ é 1 , { _i } }

béazisban!
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1 -3

Megoldds: Legyen P = [ 5 4

} A . Kévetkezmény miatt [v], =

4 3
-2 1

V], = 04 03] [5]_ 3.8
ViB= | 02 01 6| | —04 |
7. PELDA: Adottak a kovetkezd bazisok:

sl BT e

ha w vektor koordinatéai a B-ben [w], = [

a B’-ben?

P~'v. Mivel det (P) = 10, ezért P~! = & [ } . Tehat

] kérdés mik a w koordinatai

7

Megoldds: Alkalmazhatjuk a (3.2)) formulat:

(W] = [uh, ] - [, w] - W]y (3.4)
Ehhez: Legyen P := [u], u}] = ;) :1 . Ekkor det (P) = 2, tehat P~! =

e}

%[j}) H.Tehat[w]g:%{:é ”[g _41].[3}:{:2?5}

5
3.2. Linearis transzformaciok

2. DEFINICIO: Az F : R* — R® leképezést linearis transzformacionak
hivjuk, ha

a. F(u+v)=F(u)+ F(v), Yu,v e R";
b. F(cu) =cF (u); Vee R ésu e R".
8. PELDA: A sik és az egyenes linearis transzformacioi:

1. Szamegyenes linearis transzformacioi az F' () = cx alaku fiiggvények.

2. A sik linearis transzformacioi példéul az origo6 koriili forgatésok, origon
atmend egyenesre tiikkrozések, vagy F' (z1,xq) = (221, 323) .
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9. PELDA: Hatarozzuk meg az origé koriili (pozitiv irdnyt) 30°-os szoggel
valo forgatas matrixat, majd ennek segitségével szamitsuk ki a v = [1, 5]
vektor 30°-0s szoggel valo elforgatasaval kapott w vektort!

Megoldds: Mivel nem specifikdltuk, hogy melyik bazisrél van szo, ezért

az { {(1)} , {ﬂ } természetes bazisban dolgozunk. Itt el6szor meghatarozzuk

b, = F ([ (1) ]) és by = F <[ (1) }) értékeket, majd ezekbdl képezziik a
B = [ b; by } méatrixot

V3 _1 V3 1
b, = [ 2 } és by = [ \/32 } . Tehat B = 12 \/52 . Ennek segitsé-
2 2 2 2

gével megkaphatjuk annak a w vektornak a koordinatait, amit a v = (1,5)
vektor origo koriili (pozitiv iranyt) 30°-os forgatéséaval kapunk:

L[ A

3. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy a B := {u;,u,} bazisban az F :
R? — R? linearis transzformacié matrixa Mg, ha minden

V3
2
1, 53
2 T

_3
2

a = U] + Uy

vektorra:

teljestil.

Alkalmazva a definiciot az [ (1) } és a { ? } vektorokra, kapjuk, hogy

Mp = [F(m)lp [F(u)lp] | (3.6)

vagyis, a 2 x 2-es Mp matrix elsé oszlopa [F(uy)]5 és méasodik oszlopa:
[F(u2)] -
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3.2.1. Linearis transzformacié matrixai kiilonbozd bazi-
sokban

5. TETEL: Legyen P := [u,, u,] és legyen My, a F linearis transzformacio
matrixa a természetes bazis ban, és Mp a B = {uy, us} bazisban. Ekkor

Mp=P' My P | (3.7)

Bizonyitas. Emlékezziink, hogy definici6 szerint Mz az a matrix, amely-
re teljesiil, hogy barmely a vektorra:

[F(a)]lp = Mp - [a]5 - (3.8)

Legyen a € R? tetszbleges rogzitett. Alkalmazzuk a (3.1) formulat a v =
F(a)-ra:

[Fla)ly = P - [Fa)r
= Pl My Jal;
= P1.Mr-P .[a]B

—_——
Mp



4. fejezet
IV. el6adas

4.1. A matrix fundamentalis alterei

4. DEFINICIO: Adott egy k x s méretd A méatrix, melynek:

oszlop vektorai: ci,...,v, € R* és a sor vektorai ry,...,r; € R®,
ay; ... Qg r
A= : : =l e = . (4.1)
QA1 o Qgg ry
1. R¥-ban azon alteret, melyet az A matrix {c,,...,c,} oszlop vektorai

feszitenek ki col(A)-val jeloljiik.

2. R*-ben azon alteret, melyet az A matrix {ry,...,ry} sor vektorai fe-
szitenek ki row(A)-val jeloljik.

3. A2-ben tanultuk, hogy a sor vektorok és az oszlop vektorok altal ki-
feszitett alterek (noha az elsé R*-beli a masodik R*-beli) dimenzi-

61 egyenlGek. Ezen kozos dimenzidt hivjuk a métrix rangjanak, jele:
rank(A).

4. Az A matrix nullterének hivjuk azon x € R?® vektorok alterét, me-
lyekre: A -x = 0, jele null(A). Az A nulltérének dimenzidja az A
nulluty-je, jele nullity(A).

Mivel az A matrix-al egyiitt az AT transzponalt métrix is fontos ezért a
transzponalt méatrixra is fel akarjuk irni ugyanezeket a mennyiségeket. Vi-

22
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szont a transzponélas sort oszlopba visz és viszont, ezért:

row(A”) = col(A) és row(A) = col(AT).

5. DEFINICIO: Az A matrix fundamentalis alterei:
row(A) col(A), null(A), null(AT).

)

4.2. Dimenzio tétel matrixokra

6. TETEL: (Dimenzi6 tétel matrixokra) Legyen A egy k X s méreti
(tehat nem feltétlen négyzetes) matrix. Ekkor

rank(A) + nullity(A) = s. ‘ (4.2)

Bizonyitas. Tekintsiik az
A-x=0

egyenletet (itt x,0 € R®). Gauss eliminéciot alkalmazva ezen egyenlet ki-
egészitett matrixat sor-echelon alakra hozzuk. Tegyiik fel, hogy a nem csupa
nulla sorok szama r-el egyenls. Ekkor rank(A) = r. Minden nem csupa nul-
la sor egy ki nem kiiszobdlhetd egyenletet jelent ami meg kot egy valtozot.
Tehét az Osszesen s valtozobol megkotiink r valtozot. Igy tehat marad s —r
szabad valtozonk. Vagyis:

szabad valtozok szama = s — rank(A)
Maés szavakkal:
rank(A) 4+ szabad véltozok szama = s.

Masrészt a szabad valtozok szama éppen az A - x = 0 egyenlet megoldasai
altal meghatarozott altér dimenzidja. Més szavakkal:

nullity (A) = szabad valtozok szama .

Osszetéve a két utolsé egyenletet kapjuk a tétel allitasat. m Legyen S C R
Ekkor az S merdleges alterének hivjuk azon Rbeli vektorok halmazat,
melyek az S 6sszes elemére merdlegesek, jele S*.

SLI:{WGRdZVVGS; VJ_W}.
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7. TETEL: (Alterekre vonatkoz6 dimenzié tétel) Legyen W az R egy
altere. Ekkor
dim(W) 4 dim(W+) = s.

Bizonyitas. Ha W az R°-nek a két trivialis altere (0,R*) koziil az egyik,
akkor a tétel trividlisan igaz. Egyébként pedig valasztunk egy bézist a W.
Tegyiik fel, hogy ez a bézis k elemti. Ebbdl a béazisbol mint sor vektorokbol
képezziik a k x s méretti A méatrixot. Nyilvan

row(A) = W és null(4) = W+, (4.3)
m Tehat az el6z6 tételt hasznalva:
dim W + dim W+ = rank(A) + nullity(A) = s.
Hazi feladat: Igazoljuk, hogy minden A métrixra:

(a)

col(A)* = null(AT). ‘ (4.4)

(b)

row(A)*" = null(A). (4.5)

A fenti tétel kovetkeztében belathato, hogy:

8. TETEL: Legyen A egy n x n-es (tehat négyzetes) méatrix. Legyen to-
vabba T4 : R* — R" az A métrixhoz tartozo6 linearis leképezés melyet a
kovetkezdképpen definidlunk:

x— A-x.

Ekkor a kovetkezg allitasok ekvivalensek:

(a) Az A matrix redukalt sor-echelon alakja egyenls az n-dimenzios egység
méatrix-al I,,-el.

(b) Az A métrixot felirhatjuk elemi matrixok szorzataként.
(c) Az A matrix invertalhato.

(d) A-x = 0-nak a trividlis x = 0 az egyetlen megoldésa.
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(f) Minden b € R"-re az A - x = b-nek pontosan egy megoldasa van.

(8) det(A) # 0.

(h) A =0 nem sajatértéke az A méatrixnak.

(i) T4 leképezés 1 — 1 értelmd.

(J) T4 leképezés raképezés R"-re.

(k) Az A matrix oszlop vektorai linearisan fiiggetlenek.

(1) Az A matrix sor vektorai linearisan fiiggetlenek.

(m) Az A matrix oszlop vektorai az R™ egy bazisat alkotjak.
(n) Az A maétrix sor vektorai az R" egy bazisat alkotjak.

(o) rank(A) =n.

(p) nullity(A) = 0.

A[7 Tétel egy méasik kovetkezménye:

25

9. TETEL: Legyen W az R"-nek egy n— 1 dimenzios altere. Ekkor létezik

egy a € R" vektor, hogy
W+ ={c-a:ccR}.

Vagyis W+ az a vektor altal meghatérozott egyenes. Az ilyen W altereket

hipersikoknak hivjuk.

Bizonyitas. . Tételbdl tudjuk, hogy ekkor dim(W+) = 1 vagyis W egy

origbn atmens egyenes. |

4.3. Az AT A és az AAT matrixok

Adott az A az a k x s méretd matrix, melynek oszlop vektorait cq,...,c, és
sor vektorai: rq,...,T.
ai e Qg Ir
A= : Cl=la e )= (4.6)

arr ... Qg Irg
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Ekkor
C1 Ci-Ci ... C1-Cg
AT A= : -[cl cs}:
Cg Cs-Cy ... Cg-Cy4
I ry-r ... Ir{-TIg
A-AT=| | [ ..o ] =
rg Ye-ry ... T -TIp

10. TETEL: Legyen A egy k x s méretd matrix. Ekkor
(a) null(A) = null(ATA),
(b) row(A) = row(AT A),
(c) col(AT) = col(AT A),
(d) rank(A) = rank(AT A).
Bizonyitas. Csak az (a) részt bizonyitjuk: Tehat megmutatjuk, hogy
null(A) = null(A” A). (4.7)
Ehhez két dolgot kell megmutatni:
(i) Ha a € null(A), akkor a € null(AT A)

(ii) Ha a € null(AT A), akkor a € null(A)
Az (i) trivialis hiszen
acnll(d) e A-a=0=A"-(4.-a)=0= (ATA)-a=0.
Most megmutatjuk, hogy a (ii) rész is teljesiil: Legyen a € null(ATA). Ez

azt jelenti, hogy AT A-a = 0. Ez azt jelenti, hogy az a € R?® vektor merdleges
a rowAT A altérre. Vegyiik észre, hogy

(ATA)T = ATA
vagyis az AT A matrix szimmetrikus. Ezért az a vektor merdleges a col(AT A) =
row(AT A) altérre is. Ez azt jelenti, hogy az a vektor mersleges minden

AT A -y alakti vektorra barmi is az y € R® vektor. Tehat az a vektor
merdleges az AT A - a vektorra is. Ezért:

0=a’.((ATA)a) = (a’ A") - (4a) = (4a) - (Aa).
Innen pedig 0 = Aa vagyis a € null(A). =
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4.4. Négyzetes matrixok szingularis érték fel-
bontasa

Mi itt csak a négyzetes matrixok szingularis érték felbontéasat targyaljuk.
Legyen A egy d x d-es métrix, melyre

rank(A) = k < d. (4.8)
Legyenek az AT A matrix sajatértékei csokkend sorrendben:
AL 2> 2 g

ezek koziil az els6 k& nem nulla de mindegyik nem negativ. Ez azért van
mert ha v; az AT A matrixnak a \;-hez tartozo egység hosszu sajétvektora,
akkor:

JAV; [P = Av; - Avy = v; - ATAv; = X; - (vj - vy) = Ay - v 1%

tehat \; > 0. Mivel ezek a A, ..., \g szdmok mind nem negativak tekint-
hetjiik a négyzetgyokeiket:

] > Qg > >y

Ezeket hivjuk az A matrix szingularis értékeinek. Tekintsiik a
V=[vy...vq]

ortogonélis matrixot. Végiil legyen

AVZ'
u; .= .
Q;

Ha i # j, akkor:

AVi . AVj =V;- ATAVj = )\jvi . Vj = 0.
——

AjVj
Tehét az {uy,...,uy} rendszer ortonormalt rendszer. Képezziik az
U= [ul . ud]

matrixot és legyen D az a diagonalis métrix, melynek f6atlojaban az a, . . ., ag
allnak.
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11. TETEL: A fenti jelolésekkel:

A=U-D-VT, (4.9)
Az u, ... u, vektorok a baloldali szingularis vektorok és a vy,...,v, a
jobboldali szingularis vektorok.
Bizonyitas.
UD = [061111, c. ,adud] .
Tovabba
AV =
UD [aquy, ..., aguy]
= [Avy,..., Avy]
— AV
Innen:
UDV~! = A.
Viszont tudjuk, hogy V ortogonalis, vagyis V! = V. Tehat
UDVT = A.

4.5. Merdleges vetitések R"-ben

1. FELADAT: (Merdleges vetités R?-ben) Rogzitsiink egy a € R? vek-
tort. Legyen T : R? — R? az a linearis transzforméaci6, amely minden x € R?

vektorhoz hozza rendeli ezen x vektornak az a vektor egyenesére vett me-
réleges vetiilet vektorat (1. [£.2] abra).

2. FELADAT: (Merd6leges vetités R3-ban) Rogzitsiink R3-ban egy olyan
S sikot, amely dtmegy az origon. Legyen T : R® — R3 az a linearis transz-
formacio, amely minden x € R? vektorhoz hozza rendeli ezen x vektornak
az S sfkra vett mercleges vetiilet vektorat (1. [£.3] 4bra).

Most a fentiekhez hasonl6 feladatok megoldasait tanuljuk meg abban az
esetben mikor n dimenziés térben valamely k£ < n dimenziés altérre veti-
tiink.
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21 C:\Documents and Settings\Dr. Simon Karoly\Dokumentumok)\plusz1\svd.mw -|=| x|
F@ Edit Yiew Insert Format Tools Window Help
D2BSE YBHm S¢ TP EE ¢ O @ma® B
[T waple Input =] [Morospaced =] fz= m I u = m I ’E’i
Bl

[> with(linalg):

> A := linalg[matrix](2,2,[2,31,3,4]);

[> evalf(svaca,u,v);

[> ur:=transpose(u) ;

_> print (¥) ;

[+ muleiplyqur,a, v ;

L]

Warning, the protected names norm and trace have been rsdefined and unprotected

[31.34720743, 2.711565303]

-.8909114795 -1345155748
T =
0.1345155748 -.9909114795
-0.07609512550 -.9971005626
-.5971005626 0.07609512550

{ 31.34720743 0}

510710 2711565302

Reacy

dStart] B GO S &2 Q@ | U2 Freeware file...~|[ T 3 java - 7 WinEdt - [Doc3]

[Time: 0015

emary: 0.18M
(M [« S50 @@ 13:31

4.1. abra. Szingularis érték felbontds Maple-ben.



4. FEJEZET. IV. ELOADAS

4.2. abra. T'(x) az a vektor egyenesére valo merdleges vetiilet vektor

30
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4.3. abra. T'(x) az S sikra valo merdleges vetiilet vektor

31
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A fenti[4.2] Feladat megoldasa:
T(x) = X:—-a —-a
|l EY
az x-nek az a-ra vett vetiiletének hossza

Tehat < a
T(x)=———"a.
al[*

Nyilvanvaléan a nevezdt felithatjuk mint ||al|? = a
gondolni, hogyha tekintjiik a

. a. Hazi feladat meg-

n X n-es matrixot, akkor erre
T(x)=P-x (4.10)

teljesiil, vagyis a T linearis transzformacié matrixa a természetes bazisban
a P matrix.

4.6. Altérre vonatkozo projekcié matrixa

12. TETEL: (Alterekre vonatkozo6 projekcios tétel) Adott egy nem
trividlis W altere R™-nek. Legyen Ty : R — R™ az a linearis transz-
forméacio, amely minden x € R"™ vektorhoz hozzarendeli az x vektornak a
W altérre val6 merdleges vetiiletét. Ekkor a T linearis transzforméciéo P
matrixat a természetes bézisban megkapjuk a kovetkezSképpen:

P=MM"M)"*MT, (4.11)
ahol M egy olyan matrix, melynek oszlop vektorai a W egy bazisanak elemei.

1. MEGJEGYZES: Igy persze az M matrix véalasztasa nem egyértelmd,
de attol fiiggetleniil a P matrix természetesen ugyanaz lesz az M minden
lehetséges értékeire.

10. PELDA: Legyen S az z — 4y + 2z = 0 sik.
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(a) Hatarozzuk meg az S-re valoé merdleges vetités P matrixat!

(b) Hasznélva az el6z6 rész eredményét szamitsuk ki az A = (1,3,7) pont-
nak az S sikra esé merdleges vetiiletét!

Megoldas (a): Vegyiink két nem parhuzamos vektort az S sikbol. Ezek
nyilvan az S egy bazisat adjék. Ezt megtehetjik tgy hogy az egyik pont
esetén: y = 1,2 = 0 majd a masik pont esetén y = 0,z = 1 értékeket
valasztjuk. Ekkor az els6 esetben x = 4 a masodikban pedig x = —2. Tehat
az S sik egy bazisa:

4 -2
11,10
0 1
Ezért az M matrix:
4 -2
M=|1 0
0 1

Maple hasznalataval:

> with(linalg):
> M:=matrix(3,2,[4,-2,1,0,0,1]):
> B:=inverse(multiply(transpose(M),M)):

> P:=multiply(M,B,transpose(M));

20 4 _2
21 21 21
4
P=1| 5% 5
2 8 17
21 21 21
Tehat
. [20 4 -2
P:M(MTM)‘lMT:ﬁ- 4 5 8

-2 8 17
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1
Megoldas (b): x = | 3
7
20 4 _ 2
21 21 21 1 g
_ _ 4 5 8 _ | 2
T =P-x=1 5 o o |["|3|=|7
_2 08 I 7 0
21 21 21
12, Tétel bizonyitasa. Legyen wy,..., Wy egy bazisa W-nek. Legyen M
az az n X k méretd matrix, melynek oszlopai a wq, ..., w; vektorok. Jelben:
M = [wy, ..., W]

Ekkor mint azt (4.5))-ban lattuk
W = col(M) és W+ = null(M™),

Az x € R" fel lehet irni mint W-beli és Wt-beli 6sszetevék Osszegeként
(hasonléan mint a (4.3). 4bran). A W-beli dsszetevs a T'(x) a W-beli
Osszetevot jeloljiik a-val. Tehat

x =T(x) + a, (4.12)

ahol T'(x) € col(M) és MT - a = 0 teljesiil. Vegyiik észre, hogy

T(x)€col(M) = IVER: T(x)=M-v (4.13)
" M' a=0s M'(x—T(x)) = 0. (4.14)
N——

a

Tehat HA be tudjuk latni, hogy létezik egyetlen v € R* amire:
M' (x—M-v)=0, (4.15)
akkor
T(x)=M-vésa=x—T(x) (4.16)

adja a fent keresett megoldést egyértelmiien. Ehhez irjuk at a (4.15)) egyen-
letet:
(M*M)-v=M" x. (4.17)

Ennek az egyenletnek létezik és egyértelmii a megoldasa az ismeretlen v
vektorra, mivel
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o az MTM egy k x k-as matrix,
o rank(MTM) = k.

A masodik 4llitas abbol jon, hogy egyrészt rank(M) = k, masrészt minden B
métrixra rank(BT B) = rank(B) (ez a ??. Tétel). Tehat a (4.17)) egyenletnek
létezik és egyértelmii megoldésa az ismeretlen v vektorra. Nevezetesen:

v=(M"M)" M"x.
Innen és (4.16]) egyenletbdl adodik, a keresett

T(x) =M (M"M)™ MTx.

4.6.1. Alkalmazas I. linearis egyenletrendszerek

Adott egy linearis egyenletrendszer, amely m egyenletbdl és n ismeretlenbdl
all. Legyen ennek méatrixa A. Ekkor az egyenletrendszer leirhato:

A-x=b (4.18)

alakban. Ha ezt meg tudjuk oldani akkor j6. Ha viszont nem megoldhato
akkor is tehetiink valamit, nevezetesen meg lehet keresni azt az x € R”
vektort, amire

b — Ax||
a minimalis. Mivel
col(A) ={weR":JyeR", w=A-y}

ezért értelemszerten azt az x vektort amire |b — Ax|| értéke a minimaélis
megkapjuk mint a b merdleges vetiiletét a col(A) altérre. Nevezetesen:
Legyen

b* a b vektornak a col(A)-ra vett merdleges vetiilete.
A[12] Tétel segitségével a b* vektor meghatarozhat6. Mivel definicio szerint

b* € col(A) ezért a
A-x=b" (4.19)
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egyenletnek van legalabb egy (esetleg végtelen sok) megoldasa. Megoldva
ezt az egyenletet meg kapjuk a (4.18)) egyenlet an. legkisebb négyzetes
megoldasat.

Egyszertibb tuton is eljuthatunk a (4.18]) egyenlet legkisebb négyzetes
megoldasahoz:

Nevezetesen: a (4.19)) egyenlet ekvivalens a
b—- Ax=b —Db".
Beszrozva mind két oldalt AT-vel:
AT (b — Ax) = AT(b — b"). (4.20)

Hazi feladat belatni, hogy ennek az egyenletnek a jobb oldala a 0 vektorral
egyenls. Igy: a (4.18) egyenlet legkisebb négyzetes x megoldasa kielégiti
a

(AT A)x = ATD. (4.21)

egyenletet, melyet a (4.18]) egyenlet in. normal egyenletének hivunk.

Legkisebb négyzetek mddszere: Adottak az x, y valtozok,

(xla 3/1); (x27 3/2)7 sy (.’L’n, yn>

melyekrsl okunk van feltételezni lineéris kapcsolat van kozottiik. Vagyis
valamilyen meghatarozandé, altalunk még ismeretlen a,b € R-re:

Yyi =ax; +0 1=1,...,n.

Azonban az adatokat mérések eredményeként kapjuk és ezért hibaval ter-
heltek. Hogyan adhatjuk az adatok alapjan elérhets lehets legjobb becslést
az a, b értékére?

Megoldas: Az a,b-nek mint ismeretleneknek ki kellene elégiteni az

1 = a+bxry
Yo = a-+bxy
: (4.22)
Yo = a+bx,
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a mérési hibdk miatt azonban ilyen a,b nem létezhet. Tehét keressiik azt
a megoldast, melyre legalabb is a hibdk négyzeteinek Osszege minimalis.
Ezt a egyenletrendszer legkisebb négyzetek megoldasa adja. Ez az
egyenletrendszer méatrixos alakban:

1 = Y1

1z a Y2

e | s
A b

Felirjuk tehat a (4.21]) normal egyenletet:
(ATA) . x = AT -b. (4.24)

Vegyiik észre, hogy ATA egy 2 x 2-es matrix. Vagyis a (4.24) egyen-
letrendszer egy két egyenletbdl és két ismeretlenbdl allo rendszer. Mivel
rank(A) = 2 ezért a ??7. Tétel miatt rank(AT A) = 2 tehét a[g, Tétel miatt
létezik egyetlen megoldéasa. Ez a megoldasa adja a keresett a, b értékeket.

11. PELDA: Hooke toérvényébdl kovetkezik, hogy ha egy fiiggslegesen fel-
fliggesztett rugora x sulyt helyeziink és ennek hatasara a riugd y hosszira
nyulik, akkor az = és y kozott linearis Osszefiiggés van vagyis valamely a, b-re

y=a+bx (4.25)

teljesiil. A kovetkez6 mérési eredmények ismeretében hatérozzuk meg az a
és b értékeét:

suly N-ban 112 |4 6 8
tomeg cm-ben | 6.9 | 7.6 | 8.7 | 10.4 | 11.6

Megoldas: A (4.23)) egyenletbeli A matrix és b vektor:

1 6.9 6.9
1 7.6 7.6
A=|1 87|, b=| 87
1 104 10.4

1 11.6 11.6
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Innen a normaél egyenlet

5 21 | fa| _| 452
21 121 b | | 2121 |°
——— e N——

AT A X ATb

<= [3]=1%]

a = 6.189634146 és b = 0.6786585366

Ennek megoldéasa

Tehat

A keresett ugynevezett regresszios egyenes:

y = 0.6786585366 - = + 6.189634146.
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124

119

104

4.4. abra. Legkisebb négyzetek modszere.

39



5. fejezet

A hatvany moédszer

Elméletileg a matrix sajatértékeit meghatarozhatjuk mint a karakterisztikus
egyenletének gyokeit. Azonban ez a modszer annyi szamitasi nehézséget tar-
talmaz, hogy a gyakorlatban szinte soha nem hasznaljuk. Ebben a fejezetben
egy olyan modszert tanulunk, mellyel jo becslést adhaté a legnagyobb sa-
jatértékre és a hozzatartozo sajatvektorra. Ezt a modszert internet keresé
motoroknal is alkalmazzak.

6. DEFINICIO: Legyen x, € R™. Az
XQ,A'X(),A2 'XQ,...,Ak X0y e
vektor sorozatot az A métrix altal generalt hatvanysorozatnak hivjuk.

Ebben a fejezetben a hatvany sorozat konvergencidjanak segitségével sza-
moljuk ki a legnagyobb sajatértéket és a hozzatartozo sajatvektorokat.

7. DEFINICIO: Ha az A matrix )\, sajatértékének abszolut értéke na-
gyobb az A mint az barmely més sajatértékének abszolat értéke, akkor azt
mondjuk, hogy a A\; a dominéns sajatérték és a A\;-hez tartozd sajatvekto-
rokat dominans sajatvektoroknak hivjuk.
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13. TETEL: Legyen A egy n x n-es szimmetrikus matrix, melynek legna-
gyobb sajatértéke A > 0. Ha xy nem merdleges a A sajatvektoraibol allo
altérre, akkor a normalizalt hatvanysorozat:

A'XO A‘Xk,1

X0, X1 = 71 Xk:m,

d
HA-XOH’ ) (5 )

konvergél egy egység hosszti dominéns sajatvektorhoz és a
T T
X, AXy, . X AXgy

konvergél a A dominans sajatértékhez.

5.1. Alkalmazas: Internet keresé motorokban

A Google keres§ motorban alkalmazzak az Gn. PageRank algoritmust. En-
nek soran definidlnak egy matrixot, amely tartalmazza a keresés szempont-
jabol relevans oldalak hivatkozasi strukturajat. Ezek utan a dominans sajat-
vektort hasznalva fontossag szerinti csékkend sorrendbe rendezik a relevans
oldalakat. A keresés szempontjabol relevans oldalakat a kovetkezd modon
talaljak meg:

e Amikor a felhasznélo keres egy szot vagy kifejezést a Google elGszor egy
standard szoveg alapt keres§ motorral kivalasztja az oldalak kezdeti
So halmazat.

e Ez tartalmaz sok felesleges oldalt (hiszen a keresett szonak tobb sza-
munkra irrelevans jelentése is lehet) tovabba lehetnek szamunkra fon-
tos oldalak, amelyek Sy ban nem szerepelnek. Nevezetesen olyan olda-
lak, amelyek azt a dolgot amire kerestink a keresésbe altalunk beirt sz6
szinonimajaval fejezik ki. Ezért a Google itt nem részletezendé mo-
don az Sj oldal halmazt kiterjeszti oldalak S halmazara, amelyekrdl
feltételezziik, hogy a szamunkra érdekes oldalakat mar tartalmazza.

e A keres§ motor feladata, hogy az oldalak ezen S halmazat (ami tobb
ezer oldalt is tartalmazhat) a keresés szempontjabol vett fontossag
szerinti csOkkend sorrendbe allitsa. Itt jatszik szerepét az ebben a
fejezetben tanult hatvany modszer. Itt az Gn. PageRank algoritmus
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egy variaciojat az un. HITS (Hypertext Induced Topic Search) algo-
ritmust ismertetjiik, melyet 1998-ban fejlesztettek ki a Clever search
engine (IBM) szaméra:

http://www.research.ibm.com/topics/popups/innovate/hci/html/chow.html
A HITS algoritmus soran el@szor is felirjuk az tn. adjacency (szomszédos-
sagi) matrixot. Ha az oldalak fent emlitett S halmaza n elemt, akkor az A

adjacency matrix egy n X n matrix és az A matrix (i, j)-edik elemére teljesiil,
hogy

. | 1, ha az i-edik oldal hivatkozik a j-edik oldalra;
71 0, egyébkeént.

12. PELDA: Egy tipikus példa

(5.2)

— == O
—_o o O
_ o O =
O = O =

Ez azt jelenti, hogy:
az 1. oldal hivatkozik a 3. és 4. oldalakra.
A 2. oldal hivatkozik az 1. oldalra.
A 3. oldal hivatkozik az 1. és a 4. oldalakra.
A 4. oldal hivatkozik az 1. 2. és 3. oldalakra.

Egy oldalnak két fontos szerepe lehet:
hub: sok mas oldalra hivatkozik
authority: 6t hivatkozza sok més oldal.

A fenti példaban a 4. oldal hivatkozik harom mésik oldalra tehat
a 3. oldalnak mint hubnak a nagysaga 3. A 4. oldalra hivatkozik két
oldal tehat a 4. oldalnak mit authoritynek a nagysaga 2. Az i-edik sorban
talalhato elemek 0Osszege mutatja meg, hogy az i-edik elem hany oldalra
hivatkozik és az i-edik oszlopban all6 elemek Osszege mutatja meg, hogy az
1 oldalt hanyan hivatkozzak. Tehat a sor vektorok 0sszegébdl képzett vektor
az un. kezdeti hub vektor hg és az oszlop vektorok 6sszegébdl allo vektor az
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un. kezdeti authority vektor ag. Jelen esetben:

hy =

és ag =

W N = N
NN — W

Az ag vektorra célszert tgy gondolni mint az AT matrix sor dsszeg vektorara.
Altalaban: ha az A n x n matrix egy adjacency matrix, akkor a kezdeti
authority és a kezdeti hub vektorokat a fenti médon szamitjuk ki.
Azonban mivel a fenti példankban az 1. oldal a legnagyobb authority
ezért azoknak a huboknak akik &t hivatkozzak tobb silyt kell adni. Hason-
l6an kezdetben a 4. oldalt tekinthetjiik a f6 hub-nak ezért azon oldalaknak
akikre a 4. oldal hivatkozik nagyobb sulyt kell adni. Ezért képezziik a

0.431
b Avas o3| ATl
YT A ag]| T | 0539 LA R
0.647
vektorokat. A szamlalok:
0 011 3 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 0
Ado=1 1 o g o | T3 [T o | T2 0| T2
1 110 2 1 1 1 0

Mindkét esetben a nevezs az egységre normalast végzi. A szamlaloban az
A oszlop vektorainak linearis kombinécidja van az egyiitthatok az autho-
rity vektor elemei. Az igy kapott h; vektor egy egység vektor amelynek
1-edik eleme azt méri, hogy az redik oldal mekkora hub az ag vektorbol jové
stulyozassal véve.

A masodik formula nevezSje: 2.19141. A szamlalojaban az AT oszlop
vektorainak linearis kombinéciéit vessziik, ahol a stlyokat a hy vektor szol-
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galtatja.
0111 0.431
" | 0001 0.323
A'h = 1001 0.539
1010 0.647
0 1 1 1
0 0 0 1
~ 0.431- L | 10323 0 +0.539 - 0 +0.647 - |
1 0 1 0
1.509
| 0.647
- 1.078
0.970

Mivel az AT oszlopai az A sorai ezért a normalds utdn kapott vektor egy
sulyozott authority vektor. Tehét

1.509 0.688
1 |oear || 0.295
A =5701 | 1078 | T | 0.492

0.970 0.442

Ezt folytatva kapjuk az as-6t majd abbdl a hy-6t és igy tovabb. Vegyiik
észre, hogy
(ATA)ak_l , (AAT)hk_l
=———~——ésh,= — F———
I(ATAag | 7 [[(AAT )by |
Ezért a;, és hy, konvergal az AT A és a AAT méatrixok dominans sajatvekto-

raihoz. Az AT A dominans sajatvektora elemeinek sorrendje adja a keresett
fontossagi sorrendet.

ag



6. fejezet

5. eldadas

6.1. Differencialszamitas magasabb dimenziéban

Legyenek X, Y normaélt terek, vagyis olyan vektor terek, melyeken értelme-
zett egy norma. Emlékeztetek, hogy || - || egy norma az X vektor téren,

ha
1. ||z|]| = 0 akkor és csak akkor ha x = 0,
2. lz +yll < [lz]l + llyll minden z,y € X,
3. ||a-z|| = |a] - ||x|| minden x € X és a € R-re teljesiil.

8. DEFINICIO: Legyen G C X nyilt. Azt mondjuk, hogy az F : G — Y
leképezés egy adott x € X pontban differencidlhatd, ha van olyan L, €
L(X,Y) korlatos linearis operator, melyre teljesiil, hogy: tetszdleges € > 0-
ra létezik 6 > 0, hogy minden ||h|| < § vektorra fennall, hogy:

|F(a+h) — F(e) — L, - ]| < & - ]l (6.1)

Jelben:
F(x+h)— F(z)— L, - h=o(h). (6.2)

Az L, -h €Y elemet az I leképezés x pontbeli erds differencidljanak hiv-
juk. Az L, linearis operatort az F' leképezés x pontbeli erds derivaltjanak
nevezziik és F'(x)-el jeloljik.
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A derivalt néhény tulajdonséiga:

Legyenek F, G olyan leképezések mint fent az F' volt és legyen a € R.
Ekkor

1. (F+G)(z)=F'(x) 4+ G'(z).
2. (a-F)(z)=a-F'(z).
3. (FoG)(x) = F(G(x)) G'(x).

6.2. Magasabb rendi derivaltak

Legyen az F leképezés olyan mint fent vagyis F' : X — Y, ahol X, Y normalt
terek. Ekkor definici6 szerint mint lattuk:

F'(z) € L(X,Y) vagyis F': X — L(X,Y).

9. DEFINICIO: Ha az F’ leképezés derivalhato, akkor azt mondjuk, hogy
az F' derivaltja az F' masodik derivaltja. Jelben: F”. Ekkor az F”(z) olyan
linearis operator, amely az X teret az L(X,Y) térbe képezi. Vagyis

F'"(z) € L(X,L(X,Y)) vagyis F" : X — L(X, L(X,y)).

Most belatjuk, hogy ennek az L£(X,L(X,Y)) térnek az elemeit egy masik
modon, kényelmesebben is tekinthetjiik. Nevezetesen: Nevezetesen belat-
hato, hogy
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