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1. fejezet

I. el6adas

1.1. Kiegészités az A2-ben tanultakhoz: Deter-
minans

Legyen
a1 . A1n
A —

Ap1 -+ App

egy n x n-es métrix. Az A matrix a;; elemének minorja M;; annak a mét-
rixnak a determinansa, amelyet tgy kapunk, hogy az A matrixbol eldobjuk
az i-edik sort és a j-edik oszlopot. A

Cyj = (=1)" M,
szamot az a,; elem cofactoranak hivjuk. Ekkor
det(A) = a;nCi, + apCio + -+ - + a;n,Cip. (1.1) 742
Ezt a kifejezést a determinéans i-edik sor szerinti cofactor kifejtésének

mondjuk.

1. PELDA: Legyen A = . Ekkor tekinthetjiik az utolsé sor

S N W
N —
[aoRRTEN V)

szerinti cofactor kifejtést:

det(A) = (-1)*2.2.(3-4-2-2) = —16



6 1. FEJEZET. 1. ELOADAS

A 3 x 3-as matrix determinansat meg kaphatjuk a kévetkezd modon is:

11 Q12 Q13
det Qo1 Qo2 Q23 = (11022033 + Q12023031 + Q13021032 —
aasy dazz 33

—  (a13a92a31 + a12a21a33 + ajjassasze) (1.2) {7}

Ennek egy elmés altalanositasaként egy tetszéleges n x n-es determinans
kiszamithat6. Ennek leirdsahoz sziikség van a kovetkez fogalomra: ha
az {1,2,...n} szamok sorrendjének tetszdleges felcserélésével megkapjuk
a {j1,...,Jn} szamokat, akkor azt mondjuk, hogy a {ji,...,j,} szdmok az
{1,2,...n} egy permutaciéja. Azt mondjuk, hogy a {ji,...,J,} permu-
tacio paros, ha azon cserék szama amivel a {ji,...,7,}-bo6l az {1,2,...n}
vissza nyerhetd egy paros szam. Egyébként a permutacio paratlan. Példaul:
han =3 az

{1,2,3} ,{2,3,1}, {3,1,2}
permutéciok péarosak, mig a
{3,2,1}, {2,1,3}, {1,3,2}
permutéciok péaratlanok. ElGjeles elemi szorzatnak nevezziik a
Fayj, azj, - . . anj,

alakt szorzatokat, ahol a + jelet akkor valasztjuk, ha a {ji,...,j,} permu-
tacio paros egyébként a minusz jelet valasztjuk.

1. TETEL: det(A) egyenls az sszes lehetséges elSjeles elemi szorzatok
Osszegével.

Vegyiik észre, hogy ez éppen ([C2) altalanositéasa. Ezen tételt hasznalva be
lehet latni, hogy:

2. TETEL: Minden A négyzetes (n X n-es valamilyen n-re) matrixra
det(A) = det(AT).

Ez azt is jelenti, hogy az ([Tl)-ben adott sor szerinti cofactor kifejtés helyett
az oszlop szerinti cofactor kifejtést is hasznalhatjuk. Vagyis minden 1 < 5 <
n-re:

det(A) = ale’lj + CLQjCQj + - Ananj. (13) 757
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1.1.1. Elemi sor transzformaciok hatasa a determinans-
ra:

Emlékezziink, hogy elemi sor transzformécionak neveztiik ha

1. Az i-edik sor c-szeresét a j-edik sorhoz adjuk.
2. Az i-edik sort és a j-edik sort felcseréljiik.

3. Az i-edik sort egy ¢ # 0 szammal megszorozzuk.

Vegyiik észre, hogy egy:

e Az 1. sor transzformaciot megvalosithatjuk az A matrixon, ha az A
matrixot balrél megszorzunk egy olyan méatrix-al, amely az [,, egység
méatrixtol csak abban tér el, hogy a ji edik eleme nem nulla hanem c
Jeloljiik ezt a matrixot Ej;(c)-vel.

e A 2. sor transzformaciot megvalosithatjuk az A métrixon, ha az A
matrixot balrél megszorzunk egy olyan méatrix-al, amely az [,, egység
matrixtol csak abban tér el, hogy

— ij-edik és ji-edik eleme 1
— 1i-edik és jj-edik eleme 0.

Legyen ezen a matrix neve: I ;

e A 3. sor transzforméaciot megvalosithatjuk az A matrixon, ha az A
matrixot balrél megszorzunk egy olyan méatrix-al, amely az [,, egység
matrixtol csak abban tér el, hogy #i-edik eleme nem 1 hanem c. Legyen
ezen a matrix neve: Ej(c).

Mivel
det(Ey(c)) =1, det(Eim;) =—1,  det(Ey(c)) =,

ezért az 1. sor transzformacié nem valtoztat a determinans értékén. A
méasodik a determinanst elGjelét megvaltoztatja, a harmadik a determinénst
c-szeresére valtoztatja.
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1.1.2. Determinins geometriai jelentése:

Egy (négyzetes) matrix determinansa mindig egy szam. Ennek van abszo-
lat értéke és elGjele. ElGszor megértjiik a determinéns abszolut értékének
geometriai jelentését, azutdn pedig a determinans elGjelének a geometriai
jelentését értjiik meg.

A determinans abszolit értékének a jelentése:

Jeloljik az
a1y oo Qp
A=

ap1  ++. QApp

méatrix j-edik oszlop vektorat uj-vel. Vagyis

11 Q12 A1p

21 22 (57
u; = , U = . ) , Up =

an1 an2 Ann

Ezt tgy is irhatjuk, hogy
A=[u,uy,..., u,)

Vegyiik észre, hogy
A-e =y,

ahol e; az i-edik koordinata egység vektor, vagyis az a vektor, aminek min-
den koordinéataja 0 kivéve az i-edik koordinatat ami viszont 1-el egyenld.
Ezért az

y— Ay (1.4) 76?7

leképezés az R™ egység kockajat vagyis a
K ={(z1,29,...,2,) : 0 < 2y, 29,...,2, < 1}

halmazt 1 — 1 értelmien ra képezi az uj, us,...,u, vektorok altal kifeszi-
tett P < uy,us,...,u, > parallelepipedonra. A determinans abszolut
értéke éppen ezen P < uy, u,,...,u, > parallelepipedon térfogata.
Vagyis az A matris determinédnsanak abszolut értéke azt mondja meg, hogy
az

fiy—A-y
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linearis leképezés esetén egy H C R™ halmaz f(H) képének térfogata hany-
szorosa a H térfogatanak. Képletben:

térfogat f(H) = |det(A)] - térfogat(H ).

A determinans elGjelének jelentése:
Ha a determinans elGjele pozitiv, akkor az

fiy—Ay

leképezés iranyitas tartdo (mint példaul a forgatasok). Ha a determinans
elGjele negativ az f irdnyitas valto (mint példaul a tikrozések).
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2. fejezet

I1. el6adas

2.1. Gauss-Jordan eliminacid

Az A2 el6adéson tanult Gauss eliminacio soran a matrixot sor-echelon alakra
hoztuk elemi sor transzforméciok egymas utani alkalmazasaival. Emlékez-
tetek, hogy egy matrix sor echelon alakban van ha:

1. A csupa nullabél &ll6 sorok (ha vannak a maéatrixban egyaltalan) a
matrix utolso6 sorai.

2. Ha egy sornak van nem nulla eleme, akkor az elsé nem nulla elem
egyes.

3. Két egymés utani sor mindegyike tartalmaz nem nulla elemet, akkor
az elsé nem nulla elem (ami sziikségszertien egyes) az als6 sorban,
jobbra van a felsg sor elsé nem nulla elemétsl (ami szintén egyes).

Nevezziik a fenti definicioban szereplé minden nem csupa nulla sor elején
allo egyeseket pivot elemeknek és ezen elemek oszlopait pivot oszlopoknak.
A sor echelon alakbol a redukalt sor echelon alakot tgy kapjuk hogy ha a
sor-echelon alakbol indulva, a pivot elemek sorainak megfelel§ tobbszoroseit
levonva a felettiik 1év6 sorokbol elérjiik, hogy a matrixban a pivot elemek
felett csak nullak legyenek.

2. PELDA:
00 —-20 7 12
A=12 4 —-10 6 12 28
2 4 -5 6 -5 —1

11
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Az A matrixbol sor-echelon alakra hozas utan kapjuk az:

12 -5 3 6 14
A=100 10 -

7
2
00 00 1

2
matrixot, ahol a pirossal irt elemek a pivot elemek. Most alakitjuk ki a
redukalt sor-echelon format:

Az utols6 nem csupa nulla sor (vagyis a mi esetiinkben a harmadik sor)
megfelel6 szam szorosait hozzaadjuk a megel6z6 sorokhoz, hogy az utolsd
nem csupa nulla sor pivot eleme felett csak nulldk legyenek:

Vagyis az utolso sor %-szeresét hozzaadjuk a mésodik sorhoz és ugyaneb-
ben a lépésben az utols6 sor —6 szorosat hozzaadjuk az elsé sorhoz. Kapjuk:

12 530 7
00 100 11,
00 001 2

ahol a kék szin jeloli az ijonnan kialakitott nullakat az utols6 sor pivot eleme
(piros 1-es) felett. Most az igy kapott matrix méasodik soranak pivot eleme
feletti pozicion akarunk nullat kialakitani. Ehhez, hozzdadjuk a masodik
sor 5-szOrosét az elsd sorhoz. Ennek eredményeként kapjuk a redukalt sor-
echelon alakti matrixot:

120307
A"=100 1 00 1
000012

Lathato, hogy az A’ sor-echelon alakban és az A” redukalt sor-echelon alak-
ban a pivot elemek ugyanazok.

Azt a folyamatot, amelynek soran az A matrixboél a redukélt sor-echelon
alaktu A” matrixot létrehoztuk Gauss-Jordan eliminacionak hivjuk.

> with(linalg):
> A:=matrix(3,6,[0,0,-2,0,7,12,2,4,-10,6,12,28,2,4,-5,6,-5,-11) ;
00 —2 0 7 12

2 4 —-10 6 12 28
24 -5 6 -5 -1
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>gaussjord(A);

120307
001001
000012

3. PELDA: Adott a sikon 4 pont, melyek z koordinatai kiilénbozéek. Eh-
hez 1étezik egyetlen olyan legfeljebb harmadfoki polinom, amely mind a
négy adott ponton atmegy. Hatarozzuk meg ezt a polinomot, ha a pontok

P =(=2,-2), P,=(—1,4), P,=(1,2), P, = (2,3).

Megoldas: Jeloljiik a keresett (legfeljebb) harmadfokd polinomot p(x)-el.

Ekkor

p(2) = ap + a17 + axx® + azz®.

Azt hogy a p(z) polinom atmegy az adott négy ponton a kovetkezd négy
egyenlet irja le:

ap + (=2)a; + (—=2)%ay + (=2)%a3 = —2
ap+ (—1ay + (=1)%ay + (=1)%a3 =
ap + (ay + (1)%ay + (1)
ap + (2)a; + (2)%ay + (2)

Az egyenletrendszer kib&vitett méatrixa:

1 -2 4 -8 -2
1 -1 1 -1 4
1 1 1 1 2
1 2 4 8 3

Ezt Gauss-Jordan eliminacioval redukalt sor-echelon alakra hozzuk:

1000 2
0100 —7/4
0010 —5/6
0001 3/4
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Az utolso oszlopban allo elemek adjak rendre ag, aq, as, as értékét. Vagyis a
keresett polinom:

plr) =" — -2 — a2+ 2933.
30+ /

/

/

- 101

2.1. abra. A Py,..., P, pontokat legjobban megkozelits elss- (kék) méasod-
(piros) és harmadfoku (zold) polinomok.
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Ezt az dbrat a kovetkez6 MAPLE program eredményezi:

> x1:=[-2,-1,1,2]:

> y1:=[-2,4,2,3]:

> #corresponding data points:
> with(stats) :with(plots):

Warning, these names have been redefined: anova, describe, fit,
importdata, random, statevalf, statplots, transform

\

pts:=zip((x,y)->[x,y],x1,y1):

> pt_plot:=pointplot(pts):

> inter_poly:=interp(x1l,yl,x):

> ip_plot:=plot(inter_poly, x=-3..4,color=GREEN):

> 1s_fitl:=fit[leastsquare[[x,y],y=a*x+b, {a,b}]]([x1,y1]):

> 1s_plotl:=plot(rhs(ls_fitl),x=-3..4,color=blue):

> 1s_fit2:=fit[leastsquarel[[x,y],y=a*x"2+b*x+c, {a,b,c}]]([x1l,y1]):
> 1s_plot2:=plot(rhs(ls_fit2),x=-3..4,color=red):

> display([pt_plot,ls_plotl,ls_plot2,ip_plot]);

2.2. Kifeszitett altér bazisanak meghatarozasa

Adottak az S = {vy,...,v,} € Rbeli vektorok. Legyen W C R? az S
altal kifeszitett altér. Vagyis W azon vektorok Osszesége, amelyek elGallnak
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S-beli vektorok linearis kombinaciojaként.
W =A{w:3a,...,aq5 W=a;vy+ -+ a,V}.
Két természetes probléma fordul el nagyon gyakran:
1. Talaljuk meg W egy tetszdleges béazisat.
2. Talaljuk meg W egy olyan bazisat, amely S-beli vektorokbol dll.

Az els6 problémat megoldottuk A2-ben. Nevezetesen az S-beli vektorokbol
mint sor vektorokbol alkottunk egy B matrixot. Ezt a B maéatrixot Gauss
eliminécioval sor-echelon alakra hoztuk. A nem nulla sor vektorok alkottak
a W egy béazisat. Ez igy egyszertd és nagyon gyors, viszont az ilymoédon
kapott bazis vektorok altaldban nem az S-beli vektorok koziil keriilnek ki
tehét ez a modszer megoldja az els§ problémat de nem oldja meg a nehe-
zebb masodik problémat. A maéasodik probléma megoldasihoz sziikséges a
kovetkez§ észrevétel:

Eszrevétel:
Legyen A egy k x s méretii matrix melynek oszlop vektorai cy,. .., c, € R*:
ayy ... Qg
A= =+ =] ... oc]. (2.1) 277
Qr1 ... Qg

Tegytik fel, hogy az oszlop vektorok kozott fennall

C;, = E A Cp.

ki

Hajtsunk végre egy tetszéleges elemi sor transzforméciot az A matrixon. Igy
kapjuk az A’ matrixot, melynek oszlop vektorait jeldljiik ¢/, . . ., ¢/, € R*-vel.
Vagyis az elemi sor transzformacié eredménye:

ay, ... ad,
A= + | =[c ... c]. (2.2) 787

/ /
akl e Cl,ks
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3. TETEL: Hasznalva a fenti jelléseket:
c, = Z QC-
ki

Vagyis az A’ matrix oszlop vektorai kozott ugyanazok az Osszefiiggdségi
viszonyok vannak mint az A matrix esetén.

A fenti 2. probléma megoldasa az Eszrevétel segitségével:
Legyen A az a k x s méretdd matrix, melynek oszlop vektorait az S elemei
ugyanazon sorrendben.

ayy ... Qg
A= : : : =[vi ... v, ]. (2.3) 777

a1 ... Qg

Hajtsuk végre a Gauss-Jordan eliminéaciot. Vagyis az A matrixbol kiindul-
va hajtsuk végre elemi sor transzformaciok azon sorozatat, melynek ered-
ményeként kapunk egy redukalt sor-echelon alakt méatrixot, melyet A’-nek
neveziink. FEnnek a pivot oszlopainak megfelels S-beli elemek alkotjak a
W-nek S-beli bazisat.

4. PELDA: Legyen W a kovetkezd vektorok altal kifeszitett altere R*-nek:

1 2 0 2 5

vy = -2 Vo = -0 vy = L vy = -1 vy = -8

1 — 0 y V2 — -3 y V3 — 3 y V4 — 4 s Vh — 1

3 6 0 -7 2
Hatarozzuk meg a W egy olyan béazisat, melynek minden eleme ezen vy, ..., vs

vektorok kozil kertl ki.

Megoldas: Legyen A az a matrix, melynek oszlop vektorai az adott vekto-

rok:
1 20 2 5

-2 -5 1 -1 -8
0 -3 3 4 1
3 6 0 -7 2

Alkalmazzuk a Gauss-Jordan eliminéciot a MAPLE segitségével::

A:
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> with(1linalg):
> A:=matrix(4,5,[1,2,0,2,5,-2,-5,1,-1,-8,0,-3,3,4,1,3,6,0,-7,2]):
> gaussjord(A);

10 2 01
01 -1 0 1
00 0 111}

00 0 00

ahol a kékkel irt elemek a pivot elemek az oszlopaik a pivot oszlopok. A tétel
értelmében a pivot oszlopoknak megfelel6 sorszami v vektorok alkotjak a
W bézisat. Vagyis a

{v1,va, vu}

a W egy bazisat adja.

2.3. A matrix fundamentalis alterei

1. DEFINICIO: Adott egy k x s méretii A matrix, melynek:

oszlop vektorai: ¢, ..., v, € R¥ és a sor vektorai ry,...,r, € R
a1 Lo Qg I
A= : =l e = (2.4) 777
a1 ... Qg I
1. R¥-ban azon alteret, melyet az A matrix {cy,...,c,} oszlop vektorai

feszitenek ki col(A)-val jeldljik.

2. R*-ben azon alteret, melyet az A matrix {ry,...,rz} sor vektorai fe-
szitenek ki row(A)-val jeloljik.

3. A2-ben tanultuk, hogy a sor vektorok és az oszlop vektorok altal ki-
feszitett alterek (noha az els6 R*-beli a masodik R*-beli) dimenzi-
61 egyenlGek. Ezen kozos dimenzioét hivjuk a matrix rangjanak, jele:

rank(A).

4. Az A matrix nullterének hivjuk azon x € R?® vektorok alterét, me-
lyekre: A -x = 0, jele null(A). Az A nulltérének dimenzioja az A
nulluty-je, jele nullity(A).
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Mivel az A matrix-al egyiitt az AT transzponélt matrix is fontos ezért a
transzponalt méatrixra is fel akarjuk frni ugyanezeket a mennyiségeket. Vi-
szont a transzponalas sort oszlopba visz és viszont, ezért:

row(A”) = col(A) és row(A) = col(A”).

2. DEFINICIO: Az A matrix fundamentalis alterei:
row(A), col(A), null(A), null(AT).

Sziikségilink lesz még a merdleges altér fogalmara:

3. DEFINICIO:
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3. fejezet
II1. el6adas

3.1. Dimenzi6 tétel matrixokra

4. TETEL: (Dimenzi6 tétel matrixokra) Legyen A egy k x s méretii
(tehat nem feltétlen négyzetes) matrix. Ekkor

Bizonyitas. Tekintsiik az
A-x=0

egyenletet (itt x,0 € R*®). Gauss eliminaciot alkalmazva ezen egyenlet ki-
egészitett matrixat sor-echelon alakra hozzuk. Tegyiik fel, hogy a nem csupa
nulla sorok szama r-el egyenls. Ekkor rank(A) = r. Minden nem csupa nul-
la sor egy ki nem kiiszobolhetd egyenletet jelent ami meg kot egy valtozot.
Tehat az dsszesen s valtozobol megkotiink r valtozot. Igy tehat marad s —r
szabad valtozonk. Vagyis:

szabad valtozok szama = s — rank(A)
Mas szavakkal:
rank(A) + szabad véltozok szama = s.

Masrészt a szabad valtozok szama éppen az A - x = 0 egyenlet megoldasai
altal meghatérozott altér dimenzidja. Més szavakkal:

nullity(A) = szabad valtozok szama .

21

rank(A) + nullity(A) = s. (3.1) 7117
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Osszetéve a két utolso egyenletet kapjuk a tétel allitasat. m Legyen S C RY.
Ekkor az S merdleges alterének hivjuk azon R?beli vektorok halmazat,
melyek az S Osszes elemére merdlegesek, jele S-+.

Sti={weR':¥weS; viw}.

5. TETEL: (Alterekre vonatkoz6 dimenzi6 tétel) Legyen IV az R® egy
altere. Ekkor

dim(W) + dim(W+) = s.
Bizonyitas. Ha W az R®-nek a két trivialis altere (0,R®) koziil az egyik,
akkor a tétel trividlisan igaz. Egyébként pedig valasztunk egy bézist a W.

Tegyiik fel, hogy ez a bazis k elemt. Ebb6l a bazisbol mint sor vektorokbol
képezziik a k X s méretdd A méatrixot. Nyilvan

row(A) = W és null(A) = W+, (3.2) 7187
m Tehét az el6z6 tételt hasznalva:
dim W 4 dim W+ = rank(A) + nullity(A4) = s.
Hazi feladat: Igazoljuk, hogy minden A métrixra:

(a)

col(A)* = null(AT). (3.3) 7327

(b)

row(A)* = null(A). (3.4) 7337

A fenti tétel kovetkeztében belathato, hogy:

6. TETEL: Legyen A egy n X n-es (tehat négyzetes) matrix. Legyen to-
vabba Ty : R* — R"™ az A maétrixhoz tartozo6 linearis leképezés melyet a
kovetkezSképpen definidlunk:

X — A-x.

Ekkor a kovetkezs allitasok ekvivalensek:
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(a) Az A matrix redukalt sor-echelon alakja egyenl az n-dimenzios egység
métrix-al [,-el.

(b) Az A maétrixot felirhatjuk elemi matrixok szorzataként.

(c) Az A matrix invertalhato.

(d) A-x = 0-nak a trividlis x = 0 az egyetlen megoldasa.

(f) Minden b € R"-re az A - x = b-nek pontosan egy megoldasa van.

(g) det(A) # 0.

(h) A =0 nem sajatértéke az A matrixnak.

(1) T'a leképezés 1 — 1 értelmdi.

(j) Ta leképezés raképezés R"-re.

(k) Az A matrix oszlop vektorai linearisan fiiggetlenek.

(1) Az A matrix sor vektorai linearisan fiiggetlenek.

(m) Az A matrix oszlop vektorai az R™ egy bazisat alkotjak.

(n) Az A maétrix sor vektorai az R" egy bazisat alkotjak.

(o) rank(A) = n.

(p) nullity(A) = 0.

Az B Tétel egy masik kovetkezménye:

7. TETEL: Legyen W az R"nek egy n— 1 dimenzios altere. Ekkor létezik
egy a € R" vektor, hogy

W+ ={c-a:ccR}.

Vagyis W+ az a vektor altal meghatarozott egyenes. Az ilyen W altereket
hipersikoknak hivjuk.

Bizonyitas. Bl Tételbsl tudjuk, hogy ekkor dim(W+) = 1 vagyis W+ egy
origbn atmend egyenes. m
Az Bl tétel alkalmazasaként kapjuk a kovetkezs tételt is, amelyet a kés6b-
biekben hasznalni fogunk:
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8. TETEL: Legyen A egy tetszoleges matrix. Ekkor

rank(A) = rank(A” A).

Bizonyitas. Jeloljiikk az A sorainak szamat k-el es oszlopainak szémat s-
val. Tehat az A egy k x s méretii matrix. A Bl Tételbsl miatt elég azt
belatni, hogy

nullity (A) = nullity (AT A).
Ehhez elég megmutatni, hogy
null(A4) = null(A” A). (3.5) 7267
Ehhez két dolgot kell megmutatni:
(a) Ha a € null(A), akkor a € null( AT A)
(b) Ha a € null(AT A), akkor a € null(A)
Az (a) trivialis hiszen
acnll(d) e A-a=0=A"-(4-a)=0= (ATA)-a=0.
Most megmutatjuk, hogy a (b) rész is teljesiil: Legyen a € null(ATA). Ez

azt jelenti, hogy AT A-a = 0. Ez azt jelenti, hogy az a € R* vektor merdleges
a rowAT A altérre. Vegyiik észre, hogy

(ATA)T = AT A
vagyis az AT A matrix szimmetrikus. Ezért az a vektor merdleges a col(AT A) =
row(AT A) altérre is. Ez azt jelenti, hogy az a vektor merdleges minden

AT A -y alakt vektorra barmi is az y € R® vektor. Tehat az a vektor
meréleges az AT A - a vektorra is. Ezért:

0=a’-((ATA)a) = (a’ A") - (4a) = (4a)” - (Aa).

Innen pedig 0 = Aa vagyis a € null(4). =
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3.1. abra. T'(x) az a vektor egyenesére valo merdleges vetiilet vektor

3.2. Merdleges vetitések R"-ben

1. FELADAT: (Meréleges vetités R?-ben) Rogzitsiink egy a € R? vek-
tort. Legyen T : R? — R? az a linearis transzformaci6, amely minden x € R?
vektorhoz hozza rendeli ezen x vektornak az a vektor egyenesére vett me-
réleges vetiilet vektorat (1. Bl abra).

2. FELADAT: (Mer6leges vetités R3-ban) Rogzitsiink R?-ban egy olyan
S sikot, amely dtmegy az origon. Legyen T : R?® — R3 az a linearis transz-
formacio, amely minden x € R? vektorhoz hozzéa rendeli ezen x vektornak
az S sikra vett merdleges vetiilet vektorat (1. abra).

Most a fentiekhez hasonld feladatok megoldasait tanuljuk meg abban az
esetben mikor n dimenziés térben valamely k£ < n dimenzi6s altérre veti-
tiink.
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3.2. abra. T'(x) az S sikra valo merdleges vetiilet vektor
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A fenti BJl Feladat megoldasa:

1 1
T(x) = X-—-a — - a
al |al

———
az x-nek az a-ra vett vetiiletének hossza

Tehat
X-a

T = [ape

- a.

Nyilvanvaléan a nevezét felithatjuk mint |[al|? = a - a. Hazi feladat meg-

gondolni, hogyha tekintjik a

n X n-es matrixot, akkor erre
T(x)=P-x (3.6) 7157

teljesiil, vagyis a T' lineéris transzformécié matrixa a természetes bézisban
a P matrix.

3.3. Altérre vonatkozo6 projekci6 matrixa

9. TETEL: (Alterekre vonatkozo6 projekcios tétel) Adott egy nem tri-
vialis W altere R™nek. Legyen Ty, : R" — R"™ az a linearis transzformaécio,
amely minden x € R” vektorhoz hozzarendeli az x vektornak a W altérre
valé merdleges vetiiletét. Ekkor a T’ linearis transzformacié P matrixat a
természetes bazisban megkapjuk a kovetkezSképpen:

P=MM"M)"*MT, (3.7) 7167
ahol M egy olyan matrix, melynek oszlop vektorai a W egy béazisanak elemei.

1. MEGJEGYZES: Igy persze az M matrix valasztéasa nem egyértelmd,
de attol fiiggetleniil a P matrix természetesen ugyanaz lesz az M minden
lehetséges értékeire.

5. PELDA: Legyen S az « — 4y + 22 = 0 sik.
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(a) Hatéarozzuk meg az S-re valo merdleges vetités P méatrixat!

(b) Hasznalva az el6z6 rész eredményét szamitsuk ki az A = (1,3,7) pont-
nak az S sikra es6 merdleges vetiiletét!

Megoldas (a): Vegyiink két nem parhuzamos vektort az S sikbol. Ezek
nyilvan az S egy bazisat adjak. Ezt megtehetjiik gy hogy az egyik pont
esetén: y = 1,2 = 0 majd a mésik pont esetén y = 0,2z = 1 értékeket
valasztjuk. Ekkor az elsé esetben x = 4 a mésodikban pedig x = —2. Tehat
az S sik egy bazisa:

4 -2
11,10
0 1
Ezért az M méatrix:
4 -2
M=11 0
0 1

Maple hasznélataval:

> with(linalg):
> M:=matrix(3,2,[4,-2,1,0,0,1]):
> B:=inverse(multiply(transpose(M),M)):

> P:=multiply(M,B,transpose(M)) ;

20 4 _2

21 21 21

_ 4 8

P=1| 5 35 o

_2 8 17

21 21 21

Tehat

] 20 4 -2
P:M(MTM)‘lMT:ﬁ- 4 5 8
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1
Megoldas (b): x= | 3
7
20 4 2
21 21 21 1 g
_ _ 4 5 8 _ |
2 8 1T 7 0
21 21 21
. Tétel bizonyitasa. Legyen wy,...,w; egy bazisa W-nek. Legyen M
az az n X k méretd matrix, melynek oszlopai a wy, . .., wy vektorok. Jelben:
M = [wy, ..., W]

Ekkor mint azt (B4)-ban lattuk
W = col(M) és W+ = null(M7),
Tehat az x € R™ vektort fel kell {rni mint
x =T(x) + a, (3.8) 7237

ahol T'(x) € col(M) és MT - a = 0 teljesiil. Vegyiik észre, hogy

T(x)€col(M)=IVeR: T(x)=M-v (3.9) 7197
és
M" a=0e M'(x—T(x)) =0. (3.10) 7207
——

a

Tehat HA be tudjuk latni, hogy létezik egyetlen v € R* amire:
M" . (x—M-v)=0, (3.11) 7217
akkor
T(x)=M-vésa=x—T(x) (3.12) 7227

adja a fent keresett megoldést egyértelmten. Ehhez irjuk at a (BI1]) egyen-
letet:
(MTM)-v=M"-x. (3.13) 7247

Ennek az egyenletnek létezik és egyértelmi a megoldésa az ismeretlen v
vektorra, mivel
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o az MTM egy k x k-as matrix,
o rank(MT M) = k.

A masodik allitas abbol jon, hogy egyrészt rank(M) = k, masrészt minden B
métrixra rank(BT B) = rank(B) (ez aB Tétel). Tehat a (BI3) egyenletnek
létezik és egyértelmi megoldasa az ismeretlen v vektorra. Nevezetesen:

v=(MTM)" Mx.
Innen és ([BID) egyenletbdl adodik, a keresett

T(x) =M (M"M)™" MTx.

3.3.1. Alkalmazas I. linearis egyenletrendszerek

Adott egy lineéris egyenletrendszer, amely m egyenletbdl és n ismeretlenbdl
all. Legyen ennek méatrixa A. Ekkor az egyenletrendszer leirhato:

A-x=b (3.14) 7287

alakban. Ha ezt meg tudjuk oldani akkor j6. Ha viszont nem megoldhato
akkor is tehetiink valamit, nevezetesen meg lehet keresni azt az x € R"
vektort, amire

b — Ax||
a minimaélis. Mivel
col(A)={weR":JyeR", w=A-y}

ezért értelemszerten azt az x vektort amire |b — Ax|| értéke a minimalis
megkapjuk mint a b merdleges vetiiletét a col(A) altérre. Nevezetesen:
Legyen

b* a b vektornak a col(A)-ra vett merdleges vetiilete.
A [ Tétel segitségével a b* vektor meghatarozhato. Mivel definici6 szerint

b* € col(A) ezért a
A-x=Db" (3.15) 7297
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egyenletnek van legalabb egy (esetleg végtelen sok) megoldasa. Megoldva
ezt az egyenletet meg kapjuk a (BId]) egyenlet un. legkisebb négyzetes
megoldasat.

Egyszertibb tton is eljuthatunk a (BI4l) egyenlet legkisebb négyzetes
megoldéasahoz:

Nevezetesen: a ([BIH) egyenlet ekvivalens a
b—- Ax =b —b".
Beszrozva mind két oldalt AT-vel:
AT(b — Ax) = AT(b — b"). (3.16) 7307

Hazi feladat belatni, hogy ennek az egyenletnek a jobb oldala a 0 vektorral
egyenls. Igy: a ([BId)) egyenlet legkisebb négyzetes x megoldasa kielégiti
a

AT A)x = ATb. 3.17) 7317
(

egyenletet, melyet a ([BI4]) egyenlet Gn. normal egyenletének hivunk.

Legkisebb négyzetek modszere: Adottak az x, y valtozok,

(xlv yl)u (x27 y2)7 R (.flfn, yn)

melyekrsl okunk van feltételezni linearis kapcsolat van kozottiik. Vagyis
valamilyen meghatarozandé, altalunk még ismeretlen a,b € R-re:

yi =ax; +0 1=1,...,n.

Azonban az adatokat mérések eredményeként kapjuk és ezért hibaval ter-
heltek. Hogyan adhatjuk az adatok alapjan elérheté lehets legjobb becslést
az a, b értékére?

Megoldas: Az a,b-nek mint ismeretleneknek ki kellene elégiteni az

y1 = ary+b
Yo = ars+b
: (3.18) {7}
Yo = aT, +b
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a mérési hibak miatt azonban ilyen a,b nem létezhet. Tehat keressiik azt
a megoldast, melyre legaldbb is a hibak négyzeteinek 0Osszege minimalis.
Ezt a (BI8) egyenletrendszer legkisebb négyzetek megoldasa adja. Ez az
egyenletrendszer méatrixos alakban:

1z Y1

1 z

_— [ b } - y2 (3.19) 7287
A b

Felirjuk tehat a (BI7) normal egyenletet:
(ATA) -x= A" - b. (3.20) 7367

Vegyiik észre, hogy ATA egy 2 x 2-es matrix. Vagyis a (B20) egyen-
letrendszer egy két egyenletbdl és két ismeretlenbdl &llo rendszer. Mivel
rank(A) = 2 ezért aB Tétel miatt rank(ATA) = 2 tehat a @ Tétel miatt
létezik egyetlen megoldasa. Ez a megoldésa adja a keresett a, b értékeket.

6. PELDA: Hooke torvényébdl kovetkezik, hogy ha egy fiiggslegesen fel-
fiiggesztett rugora x sulyt helyeziink és ennek hatasara a ragoé y hosszura
nytlik, akkor az z és y kozott lineéris 6sszefliggés van vagyis valamely a, b-re

y=a-+br (3.21) 7387

teljesiil. A kovetkez6 mérési eredmények ismeretében hatarozzuk meg az a
és b érteket:

sily N-ban 11214 6 8
tomeg cm-ben | 6.9 | 7.6 | 8.7 10.4 | 11.6

Megoldas: A [BI9) egyenletbeli A matrix és b vektor:

1 6.9 6.9
2 7.6 7.6
A=|4 87 |, b=| 87
6 10.4 10.4
8 11.6 11.6
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Innen a normaél egyenlet

5 21| [a]_] 452

21 121 b | | 2121 |-

—_— = Y
AT A X ATpb

- [s]-[2]

a = 6.189634146 és b = 0.6786585366

Ennek megoldésa

Tehat

A keresett tgynevezett regresszios egyenes:

y = 0.6786585366 - = + 6.189634146.

33
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124

114

104

3.3. dbra. Legkisebb négyzetek modszere.



4. fejezet

A hatvany modszer

Elméletileg a matrix sajatértékeit meghatarozhatjuk mint a karakterisztikus
egyenletének gyokeit. Azonban ez a modszer annyi szamitasi nehézséget tar-
talmaz, hogy a gyakorlatban szinte soha nem hasznaljuk. Ebben a fejezetben
egy olyan modszert tanulunk, mellyel jo becslést adhato a legnagyobb sa-
jatértékre és a hozzatartozo sajatvektorra. Ezt a modszert internet keresé
motoroknal is alkalmazzéak.

4. DEFINICIO: Legyen x, € R™. Az
Xo,A'Xo,A2 'Xo,...,Ak X0y e
vektor sorozatot az A matrix altal generalt hatvanysorozatnak hivjuk.

Ebben a fejezetben a hatvany sorozat konvergencidjanak segitségével sza-
moljuk ki a legnagyobb sajatértéket és a hozzatartozo sajatvektorokat.

5. DEFINICIO: Ha az A matrix )\, sajatértékének abszolut értéke na-
gyobb az A mint az barmely més sajatértékének abszolit értéke, akkor azt
mondjuk, hogy a A\; a dominéns sajatérték és a A\j-hez tartozo sajatvekto-
rokat dominans sajatvektoroknak hivjuk.

35
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10. TETEL: Legyen A egy n X n-es szimmetrikus matrix, melynek legna-
gyobb sajatértéke A > 0. Ha xy nem meréleges a A sajatvektoraibol allo
altérre, akkor a normalizalt hatvanysorozat:

A-x A-xXp

X0, X1 = 75— Xk:m,

e (4.1) 7397
1A - %ol

konvergél egy egység hosszi dominans sajatvektorhoz és a
T T
x, - Axy, ., x, c AXgy

konvergal a A dominans sajatértékhez.

4.1. Alkalmazas: Internet keresd motorokban

A Google keres§ motorban alkalmazzék az in. PageRank algoritmust. En-
nek soran definialnak egy méatrixot, amely tartalmazza a keresés szempont-
jabol relevans oldalak hivatkozasi strukturajat. Ezek utdn a dominans sajat-
vektort hasznalva fontosség szerinti csokkend sorrendbe rendezik a relevans
oldalakat. A keresés szempontjabol relevans oldalakat a kovetkezé modon
talaljak meg:

e Amikor a felhasznalo keres egy szot vagy kifejezést a Google el6szor egy
standard széveg alapu keresé motorral kivalasztja az oldalak kezdeti
So halmazét.

e Ez tartalmaz sok felesleges oldalt (hiszen a keresett szonak tobb sza-
munkra irrelevans jelentése is lehet) tovabba lehetnek szémunkra fon-
tos oldalak, amelyek Sy ban nem szerepelnek. Nevezetesen olyan olda-
lak, amelyek azt a dolgot amire keresiink a keresésbe altalunk beirt sz6
szinonimajaval fejezik ki. Ezért a Google itt nem részletezendé mo-
don az Sy oldal halmazt kiterjeszti oldalak S halmazara, amelyekrél
feltételezziik, hogy a szdmunkra érdekes oldalakat mér tartalmazza.

e A keres6 motor feladata, hogy az oldalak ezen S halmazat (ami tobb
ezer oldalt is tartalmazhat) a keresés szempontjabol vett fontossag
szerinti csOkkené sorrendbe &llitsa. Itt jatszik szerepét az ebben a
fejezetben tanult hatvany modszer. Itt az tn. PageRank algoritmus
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egy variaciojat az un. HITS (Hypertext Induced Topic Search) algo-
ritmust ismertetjiik, melyet 1998-ban fejlesztettek ki a Clever search
engine (IBM) szamaéra:

http://www.research.ibm.com/topics/popups/innovate/hei/html/chow.html
A HITS algoritmus soran el6szor is felirjuk az an. adjacency (szomszédos-

sagi) matrixot. Ha az oldalak fent emlitett S halmaza n elemt, akkor az A
adjacency matrix egy n x n matrix és az A matrix (i, j)-edik elemére teljesiil,

hogy

~._ J 1, haazi-edik oldal hivatkozik a j-edik oldalra;
% =0 0, egyébkent.

7. PELDA: Egy tipikus példa

(4.2) 7407

== O
— O O O
_— O O =
S = O =

Ez azt jelenti, hogy:
az 1. oldal hivatkozik a 3. és 4. oldalakra.
A 2. oldal hivatkozik az 1. oldalra.
A 3. oldal hivatkozik az 1. és a 4. oldalakra.
A 4. oldal hivatkozik az 1. 2. és 3. oldalakra.

Egy oldalnak két fontos szerepe lehet:
hub: sok mas oldalra hivatkozik
authority: 6t hivatkozza sok més oldal.

A fenti ([2) példaban a 4. oldal hivatkozik harom masik oldalra tehat
a 3. oldalnak mint hubnak a nagysidga 3. A 4. oldalra hivatkozik két
oldal tehat a 4. oldalnak mit authoritynek a nagysaga 2. Az i-edik sorban
talalhato elemek Osszege mutatja meg, hogy az i-edik elem hany oldalra
hivatkozik és az i-edik oszlopban all6 elemek Gsszege mutatja meg, hogy az
¢ oldalt hanyan hivatkozzak. Tehat a sor vektorok 6sszegébdl képzett vektor
az un. kezdeti hub vektor hy és az oszlop vektorok 6sszegébdl allo vektor az
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un. kezdeti authority vektor ay. Jelen esetben:

=
S
I

és ag —

W N = DN
N DN = W

Az ag vektorra célszert igy gondolni mint az A7 matrix sor 6sszeg vektorara.
Altalaban: ha az A n x n matrix egy adjacency matrix, akkor a kezdeti
authority és a kezdeti hub vektorokat a fenti médon szamitjuk ki.

Azonban mivel a fenti példankban az 1. oldal a legnagyobb authority
ezért azoknak a huboknak akik 6t hivatkozzak tobb sulyt kell adni. Hason-
l6an kezdetben a 4. oldalt tekinthetjiik a f6 hub-nak ezért azon oldalaknak
akikre a 4. oldal hivatkozik nagyobb stlyt kell adni. Ezért képezziik a

0.431
poo Ara o3z o AT
"l A A | 0.539 YTA
0.647
vektorokat. A szamlalok:
0011 3 0 0 1 1
1000 1 1 0 0 0
Aao=1 g g 1|l | T3 TN o[ T2 o | T
1110 2 1 1 1 0

Mindkét esetben a nevezs az egységre normalést végzi. A szamléloban az
A oszlop vektorainak linearis kombinacidja van az egyiitthatok az autho-
rity vektor elemei. Az igy kapott h; vektor egy egység vektor amelynek
i-edik eleme azt méri, hogy az iedik oldal mekkora hub az a, vektorboél jovd
sulyozéssal véve.

A masodik formula nevezdje: 2.19141. A szamlalojaban az AT oszlop
vektorainak linearis kombinaci6it vessziik, ahol a stlyokat a h; vektor szol-
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galtatja.
0111 0.431
0001 0.323
Athy = 1001 0.539
1010 0.647
0 1 1 1
0 0 0 1
~ 0431 | || 40323 o | $0539 | +0.647 - | |
1 0 1 0
1.509
| 0.647
— | 1.078
0.970

Mivel az AT oszlopai az A sorai ezért a normalds utan kapott vektor egy
silyozott authority vektor. Tehét

1.509 0.688
W L0647 | ] 0.295
Y= 9791 | 1.078 | ~ | 0.492

0.970 0.442

Ezt folytatva kapjuk az as-6t majd abbodl a hy-6t és igy tovabb. Vegyiik
észre, hogy
(ATA)ak_l . (AAT)hk_l
AT Da ] T AAT
Ezért ay, és hy, konvergal az AT A és a AAT matrixok dominans sajatvekto-

raihoz. Az AT A dominans sajatvektora elemeinek sorrendje adja a keresett
fontossagi sorrendet.

ag
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